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Vorrede zur eriten Auflage. 


Nicht ohne Zagen ſchicke ich hier den erften Theil meiner elementaren Be— 
arbeitung der Ingenieur- und Mafchinenmechanif in die Welt. Obwohl ic) 
mir fagen kann, daß ich bei diefer Schrift mit aller möglichen Sorgfalt und 
Bedachtſamkeit zu Werke gegangen bin, jo befürchte ich dennoch, den Wün— 
ſchen Aller in ihr nicht entfprechen zu Fönnen. Die Anfichten, Wünſche und 
Anfprüche find nun einmal fo ſehr verſchieden, daß es nicht möglich ift, fte 
alle zu befriedigen. Mancher wird das eine Capitel zu ausführlich, Mancher 
wird e8 zu furz finden; Einige werden in der Behandlung gewifier Materien 
eine höhere Wiflenfchaftlichfeit vermiflen, während Andere vielleicht gerade 
hierin eine größere ‘Popularität gewünſcht hätten. Indeß vieljährige Studien, 
vielfacher Unterricht und mannigfaltige Beobachtungen und Erfahrungen ha- 
ben mich nun einmal auf die Methode geführt, nach welcher das vorliegende 
Werk bearbeitet ift, und welche ich für den beabfichtigten Zweck als die an- 
gemefjenfte halte. 

Mein Hauptbeftreben bet Bearbeitung diejes Werfes war darauf ges 
richtet, die größte Einfachheit bei der Entwidelung und Beweisfithrung zu 
erzielen und alle in der Anwendung auf die Praris wichtigen Säge nur mit 
Hilfe der niederen Mathematik abzuhandeln. Wenn man berücjichtigt, 
welche mannigfache Kenntniffe ein Techniker fich anzueignen hat, um in fei- 
nem Fache etwas Tüchtiges zu Leiften, jo muß es uns, als Lehrer und 
Schriftjteller für Technifer, eine Pflicht fein, das gründliche Studium der 
Wiſſenſchaft durch Bereinfahung im Bortrage, durch Bejeitigung alles 
Heberflüffigen und durch die Anwendung der befannteften und zugänglichften 
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Hüffslchren zu erleichtern. Ich habe deshalb auch in dem vorliegenden 
Werke die Anwendung der Differenzial- und Integralvechnung gänzlid) ver- 
mieden. Wenn auch jetzt die Gelegenheit zur Erlernung diefer Rechnung 
nicht fo felten mehr ift, jo ift es dod) eine unbeftreitbare Thatſache, daß ohne 
immerwährende Uebung die nöthige Wertigkeit in Handhabung derjelben ſehr 
bald verloren geht, und es deshalb manchen übrigens fehr tüchtigen Praktiker 
giebt, welcher mit der früher erlernten Differenzial- und Integralrechnung 
nicht mehr umzugehen verfteht. Da id) mit manden Schriftitellern, welche 
in populäven Schriften die fehwierigeren Säge ohne Beweiſe mittheilen, nicht 
einerfei Meinung bin, fo habe ich es vorgezogen, praktiſch wichtige Säge 
ftetS auf elementarem, wenn aud) zuweilen etwas weitläufigem Wege abzu— 
leiten oder zu beweilen. Man wird daher in diefem Werke nur jelten eine 
Formel ohne ihre Begründung Hingeftellt finden. Einige ganz allgemeine 
Kenntnifie gewiſſer Lehren aus der Naturlehre, zumal aber eine gründliche 
Kenntniß der reinen Elementarmathematik, müſſen wir allerdingd bei dem 
Studium diefer Schrift vorausfegen. Vorzüglich bin id) bemitht geweſen, 
bei Bearbeitung diefes Werfes die rechte Mitte zwiſchen Seneralifiren und 
Spreialifiren zu halten. Obwohl id) die Vorzüge des Generalifirens nicht 
verfenne, fo bin ic) doch der Meinung, daß man in diefem Werke, wie bei 
jedem elementaren Vortrage, das allzu große Generaliſiren zu vermeiden habe. 
Das Einfache kommt ja in der Praxis häufiger vor als das Zufammen- 
gefetste. Auch ift nicht zu leugnen, daß in der Betrachtung des allgemeinen 
Falles oft die tiefere Kenntniß des |pecielleven Falles verloren geht, und daß 
es nicht felten leichter ift, aus dem Einfachen das Zuſammengeſetztere abzu— 
leiten, als aus dem Allgemeineren das Einzelne herauszuziehen. 

Man erwarte in der Ingenieur: und Maſchinenmechanik feine Maſchinen— 
baulehre oder Miafchinenbaufunft, fondern nur die Einleitung oder Vorberei- 
tungswiſſenſchaft zu diefer. Die Mechanik joll ſich inſofern zur Mafchinen- 
baufunft verhalten, wie die darftellende Geometrie zum Majchinenzeichnen. 
Nach Erlangung der Kenntnifie der Mechanik und der darftellenden Geome- 
trie fcheint es am zweckmäßigſten zu fein, den Unterricht über Maſchinenbau— 
funft und den über Mafchinenzeichnen in einem Curſe zu vereinigen. 

Vieleicht wird nod) in Zweifel gezogen, daß es zwedmäßig jet, die In— 
genieur- und Maſchinenmechanik in zwei Theile, in einen theoretijchen und 
in einen angewandten, zu theilen. Wenn man beriicjichtigt, daß dieſes 
Werk Unterricht über alle mechanische VBerhäftniffe der Bau und Majchinen- 
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lehre ertheilen ſoll, fo ſtellt ſich die Nützlichkeit, oder vielmehr die Nothwen— 
digkeit dieſer Eintheilung von ſelbſt heraus. Um ein Bauwerk und zumal 
um eine Maſchine vollſtändig beurtheilen zu können, ſind oft die verſchieden— 
ſten Lehren der Mechanik, z. B. die der Reibung, die der Feſtigkeit, die der 
Trägheit, des Stoßes, des Ausfluſſes u. ſ. w. in Anſpruch zu nehmen, es 
iſt alſo das Material zum mechaniſchen Studium eines Bau- oder Maſchinen— 
werkes faſt aus allen Theilen der Mechanik zuſammenzuleſen. Da es nun 
aber für den praktiſchen Gebrauch viel zweckmäßiger iſt, die mechaniſchen 
Lehren über jede Maſchine im Zuſammenhange ſtudiren zu können, als ſie 
aus faſt allen Theilen der Mechanik zuſammentragen zu müſſen, ſo möchte 
die Nützlichkeit der gemachten Theilung außer allem Zweifel ſein. 

Immer die Anwendung im Praktiſchen vor Augen habend, bin ich beim 
Aufſetzen dieſes Werkes ſtets bemüht geweſen, die vorgetragenen Lehren durch 
paſſende Beiſpiele aus dem Leben ſoviel wie möglich zu erläutern. Mit 
Recht kann ich aber auch behaupten, daß ſich dieſes Werk durch die große 
Anzahl und paſſende Auswahl durchgerechneter Beiſpiele vor vielen ähnlichen 
Werfen auszeichnet. Nächftdem hoffe ich auch, daß die große Anzahl der 
forgfältig ausgeführten Figuren dem beabjichtigten Zwecke diefer Schrift ehr 
förderlich fein werde. Endlich muß ich es der VBerlagshandlung nod) bejon- 
ders Dank willen, daß fie dem Werke in aller Hinficht die vorzüglichite Aus— 
ftattung hat zu Theil werden laſſen. Auf die Nichtigkeit der Rechnungen 
ift eine befondere Sorgfalt verwendet worden; in der Regel ift jedes Beiſpiel, 
und zwar nicht von einer und derjelben Berfon, dreimal durchgerechnet wor: 
den. Es möchte daher nicht fo Leicht fein, weſentliche oder anſehnliche Feh— 
ler in denfelben aufzufinden. In den Beiſpielen ſowie in den Formeln 
habe ich immer das preußiiche Maaß und Gewicht zu Grunde gelegt, in der 
Erwartung, daß die größere Zahl der Leſer mit diefem zu vechnen gewohnt 
fein werde. Aber auch in Hinficht auf die Correctheit des hier fo ſchwieri— 
gen Drucdes möchte wenig zu wünfchen übrig bleiben. Die bis jegt gefun- _ 
denen Schreib- und Drudfehler find dem Buche beigefügt. Ich glaube nicht, 
daß noch eine größere Ergänzung zu diefem Verzeichniſſe nöthig fein werde, 
Eine nähere Prüfung der Zeichnungen wird die Ueberzeugung herbeiführen, 
daß auch bei Ausführung diefer mit Sorgfalt zu Werke gegangen iſt. 
Größere Zeichnungen, und zumal folche, welche Gegenftände nad) allen drei 
Raumdimenfionen abbilden, find nad) der von mir zuerjt abgehandelten aro= 
nometrifchen Projectionsmethode (f. polytechn. Mittheilungen, Band I, TZübin- 
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gen 1845) ausgeführt. Diefe Zeichnungsmethode hat mit der iſometriſchen 
Perfpective gleiche Vorzlige, zeichnet jic aber von diefer noch dadurd) aus, 
dag fie nicht nur fchönere, fondern auch folche Bilder Liefert, welche die Vor— 
ftellung des abgebildeten Gegenftandes Leichter erweden, als die iſometriſche 
Perfpective. In der Negel find die Zeichnungen im Buche jo ausgeführt, 
daß die Breiten- oder Tiefendimenfionen bei gleicher Größe im abgebildeten 
Gegenftande nur halb fo groß ericheinen, als die Yängen- und Höhendimen- 
fionen. 

Weſentlich zur Correetheit diefes Werkes haben die Nevifionen des Herrn 
Ernft Röting, Studirenden an der hiefigen Bergakademie, beigetragen, 
weshalb ich nicht unterlafien fan, meinen Dank hier öffentlid) auszufprechen. 

Endlich ift e8 nöthig, dem Leſer noch anzuzeigen, daß er in dem Buche vicl 
Neues und manches dem Verfaſſer Eigenthiimliches vorfinden wird. Ohne 
mich auf viele Heine Artikel, die Faft in jeden Gapitel vorfonmen, einzulaſſen, 
will ich den Lefer nur auf folgende umfaſſendere Gegenftände aufmerkſam 
machen. Eine allgemeine und leicht ausführbare Beſtimmung der Schwer: 
punkte ebener Flächen und ebenflächiger Polyeder wird man in den Paragra— 
phen 107, 112 und 113 finden, eine angenäherte Formel fiir die Ketten- 
linie in dem Paragraphen 148; Ergänzungen zur Arenreibung in den Para— 
graphen 167, 168, 169, 172 und 173. Die Yehre vom Stoße wird na— 
mentlih durch die Paragraphen 277 und 278 eine wefentliche Ergän— 
zung erhalten haben, da man feither den Stoß unvollkommen elaftifcher Kör— 
per zu wenig berüdfichtigt, und den Fall, wenn ein vollfonmen elaftiicher 
Körper mit einem unvollfommen elaftifchen Körper zufammenftößt, gar nicht 
betrachtet hat. Die meiften Ergänzungen und zum Theil ganz neue Geſetze 
wird man allerdings in der Hydraulif mitgetheilt finden, da ic) diefen Theil 
Schon feit einer Neihe von Jahren zu einem Gegenftande meiner fpeciellen 
Studien gemacht habe. Die Gefege der vom Berfafler zuerft beobachteten 
unvollfommenen Gontraction der Waflerftrahlen treten hier zum erſten Male 
in einem Lehrbuche der Mechanik auf. Ebenſo werden die für die Praris 
jehr wichtigen Hauptrefultate der Berfuche des Verfaſſers tiber den Ausflug 
des Waflers durch Schieber, Hähne, Klappen und Ventile mitgetheilt. End- 
(ich führt der Berfaffer aud) die Hauptergebniffe feiner neueften Verſuche, be— 
treffend den Ausflug des Waſſers durch fchiefe Anfagröhren, gebrochene, 
krumme und lange gerade Röhren u. ſ. w. hier auf, obgleich das dritte Heft 
feiner diefe Berfuche umfaffenden „Unterfuhungen im Gebiete der 
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Mechanik und Hydraulik“ dem Drude noch nicht hat iibergeben werben 
fünnen. Den Gapiteln über die fließenden Waffer, itber das Waflermeffen 
und itber den Waſſerſtoß find ebenfalls durch den Verfaſſer einige Bereiche: 
rungen zu Theil geworden. Die Theorie der Neaction des ausfließenden 
Waflers, fowie die de8 Waflerftoßes, nad) dem Principe der mechaniſchen 
Arbeit, ift ganz neu. 

Uebrigens kann ic dem Yefer nicht bergen, daß ich jett, nach Beendigung 
des erjten Bandes, auch hin und wieder Einiges anders aufgefaßt oder be- 
handelt zu haben wünſche; doc muß ich Hinzufügen, daß ſich wejentliche 
Mängel mir noch nicht herausgeftellt haben. Wenn hie und da noch Man- 
ches vermißt wird, jo muß ich auf den zweiten Band verweilen, welcher nicht 
bloß zufällig, jondern meift abjichtlicd; Ergänzungen zum erften Bande nad) 
bringen wird, wie auch ſchon im erften Bande an vielen Stellen angedeutet 
wird. Der Drud des zweiten Bandes wird nun feinen ununterbrochenen 
Fortgang haben, 10 daß ſich erwarten läßt, daß das ganze Bud) am Ende 
diefes Jahres in den Händen der Leſer fein werde. Auch wird nun bald 
das unter dem Namen „der Ingenieur“ in der Mechanif citirte Hülfsbuch, 
welches in einer Sammlung von Formeln, Regeln und Tabellen der Arith- 
metif, Geometrie und Mechanik befteht, erfcheinen. 

Es follte mir eine, große Beruhigung und Freude gewähren, wenn mit 
diefem Werfe das erreicht wird, was ic) damit bezielt habe, nämlich) Prafti- 
fern ein nüglicher Nathgeber in Fällen der Anwendung, Lehrern der prafti- 
ſchen Mechanik ein brauchbarer Leitfaden beim Unterrichte, und Studirenden 
des Ingenieur: und Mafchinenwefens ein willfommenes Hilfsmittel zur Er— 
lernung der Mechanik zu fein. 


Freiberg, den 19. März 1846. 


Julius Weisbad, 
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Die vorliegende zweite Auflage vom erften Bande der Ingenieur und 
Maſchinenmechanik ift in der Methode und Anordnung nicht weſentlich von 
der erften Auflage verfchieden. Nur der innere Ausbau diejes Werkes hat 
mit diefer zweiten Auflage manche Veränderungen und Bervollftändigungen 
erlitten, auch ift die Ausdehnung defjelben nicht unbedeutend größer geworden. 
Ueberdies hat fic der Berfaffer bemüht, die bemerften Mängel und Unrich— 
tigfeiten jo viel wie möglich im diefer zweiten Bearbeitung zu bejeitigen. 
Die größere Ausdehnung diefer Auflage ift befonder8 aus drei Zugaben 
erwachfen. Die erfte derjelben befteht in einer gedrängten und möglichft 
populären Darftellung des fogenannten Infinitefimalcalcils am Kopfe des 
ganzen Werkes, und ift befonders deshalb hinzugefügt worden, um verwidelte 
und zu gefünftelte Entwidelungen mittel® des niederen Calciil8 zu vermeiden, 
und um zugleich dem Lefer mehr Selbftftändigfeit in der Mechanik zu ver- 
ſchaffen und ihn auf einen höheren Standpunkt in diefem wichtigen Gebiete 
zu ftellen. Durch Anwendung der im diefem Voreurs enthaltenen Lehren 
aus der Analyfis ift es möglich geworden, auch folche praftifch wichtige 
Gegenftände mit in den Vortrag aufzunehmen, welche ſich entweder gar nicht 
oder nur jehr unvollftändig mittel8 der elementaren Algebra und Geometrie 
behandeln laſſen. Um aber Denjenigen, welche ſich mit den vorausgejchidten 
Elementen der Differenzial- und Integralrechnung nicht befannt gemacht 
haben, feine Störungen zu bereiten, find alle diejenigen Paragraphen, in 
welchen die Anwendung diefes Calciil8 vorfommt, durch eine Parentheje ( ) 
befonder8 ausgezeichnet worden. 
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Die zweite Zugabe befteht in einem neuen Capitel in der Hydroſtatik, und 
behandelt die Molecularwirkungen des Waflerd. Da die Kenntniß der 
Molecularfräfte (Bapillarität) bei hydrauliſchen und pneumatiſchen Beob— 
achtungen und Meflungen von Wichtigkeit ift, fo hat es der Berfafler für 
zwedmäßig gehalten, in einem bejonderen Gapitel die Hauptlehren über 
diefe Kräfte des Waflers hier einzufchalten. Endlich ift dem ganzen Werfe 
noch ein Gapitel über die Schwingungen und Wellenbewegungen als Anhang 
beigegeben worden. Der Berfafler hat ſich dazu betvogen gefunden, weil 
eine nähere Kenntniß der Schwingungen fir den Ingenieur von großer 
Wichtigkeit if. Der große Einfluß, welden die Schwingungen auf den 
Gang und auf die Haltbarkeit und Dauerhaftigkeit dev Mafchinen und ans 
derer Baumerfe ausüben, ift ein Gegenftand, dem man nicht zu viel Auf: 
merfjamfeit jchenfen kann! Ueberdies verdanfen wir den Schwingungsbeob: 
achtungen die neueften Beſtimmungen der für die Praris fo fehr wichtigen 
Efaftieitätsmodeln. Auch der magnetifchen Kraft habe ich in dem Anhange 
gedacht, vorzüglich weil diefelbe dem Ingenieur beim Drientiren in unterivs 
diichen Räumen und an Orten, welche feine freie Ausficht gewähren, fehr 
wichtige Dienfte leiftet. Die Theorie der Wafjerwellen, welche den Schluß 
diefes Bandes ausmacht, gehört ganz in die Hydraulik; ihre Aufnahme in 
diefe Schrift bedarf daher feiner weiteren Rechtfertigung. Leider läßt fie nur 
noch Bieles zu wünſchen übrig ! 

Was den übrigen Theil diefer Schrift anlangt, fo hat vorzüglich das Ca— 
pitel über die Elafticität und Feſtigkeit umfänglichere Veränderungen und 
Ergänzungen erfahren; nächſtdem ift aber auch der Hydraulik durch die fort⸗ 
gejegten Verſuche des Berfafjers manche Ergänzung und Berichtigung zu 
Theil geworden. 

Möchte auch diefe zweite Auflage ficd) der Beachtung und des Beifalles 
erfreuen, womit die erfte Auflage aufgenommen und dev Berfaffer in der 
weiteren Bearbeitung diejes Werkes aufgemuntert worden ift. 


Freiberg, den 15. Mai 1850. 


Julius Weisbach. 
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Die dritte Auflage von dem erften Bande meiner Ingenieur und Mafchi» 
nenmechanif, welche ich hiermit der Deffentlichkeit itbergebe, hat im Vergleich 
zu ihren Borgängerinnen nicht allein mehrfache Verbefferungen, jondern aud) 
vielfahe Ergänzungen und Zufäge erhalten. Es find diefelben vorzüglich 
aus den Fortſchritten der Willenfchaft und zumal aus den Ergebniffen neue— 
ver Forſchungen hervorgegangen. Den hier und da ausgeiprochenen Witn- 
ſchen in Betreff diejes Werkes habe ich fo viel wie möglich Folge geleiftet; 
wenn es nicht immer gefchehen ift, jo hatte ich Hierzu gewiß hinreichende 
Gründe. Da ich wegen des außerordentlichen Beifalles, welchen diefes Werf 
in⸗ und außerhalb Deutjchlands, ſowie dieſſeits und jenfeits des Oceans ges 
funden hat, hoffen konnte, daß dafielbe in der Methode und im Umfang den 
MWünfchen des größeren Publicums, fiir welches es beftimmt ift, entipreche, jo 
mußte bei Bearbeitung diefer neuen Auflage mein Beftreben nur dahin ge- 
richtet jein, die bemerkten Fehler und Mängel aus demjelben zu entfernen, 
und die vollftändigeren und ſicheren Ergebniffe neuerer Unterfuchungen dent 
Buche, in der demselben eigenthümlichen Behandlungsweife und mit möglich 
fter Einschränkung des Raumes, einzuverleiben. Leid thut mir es, bemerken 
zu müſſen, daß dem Buche aud) ganz ungerechte Vorwürfe gemacht worden 
find. So zeigt 3. B. Herr Profeffor Wiebe in Berlin, in einer Anmerkung 
auf Seite 245 und 246 feines Werkes fiber „die Lehre von der Befeftigung 
der Mafchinentheile“ (Berlin 1854) an, daß ich die Torfionscoefficienten 
fir quadratifche Schäfte fowohl in meiner „Mechanik“ (I. Aufl.) als aud) 
im „Ingenieur“ 16mal größer als die Morin' ſchen angegeben habe. Hier— 
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bei hat aber Herr Wiebe überfehen, daß dafür auch in meinen Formeln 
wie in beiden Schriften ausdrüdlic) gejagt wird, die vierten Potenzen der 
halben Seitenlängen vorfommen, während die Formeln von Morin und 
Wiebe, fowie auch die der zweiten Auflage meiner „Mechanif* (von 1850) 
die vierten Potenzen der ganzen Seitenlänge des quadratiichen Quer— 
jchnittes enthalten. Da nun aber 2* glei 16 ift, jo läuft diefe Anzeige 
des Herrn Wiebe auf einen Irrthum feinerjeits hinaus. 

Auf den partheiifchen, aus einer ſehr anſpruchsvollen Feder gefloſſenen 
Zadel in Grunert's Archiv, erwidere ich hier nichts, um an diefem Orte 
nicht einen unnügen Streit zu führen. Uebrigens hat der Herr Profeflor 
Grunert in feinem Archiv der Mathematif aus der phyfiichen und prafti= 
ſchen Mechanik ſchon Unſinn genug druden fallen — wie ich leicht beweiſen 
fann —, um dadurd) jeine Unfähigkeit zur Beurtheilung praftiich= mechani- 
ſcher Schriften an den Tag zu legen! Das Bud) ift für ein praftifches 
Publicum gefchrieben, und würde ficherlicd) nicht den Beifall gefunden haben, 
welchen es gefunden hat, wenn ic) ihm, was mir allerdings viel leichter 
geworden wäre, ein ganz willenichaftliches Gewand gegeben hätte. Bon 
einem anderen Standpunfte aus läßt ſich allerdings das Bud) leicht, jedoch 
eben jo ſehr aud) ungerecht, tadeln. Wer ſich nur etwas in der Praris ums 
gejehen hat, wird wahr genommen haben, wie wenig diefelbe noch von der 
Theorie Gebraud; macht, und wie nicht felten die Theorie von den Praftifern 
hinten angefegt wird und in Mißeredit fteht. Daran hat gewiß die foge- 
nannte gelehrte Unterrichtsmethode, welche e8 als ein Verbrechen anficht, die 
Wiſſenſchaft ihrer Anwendung wegen zu ftudiren, ihren größten Antheil ! 

Außer vielfachen fleineren Ergänzungen erjtreden fid) die Erweiterungen 
diejer neuen Auflage vorzüglich auf eine ganz neue Bearbeitung der Lehre 
von der Elaſticität und Feftigfeit, und auf die Einfchaltung der Ergebniſſe 
der neueften hydrauliſchen Verſuche. Aber nicht allein durch ihren Inhalt, 
jondern auch durch ihre Ausftattung zeichnet fich diefe neue Auflage der In— 
gemieur= und Majcinen = Mechanik vor ihren älteren Schweftern aus, zumal 
da diefelbe lauter neu geftochene und ſchönere Abbildungen erhalten hat. Der 
Drud der dritten Auflage des zweiten Bandes geht ohne Unterbrechung fort. 


Freiberg, im Juli 1856. 


Julius Weisbad. 
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Die vierte Auflage meiner Ingenieur: und Mafchinen- Mechanik, welche ic) 
hiermit der Deffentlichkeit übergebe, hat weder in der Methode, nod in der 
Anordnung des Stoffes eine Veränderung erlitten. Der ziemlich fchnelle 
Abfag von drei ftarfen Auflagen des Werkes und das Erjcheinen zweier 
Ausgaben deffelben in englischer Sprache, und zwar in England und Nord» 
Amerifa, jowie die Ueberfegungen diejes Werkes in das Schwediſche, Polnische 
und Ruſſiſche laſſen mich wohl hoffen, daß mit diefer Schrift den Wünſchen 
und Bedirfniffen des größeren praftifchen Bublicums, für welches fie beftimmt 
ift, entiprochen worden iſt. Deshalb habe ich mich bei Bearbeitung diejer 
nenen Auflage nur darauf bejchränft, die bemerften Mängel und Fehler aus 
dem Werfe zu entfernen und die neuen praftifch wichtigen Erfahrungsrefultate 
und theoretijchen Errungenschaften demfelben einzuverleiben. So habe ich 
3. B. im Capitel über die Reibung die Refultate der neueften Verſuche von 
Bochet mit aufgenommen, und den Abjchnitt über die Elafticität und Feſtig— 
feit dem dermaligen Standpunkte der Wilfenfchaft und Praris entiprechend 
neu bearbeitet, umd hierbei die neueren Schriften von Lamé, Ranfine, 
Breſſé u.f.w. benugt. Bielfache Ergänzungen, Zuſätze und Verbeſſerungen 
hat endlich auc der Abſchnitt Über die Hydraulik erlitten. Hier haben vor- 
züglich die Exrgebniffe der neueren Forſchungen des Verfaſſers einen Platz 
gefunden. Namentlich find es die Verſuche itber den Ausflug des Waſſers 
unter hohem und fehr hohem Drude, fowie die iiber die Steighöhe |pringen- 
der Waflerftrahlen, ferner die Verfuche iiber das Ausftrömen der Luft und 
die vergleichenden Verſuche über den Stoß von Luft: und Wafferfrahlen, 
welche dem Buche zugefigt worden find. Das Capitel über den Ausflug dev 
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Luft iſt gänzlich umgearbeitet worden, weil der Verfaſſer die Ueberzeugung 
hat, daß die gewöhnlichen Formeln über den Ausfluß der Luft bei höherem 
Drucke das Ausflußgeſetz nicht richtig darſtellen. Die gewonnenen Formeln 
ſind deshalb ſehr einfach ausgefallen, weil ich hier, ohne die Genauigkeit inner— 
halb ziemlich weiter Grenzen zu beeinträchtigen, in der bekannten Wärme— 
formel 


1 1+ du Ör, = (2) 





1 + 1+6dr 

den Erponenten 0,42 in 0,50 umgeänbert, alſo 
1 +6 _ vr | 
ir: Vy geſetzt habe (f. $. 461). 


Es hängt ja die Brauchbarfeit einer Formel nicht davon ab, ob fie in den 
äußersten Grenzen noch richtig ift, fondern nur davon, ob fie fid) innerhalb 
gegebener Grenzen mit hinveichender Genauigkeit an die Nefultate der Er: 
fahrung anjchließt. 

Mehrere neue Paragraphen find auch den analytischen Hülfslehren der 
Phoronomie und Aäroftatif zugefügt, auch it in der Hydraulik der Drud 
des durch Röhren fließenden Wafjers in zwei neuen Paragraphen ($. 439 
und $. 440) wegen feiner praftifchen Wichtigkeit befonders abgehandelt wor— 
den. Ferner habe ich in dem Capitel über die Kraft und den Widerftand 
des Waſſers die Theorie des einfachen Neactionsrades, jowie die Anwendung 
diefer Mafchine als Mittel zur Prüfung der Theorie des Stoßes und der 
Keaction des Waflers abgehandelt. Auch find noch die neueren Wafler- und 
Gasmeſſer mit aufgenommen worden, weil diefe Inſtrumente durch die 
Reaction einer ausftrömenden Flüffigkeit in Umdrehung geſetzt werden, deren 
Größe nad) der vorausgegangenen Theorie leicht zu beurteilen ift. 

Endlich Hat noc) der Anhang durd) das Referat der neueren Forſchungen 
des Herrn Geh. Oberbaurath Hagen Über die Waflerwellen eine Kleine Er- 
gänzung erhalten. 

Die äußere Ausftattung diefer neuen Auflage möchte wohl faum Etwas 
zu wünſchen übrig laſſen, die Abänderungen in den Ueberichriften und den 
Marginalien gereichen dem Gebrauch des Buches gewiß nur zum Bortheil; 
insbefondere wird durd) die Angabe der Baragraphennummern in den Leber- 
ſchriften das Auffuchen von citirten Stellen fehr erleichtert. 

Wenn fi) hier und da eine Stimme vernehmen läßt, weldye behauptet, 
daß es dem Zweck des Buches fürderlicher gewejen wäre, wenn es ein 


Borrede zur vierten Auflage. xvn 


riffenjchaftlicheres Gewand und die höhere Analyfis zur Grundlage erhalten 
hätte, fo muß ich hierauf entgegnen, daß das Bud) insbefondere zum Privat: 
ſtudium und Nachſchlagen für Praftifer gefchrieben ift, und dag im Allge— 
meinen bei denfelben die Kenntniß umd Fertigkeit in Handhabung der 
Differenzial- und Integralrechnung nicht vorausgefegt werden fan. Nachdem 
ic, ein Menfchenalter lang als Lehrer an einer technifchen Yehranftalt gewirkt 
und hierbei ftetS in vielfachen Verkehr mit der Praris geftanden, fowie 
auch auf Reifen mannichfaltige Fachitudien gemacht habe, kann id) mir 
wohl über diefen Gegenftand ein ficheres Urtheil zutrauen! Wenn endlic) 
meine Ingenieur: und Mafchinen- Mechanik bis im die neuefte Zeit nod) in 
verwandten Schriften vielfach benutzt worden ift, fo kann ich mic), da mir 
literarische Ehre viel höher fteht als pecuniärer Vortheil, nur darüber freuen, 
wenn aber in einigen Schriften von meiner Ingenieur und Maſchinen— 
Mechanik vielfacher Gebraud, gemacht wird, ohne diefelbe an irgend einer 
Stelle zu citiren, fo kann ich wohl mit Recht deshalb an das Urtheil des 
Publicums appelliren. 


Freiberg, im Mai 1863. 


Juhius Weisbad. 
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Hülfslehren aus der Analyſis. 


Art. 1. Die Abhängigkeit einer Größe y von einer anderen Größe x 
wird durch) eine mathematische Formel, 3. B. y— 372, oder y = aa" 
u. f. mw. angegeben. Man fcreibt allgemein y — f(x) oder 2 —  (y) 
u. ſ. w, und nennt y eine Function von x, fowie z eine Function von y. 
Die Zeichen f, p u. f. w. deuten nur allgemein an, daß y von x, oder z 
von y abhänge; fie laſſen die Abhängigkeit diefer Größen von einander ganz 
unbeſtimmt, fchreiben alfo die algebraifche Operation, durd welche y aus x, 
oder z aus y hervorgeht, nicht vor. 

Eine Function y — f(x) ift eine unbeftimmte Gleichung; es giebt un— 
endlich viele Werthe von x und y, welche derfelben entjprechen, giebt man 
jedoch die eine (x), fo ift die andere (y) durch die Function beftinmt, und ver- 
ändert man die eine, fo erleidet die andere ebenfalls eine Veränderung. Dan 
nennt deshalb die unbeftimmten Größen x und y Bariablen oder verän- 
derlihe Größen, dagegen die gegebenen oder als gegeben anzujehenden 
Größen, welche alfo die Operation vorfchreiben, durch welche y aus x hervor- 
geht, Conſtanten oder beftändige Größen. Bon den veränderlichen Grö— 
Ben heißt diejenige, welche willfürlich anzunehmen ift, die Urvariable, und 
dagegen diejenige, welche als Function der legteren durch eine beſtimmte Dpe- 
ration aus diefer beſtimmt wird, die Abhängigvariable. Iny= ar” 
find 4 und m die Konftanten und es ift = die Urs, dagegen y die Abhängig: 
variable. 

Die Abhängigkeit einer Größe z von zwei anderen x und y wird durch 

Weisbach, Lehrbnuch der Mechanik. 1. 1 


2 Hülfslebren ans der Analvfis. [Art. 2. 


das Zeichen 2 — (x, y) ausgedrüdt. Es ift in diefem Falle z Function 
von x und y zugleich, und man hat e8 daher hier mit zwei Urvariablen zu 
thun. 

Art. 2. Jede durch eine Function oder Formel 4 — (x) ausgedrüdte 
Abhängigkeit einer Größe y von einer andern Größe = läßt ſich durd) eine 
ebene Curve oder frummte Linie APQ, Fig. 1 umd Fig. 2, darftellen; den 


Big. 1. Big. 2. 





verschiedenen Werthen der Urvariablen x entfpredjen die Abfciffen AM, 
AN u. f. w., und dem verſchiedenen Werthen der Abhängigvariablen y die 
Drdinaten MP, NQ u. ſ. w. der Curve. Die Coordinaten (Abſeiſſen 
und DOrdinaten) der Curve jtellen alfo die beiden Variablen der Function vor. 
Die graphifche oder bildlihe Darftellung einer Function oder die 
Zurückführung derjelben auf eine Curve vereinigt mehrere Vortheile in fich. 
Sie liefert uns erjtens einen Weberblid über den Zuſammenhang zwischen 
zwei veränderlichen Größen; fie erjeßt uns zweitens die Stelle einer Tabelle 
oder eines Inbegriffes von je zwei zufammengehörigen Werthen einer Function, 
und fie verſchafft uns drittens die Kenntniß von den mannigfaltigiten Eigen- 
ſchaften und Beziehungen der Yunctionen. Der mit dem Halbmefler CA 
— CB= r beidriebene Kreis ADB, Fig. 3, weldyer der Function 
Fig. 3. y — V2r2z— entipricht, worin x und y die 
Goordinaten AM und MP bezeichnen, gewährt 
uns 3. B. nicht allein eine Ueberjicht iiber die ver- 
fchiedenen Werthe, welche diefe Function annehmen 
fann, fondern macht uns auch mit anderen Eigen- 
thinmlichfeiten diefer Function bekannt, da die 
- Eigenschaften des Kreifes aud) ihre Bedeutung in 
der Function haben. Wir willen 3. B. hiernad), 
ohne weitere Unterfuchungen, daß y nicht allein für 2 — 0, fondern aud) 
für 2 — 2r zu Null wird, daß ferner y ein Maximum und zwar — r 
wird, wenn z — r ift, u. ſ. w. 
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Art. 3. Die Naturgefege laffen fid) in der Regel durch Functionen 
zwifchen zwei oder mehreren Größen ausdrliden und find deshalb aud) meift 
einer graphifchen Darftellung fähig. 

(1) Beim freien Fallen der Körperim Iuftleeren Raume hat man 
3. B. für die Fallgeſchwindigkeit 77, welche der Fallhöhe x ent|pricht, u — V2 g2; 
diefe Formel ftimmt aber aud) mit der Gleichung 4 — Vpx der Barabel 
überein, wenn man den Parameter (p) der leßteren gleichjegt der doppelten 
Beichleunigung (2 9) der Schwere; daher läßt ſich auch das Fallgeſetz durd) 
eine Parabel APQ, Fig 4, mit dem Parameter p — 29 graphiſch dar- 

Fig. 4. jtellen. Die Abfeiffen AM, AN. . diefer 
Gurve find natürlidy die Fallräume, und die 
entfprechenden Ordinaten MP, NG... die zu= 
gehörigen Geſchwindigkeiten. 

(2) Iſt a ein gewilles Yuftvolumen umter 
der Preffung von 1 Atmofphäre, jo hat man, 
dem Mariotte’fhen Geſetze zufolge, das 
Volumen derfelben Yuftmenge unter der Preſ— 





ad 
fung von = Atmofphären: 9 — * 


ir — 1, iſt y a, fur æ 2. far *4, * 


2 10 


Aa a 
frz —= 10, ft y= To’ für 100,9 5755 füur r—a0,y— 0; 


man fieht alfo, daß das Volumen immer Heiner und Feiner wird, je größer 
die Spannung ift, und daß, wenn das Mariotte’fche Gejeg bei allen 
Spannungen richtig bliebe, einer unendlicy großen Spannung x ein unend- 
(id; fleines Volumen y ent|prädhe. 


Ferner: 2— 1; gebt y—= 2a, 21), gebt y— 4a, 
s—=Yı „ 93=10a 2 = 0 „ y=92u, 
je Heiner hiernad) die Spannung wird, defto größer fällt dagegen das Volumen 
aus, und wenn die Spanmmg unendlich klein ift, fo ftellt ic das Volumen 
unendlid) groß heraus. 

Die Curve, welche diefem Gefege entfpricht, ift in Fig. 5 (a. f. ©.) ab- 
gebildet; AM, AN.. find die Spannungen oder Abſeiſſen z, MP, NQ.. 
die entfprechenden Bolumina oder Ordinaten y. Man jieht, diefe Curve nä— 
hert fid) allmälig den Aren AX und A Y der Coordinaten, ohme fie je zu 
erreichen. 

(3) Die Abhängigkeit der Erpanfivfraft des gefättigten Waffer- 
dampfes von der Temperatur x läßt ſich wenigſtens innerhalb gewiſſer 
Grenzen durd) die Formel: 

1* 


4 Hülfslehren aus der Analvfis. [Art. 3. 


y— +) Atmofphären 


ausdrüden, und es ift erfahrungsmäßig, wenigftens innerhalb gewiſſer Gren- 
zen, a —= 75, b = 175 und m — 6. Wenn wir hiernad) 


„(+ 3) 


175 


Fig. 6. 


fig. 5 





3 ıM 2 N3 4 — A Mo N 200 


jegen und eine unbeſchränkte Nichtigkeit dieſer Formel annehmen, fo erhal- 
ten wir: 











B\6 
Sir 2 —= 100% y= (3) — 1,000 Atmofphäre, 
12 | 
„= 50, y- (im) — 01383 
6 
— 0 —— 
‚sd — a 0,006 s 
0 e 
„ 1= — 15°, y= 6) == 0,000 ” 
195 \® 
ferner für 2 — 120°, — (=) — 1,914 P 
225 \® | 
: — 150° — == 517 
n % 150%, y= 11) 4,517 = 
275 
2 =, 200% — 15) 15,058 x 
Die entjpredyende Curve führt PQ, Fig. 6, vor Augen; man fieht, die- 
jelbe geht in einem Abftande AO — — 75 vom Anfangspunfte A der 


Soordinaten durch die Abjciffenare, und in einem Abftande AS — 0,006 


Art. 4.] Hilfslehren aus der Analyſis. 5 


von eben dieſem Punkte durch die Ordinatenare; ferner einer Abſeciſſe 
AM < 100 entſpricht eine Ordinate MP unter 1 und einer Abfcifie 
AN > 100 gehört die Ordinate NQ > 1 zu; auch ift wahrzunehmen, 
daß nicht nur y mit © ins Unendliche wächſt, fondern auch, daß die Curve 
immer fteiler und fteiler anfteigt, je größer x wird. 

Art. 4. Eine Function z — f(x,y) mit zwei Urvariablen läßt 
fid) durch eine Frumme Fläche BED, Fig. 7, darftellen, in welcher die 
Urvariablen x und y durch die Abſeiſſen AM und AN auf den Aren AX 
und AY, und die Abhängigvariable 2 durch die Ordinate OP eines Punk: 
tes P in der Fläche ABC repräjentiren. Giebt man bei einem bejtinmten 
Werthe von x, 4 verfcjiedene Werthe, jo erhält man in z die Ordinaten der 
Punkte einer mit dev Coordinatebene YZ parallel laufenden Cure EPF; 
nimmt man dagegen bei einem beftinmten Werthe von y für = verjchiedene 
Werthe an, jo ergeben ſich in z die Ordinaten der Punkte einer mit der Coor— 
dinatebene X Z parallel laufenden Curve @ PH. Cs läßt fid) folglich die 
ganze krumme Fläche BED als eine ftetige Verbindung von mit den Coor— 
dinatebenen parallel laufenden Curven anfehen. 


Das Mariotte-Gay-Lufſac'ſche Geſetz z — — wonach 


ſich das Volumen z einer Luftmenge aus der Preſſung x und Temperatur y 
deſſelben berechnen läßt, ift durch die frumme Fläche CK PH, Fig. 8, gra- 
phifch darzuftellen. Es ift AM die Preffung z, ANMO die Temperatur 


Big. 7. Big. 8. 





y und OP das entjprechende Volumen 2, ferner geben die Goordinaten der 
Gmve PGH die Volumina bei einer und derfelben Temperatur AN = y, 
fowie die der Geraden KP die Volumina bei einer und derfelben Preſſung 
AM = x au. 


6 Hülfslehren aus der Analpiis. [Art. 5. 


Art. 5. Wenn man die Urvariable einer Function oder Abſciſſe AM = x, 
Fig. 9 und Fig. 10, der entiprechenden Gurve um eine unendlic, Fleine, 
künftig durch Or zu bezeichnende Größe MN wachſen läßt, jo geht die 
entiprechende Abhängigvariable oder Ordinate MP—y in NQ = y, über, 
und wird um den duch Oy zu bezeichnenden umendlid, Heinen Werth RQ 
— N@ — MP größer. Beide Wachethümer Ex und Cy von z und y 
nennt man Differenztale oder Elemente der Veränderlichen oder Coordi— 
naten z und y, und es iſt nun unjere Hauptaufgabe, für die am häufigiten 
vorfommenden Functionen die Differenztale, oder vielmehr die Berhältniffe 
zwijchen den zufammengehörigen Clementen ihrer Variablen .r und y zu fin 
den. Setzt man in der Function s — f(x), wo x die Abſciſſe AM und y 
die Ordinate MI vorftellt, 

ftatt c: e + 0r = AU+ MN =AN, fo erhält man 
ftatty y+öy=MP+RQ=NRQ, alio: 
ytoy=fle + on), 
und zieht man hiervon den erften Werth von y ab, jo bleibt das Element 
oder Differenzial der Variablen y, d. i.: 
ey = of) = Fa + 62) — fo 


Big. 9. Fig. 10. 


übrig. 





T MN x 


Dies ift die allgemeinfte Regel zur Beitimmung des Differenziales 
einer Function, aus welcher fid) durch Anwendung auf verfchiedene Funectio— 
nen wieder andere mehr oder weniger allgemeine Kegeln ableiten laſſen. 

Iſt z.B. y = x, fo hat man: 

oy=(# + 9%) — x”, 


(x + 0x)? = 22 + 2r00x 4 du? 


oy = 2r0dr + 9x — (2x + Or) dx; 
und einfacher, da dx als unendlic, Heine Größe gegen 2x verſchwindet, 
oder 20 durch Hinzutritt von dx nicht angebbar verändert wird und des- 
halb unbeachtet gelafjen werden kann: 
0 = Of)? = 20x. 


oder, da 


zu ſetzen ift: 


Art. 6.) Hülfslehren aus der Analyſis. 7 


Es entjpriht y — x? dem Inhalte eines Quadrates ABCD, ig. 11, 

Fig. nı. defien Seite AB — AD — * ft, und es läßt ſich 
auch aus der Figur entnehmen, daß durch Zunahme 
der Setteum BM— DN — Or, das Quadrat um 
zwei Rechtecke BO und DP— 2r0x und um ein 
Quadrat OP —= (dx)? wählt, daß alfo bei einem 
unendlid) Heinen Wachſsthum O.c von x das Quadrat 
y= x: um das Clement 2 79x zunimmt. 

Art. 6. Die gerade Yınie TPQ, Fig. 9 und 10, 
welche durch zwei unendlich nahe liegende Punkte 2? 
und Q einer Curve geht, heißt Tangente oder Berührungstinie diefer 
Curve und beſtimmt die Richtung derfelben zwifchen diefen Bunften. Man 
giebt die Richtung der Tangente durch den Winkel PTM — «a au, unter 
welchen die Abfeiffenare A X von diefer Yinie gefchnitten wird. Bei einer 
concaven Eure wie APQ, Fig. 9, liegt die Tangente außerhalb der 
Curve und Abfeiffenare; bei einer converen Eure APQ, Fig. 10, hin- 
gegen befindet fie fich zwilchen der Curve und Abfciffenare. 

In dem unendlid Heinen rechtwinteligen Dreiede POR, ig. 9 und 10, 
mit den Katheten PR —= Ox md RQ = dy ift der Winkel Q PR gleid) 
dem Tangentenwinfel PTM = «, und da 





ans OPR == 


ift, jo hat man aud): 
oy. 
or’ 

e8 giebt alfo da8 Berhältniß oder der Quotient aus den beiden 
Elementen Oy und dx die trigonometrifche Tangente des Tan- 
gentenwinfels an. 

3. B. für die Parabel, deren Gleichung y? — px it, hat man, wenn 
man y? —= px — z Sekt: 
@=y+oM— = y+2y0%y+ or —y=2yoytoy, 
oder, da Oy? gegen 2 y0y, oder, was auf eins herausfommt, Oy gegen 2 y 
verſchwindet: 


tang. = 


02 = 2y0y, 
und ebenfo: 
02 =p (x + 0x) — por. 
Es ift hiernach 2 y0y — pdx, und daher für den Tangentemvinfel der 
Parabel: 


8 Hülfslehren aus der Analyſis. ſArt. 7° 


In der Regel nennt man das beſtimmte Stüd PT der Berührungslinie 
zwifchen dem Berührungspunfte P_ und dem Durchfchnittspunfte 7’ mit der 


F ig. 13, 





'R 
| 
4 A "up u Ze T 7% ausge. 
Abfciffenare Tangente, und die Projection 7’ M deſſelben in der Abſeiſſen— 
are Subtangente, und hat daher: 
subtang. = PM cotang. PTM 
— y cotang.a — 41 = 
— y eotung.a — Y dy’ 
3. B. bei der Parabel: 
Yy 
subtang. — — = Ir. 
Es iſt alfo hier die Subtangente der doppelten Abſciſſe gleich, und hier- 
nad) die Yage der Tangente für jeden Punkt P der Parabel leicht anzugeben. 
Bei einer Frummen Flähe BCD, Fig. 7, find die Neigungswinfel « 
und B von den Tangenten PT und PU an einem Punkte P durch die 
Formeln 
02 


ox 


02 


tanqg. — — 
— ey 


und fang. B = 
beſtimmt. 

Die durch PT und PU gelegte Ebene PTU ift Tangentialebene der 
frunmmen Fläche. 

Art. 7. Für eine Function y —= a + mf(x) hat man: 

oy=l[a—+ mf(z + 08x)] — [a + mf(&)] 

a— — 0x) — mf(x) 
m[f(@ +22) — SW]; 


2 2.2. dla + mfla)) = möfle), 

3 D.: 

e65 +32) = 3 [(x + 9x2) — 2] = 3.2r70x — 6x0«. 
Es ift ebenfo: 

o(4 — 12°) 


I 


— 10) = — "la + 9)? — 2°] 
— 1! (2? + 32202 + 3202? + 923 — x’) 


— 11.3202 = — 2, 220%. 


Art. 7.] Hilfslebren aus der Analyſis. 4 


Wir können hiernad) folgende wichtige Hegel aufftellen: Die conftan- 
tem Glieder (a, 5) einer Junction verfhwinden beim Diffe- 
'renziiren, und die conftanten Factoren (m,3) bleiben hierbei 
unverändert. 

Die Nichtigkeit diefer Negel läßt ſich auch graphiic, darthun. Für die 
Curve APQ, Fig. 14, deren Goordinaten ein Mal AM —= x um 

Fig. 14. Fig. 15. 





A; N, 


MP — y=f(x), und ein anderes Mal A, M —=x ud MP=aty 
— 4« f(x) find, it PR = dx und RO — dy — Cf (x) und aud) 
— d (a+y)=% [a + f(x)]; und für die Cuwen AP, Q ud APQ, 
Fig. 15, deren zufammengehörige Ovdinaten MP, und MP, fowie N Q, 
und N Q ein gewiffes Berhältniß zu einander haben, ift auch das Verhält— 
niß zwifchen den Differenzialien 

RQ =NA—MP, und RQ—= NQ— MP bejtändig daſſelbe; denn 
jest man MPL — m. AP und NQ, = m. NG, fo folgt: 
"RkKAa=NX4A4 —- MP =m(NQ — M“P=u.0R, 


d. i.: 
0 [mf(x)] = mdf(«). 

Sit ferner / — u— o, aljo die Summe von zwei Variablen x und 
v, jo hat man- 

ey=utou-tv+0v — (u+ vo), d. 1. nad) Art. 5: 
1) . .. &(uto)=0u- dv; ebenfo: 

oa) + Pa) = El) +9 Ye). 

Es iſt aljo das Differenzial von der Summe aus mehreren 
bunctionen gleich der Summe von den Differenzialien der 
einzelnen Sunctionen; z. B.: 
0(2x4+ 3x2? — 1/23) — 2 00 + 670.2 — 3220 — (2 +62 — lgr?)Or. 

Die Nichtigkeit diefer Hegel iſt auch aus der Betrachtung einer Curve 
APY, Fig. 15, abzuleiten. Iſt MP— f(x) ud PP, —= g (er), lo 
hat man: 

MP, =y=/f(x) + p(xe), und: 
eoy=RA=RKhS+SQ =RQH+ SQ = Pdf) +9 yp(e), 
da Pı 5 parallel zu PQ gelegt und deshalb AS—=RQ ud QS=PP, 
gejegt werden Fann. 


10 Hülfslehren aus der Analylis. [Art. 8. 


Art. 8. It y = ur, alfo das Product zweier Variablen, 5. B. 
der Inhalt eines Nechtedes ABCD, Fig. 16, mit den variablen Seiten 
AB=uwud BÜ=—= v, fo hat man: 

%y = (ut du) (ve + 9) — uvr—=uvtuovtvou + Oudv — uv 
— udv + vou + Oudv = uov + (v + 9v)u. 
Fig. 16. Nun ift aber in » + 8», Av unendlich Klein ge- 
p gen o, daher läßt ſich 

vt+ dv—=ov und (v + Ov)du = vou, 

fowie 


uöv + (r + O0) du = udv + vou 





* B Mm jegen, jo daß 
Il) . . . (wo) =uoOv + vou, 
ſowie 
oa). PA = FÄOPya) + Pl) 
folgt. 


Es ift alfo das Differenzial eines Productes zweier Va— 
riablen glei der Summe aus den Producten von je einer 
und dem Differenziale der anderen Variablen. 

Wenn die Seiten des Nechtedes ABUD, Fig. 16, um BM = du und 
D) 0 — do wachſen, jo nimmt der Inhalt — AB.AD — uv deſſelben 
um die Rechtecke CO — udv, UM = und ÜP — dude zu, wo— 
von das legtere als unendlich) klein gegen die erjteren verſchwindet, und 
es iſt daher das Differenzial diefes Flächenraumes nur gleid) der Summe 
uov + vou der Inhalte der beiden Rechtecke CO und CM zu jegen. 

Diefer Kegel zu Folge ift z.B. für y—= (32? + 1): 
oy=x9ß8x2 +1) + Bxr + 1)d8r—3r0d(a?) +(32? + 1)0% 

— 32.202 43x92 4 0x=(9x? + 1)0x. 
Ferner ift, wenn 20 einen dritten variablen Factor bezeichnet: 
Oluew) —= ud(vw) + vwdu, 
oder, da (vw) = vdw + wodr ift, 
eluvw) = urdw + uwov + vwou; ebenſo 
O(uvwz) = uvwdz + uvzdw + uwzdv-tvwzou. 


Sta —=v—=w— z, fo folgt 9 (ut) = 4u?du, fowie allgemein: 


5 0 E57 mi >15 
wenn der Exponent m eine ganze pofitive Zahl ift. 
3.%.: (x) = 7 2#%0x, fowie E(?/, x) = 6aT da. 


St in y = 07", m wieder eine ganze pofitive Zahl, fo hat man aud): 
yr=ıl,wdOlya”)=0, bi. 
yo (x) 4 z"ody — 0, und daher 
— ee) _ _U".manidn 
zn gr 





= — mı""10z, 


Art. 8.] Hülfslebren aus der Analyfis. 11 


oder, wenn man — m —n feßt: 
oe) nnd. 5. 
Es gilt alfo die Regel (IV) auch für Potenzen mit ganzen negativen 
Erponenten Z. B.: 
30r 





(2?) = — 3rtdı — n 

ebenſo: 
— — 
OB 


m 
- — Mm. . u 
Iſt in y — ee — {gend ein Bruch, deifen Nenner » und Zähler m 


ganze Zahlen find, io hat man aud) y* — .”, und C (y") = 6 (x), d. i.: 
ny10y = mi" !or, daher 
m "10x m ano m —ı 


ey— — — — — _ — — — r" Or. 
y n yıı er n 





Setzt man — — p, fo folgt: 


ey = 0lar) = prrior, alfo ebenfall$ entſprechend der nun 
allgemein als richtig anzufehenden Kegel IV. 
Auch ift O (u?) = pur”!ou, wenn u irgend eine abhängige Function 
von x bezeidjnet. 


Hiernad) ift z. B 8. 0(V ee) = — (a) = 0 dr — 7), Vx ox, 
oeV2re — 2 —=0Vu = eu) — „u ?du 


— ‚0@rx— x) ee — 
| ur 2Yu Ver. 


Um das Differenzial eines Quotienten y — — zu finden, jege man 


“= vy, wonad) dann du = vdy— yOe, folglid) 


u 

- ou — — dv 
R ou — yov v 
re ET 


v 
/u vou — ußv 
V.) fr) (2) er folgt. 


Hiernach ift 3. B. 

(I) FRE) E-Merı 
:+3 @ FF} 

_&@+2.220r — (® — 1).0% ?+-4c +1 

u @+ 2: le @ FF’) Jos 








12 Hülfslehren aus der Analpfis. [Art. 9 
Auch ift 
e } 
F — > a F R — = son, 


v x3 





Art. 9. Die Function y — x" ift die wichtigfte der ganzen Analyjis, 
weil man faft bei allen Unterfuchungen auf diefelbe ftößt. Wenn man dem 
Erponenten » alle möglicyen Werthe, pofitive und negative, ganze und ge 
brochene u. f. w., beilegt, fo liefert fie auch die verfchiedenartigiten Curven, 
wie durch Fig. 17 veranfchaulicht wird. Es ift hier A der Null= oder 
Anfangspunkt der Coordinaten-, X X die Abfeiffen- und Y Y die Ordinatenare. 

Trägt man zu beiden Seiten der Coordinataren in den Abftänden z — + 1 
und y— + 1 von A die zu diefen Aren Parallelen X, X, Xa X., H 
und Y, Ya auf, und verbindet man die Durchichnittspunfte P,P,,P; und P, 
derſelben noch durch die Transverfalen ZZ, Z, Z,, fo erhält man dadurd) 
ein Diagranım, am welches ſich fänmtliche der Gleichung y — x” entjpre- 
chende Curven mehr oder weniger anfchliegen. Uebrigens ift fir jeden 
Punkt der Abfciffenare XX, y — 0, fowie für jeden Punft der Oxdinaten- 
are YY, 2 — 0; ferner für die Bunkte in den Aren X, Xı und X, X, 
y=— + 1, und für die Punkte in den Aren Y, Y, und Y, Y.. <—=+t1. 

Set man in der Gleihung 4 — x", x ——= 1, fo hält man, was aud) 
der Exponent » für eine Zahl fein möge, ftet8 y — 1, und nur für gewilfe 
Werthe von n, überdies noh y = — 1; e8 gehen folglid; aud) alle der 
Gleichung y — x” angehörige Curven durd) den Punkt P,, deflen Coordi- 
naten AU = 1 und AN —= 1 fim. 

Nimmt man an — lan, fegt man alfo y — x, jo befommt man die 
von beiden Aren X X und YY gleichviel abweichende Gerade (ZA Z), welche 


auf der einen Seite von A unter dem Winfel von 45 Grad (*) auf-, und 


auf der anderen Seite unter demfelben Winkel abfteigt. Dagegen erhält man 
fir y—= — x die unter dem Winkel von 45 Grad auf der einen Seite 
von A nieder-, und auf der andern Seite — Gerade Z,AZ.. 

It dagegen n > 1, fo fällt y = x" fir x < 1, Heiner und dagegen 
für x > 1, größer als x aus, und ift» < 1, fo ftellt fi) y — x” für 
2 < 1, größer und dagegen für = > 1, Heiner als x heraus; dem erjteren 
alle (a > 1) entfprechen convere Curven, welche anfangs unter, von 
P, aus aber über der geraden Pinie (ZAZ) hinlaufen, und dem zweiten 
Falle (na < 1) concave Eurven, bei welchen das Umgekehrte ſtattfindet. 

Wenn im erften Falle der Erponent n immer Heiner und Feiner und 
endlich verſchwindend Hein oder nahe Null angenommen wird, jo nähern ſich 


Art. 9.] Hülfslebren aus der Analplis. 13 


die Ordinaten dem conftanten Werthe y — 2° — 1. und die entiprechenden 
Curven über AX der gebrodyenen Yinie AN P, X, immer mehr und mehr; 


kig. 17. 


wm 
ee 
| 









wenn dagegen im zweiten Falle der Erponent » immer größer und größer 
wird, jo nähern fi die Ordinaten allmälig dem Grenzwerthe 9 — x” 
— 2°’ — 0, dagegen die Abfeiffen nad) und nad) der Grenze 2 — y! 
— 1, und e8 rüden deshalb die entſprechenden Curven der gebrochenen Pinie 
AMP, Y, immer näher und näher. 


* ee 1 ; 
Nimmt man à — — 1 an, feßt man alfo y— x" — * fo iſt für 


ze —=I, y=eowdfirr — 0,y=0, und man hat es mit einer 
aus Art. 3 bekannten und in Fig. 5 abgebildeten Curve (1. P, 1) zu thun, 
welche fich einerjeits immer mehr und mehr der Ordinaten- und andererfeits 
immer mehr und mehr der Abfciffenare nähert, jedoch diefe Axen nie wirklich 
erreicht. 


14 Hülfslehren aus der Analnfis. [Art. 9, 


Iſt dev Erponent (— ») der Function y = 2” — 


sm 


ein ächter Bruch, 


1 
fo fällt für = <1,y< — und dagegen fir x > 1, y> — aus, und 
iſt diefer Exponent größer als die Einheit, jo hat man umgekehrt, für = <1, 
1 1 , u i Ben 
y> = und fir » > 1, y < = Die der Function y — x" ent: 


fprechenden Curven laufen alfo, je nadjdvem » Fleiner oder größer ald Eins 
ist, anfangs unter oder fiber, und jpäter vom Punkte P aus, iiber oder unter 
dr Curve y—ır' — Z hin. Während überhaupt die Eurven, welche 
pofitiven Werthen von » entjprechen, ſich anfangs unter, und von P, aus 
über der Geraden (X, X,) hinziehen, laufen die Curven, welche aus negati- 
ven Erponenten (— ») hervorgehen, erſt über und von jenfeits P, unter 
(Xı Xı) hin. Bei jenen Curven ift fir x — 0, aud) y = 0, und für 
x — © aud) y — ©, bei diefen hingegen fir = — 0, y — ©, und für 
z— 2,y—=0. Wem ſich jene inımer mehr und mehr von den Goor- 
dinatenaren X X und Y’Y entfernen, je weiter man fie von dem Anfangs- 
punfte A aus verfolgt, nähern ſich dieſe immer mehr und mehr einerjeits 
der Are X X umd andererfeits der Are VX, ohne diefe Geraden jedoch wirf- 
(ich zu erreichen. 


Uebrigens rücken die legten Curvenſyſteme entweder der gebrochenen Yinie 
YNP, X,, oder der gebrochenen Linie P, MX immer näher und näher, je 
nachdem fich der Erponent der Grenze n — 0 oder n = © immer mehr 
und mehr nähert. 


Iſt in y— a ‚m eine ganze ungerade Zahl (1,3,5,7...) 
jo hat 4 mit = daffelbe Zeichen; pofitiven Werthen von x — auch 
poſitive Werthe von y und negativen Werthen von = auch negative Werthe 
von 4. Iſt hingegen m eine ganze gerade Zahl (2,4,6...), Jo 
fällt fowohl für pofitive als aud) für negative &, y pofitiv aus. Die Eur: 
ven im erften Falle, wie 3. B. (3 PL AP, 3) oder (1 P, 1, 1P,1), laufen 
folglicdy auf der einen Seite der Ordinatenare Über ımd auf der anderen 
unter dev Abfeiffenare XAX hin; die Curven im zweiten Falle, wie z. B. 
(2 P,AP,2) oder (2 P,2, 2 P42), ziehen fid) dagegen nur über der Abfcif- 
jenare hin und nehmen folglidy auch nur den erften und vierten Quadran— 
ten ein. Jene entfprechen für m — + © den Örenzlinien Yı MAM, Y: 
und X MY, XM, Ya, diefe hingegen den Grenzlinien Yı MAM, Y, und 
XMY, XMY.. 


Art. 10.) Hülfslebren aus der Analviis. 15 


+ 

Hiny—r ",neine ganze ungerade Zahl, fo hat y mit x 
einerlei Zeichen, und ift » eine ganze gerade Zahl, fo giebt jedes poji- 
tive x für y zwei Werthe einen pofitiven und einen gleich großen negativen, 
und es ift dagegen fiir jedes negative F, 4 imaginär oder unmöglich. Die 
Curven, wie z. B. (PR AP; '/,), weldye dem erjten Falle entiprechen, be 
finden ſich daher and) nur im erften und dritten Quadranten, und die Curven 
für den zweiten Fall, z. B. PL APy!/g), nur im erften und zweiten Qua: 
dranten; jene haben für m — © die Örenzlinien X, NAN, Ay, und X,NY, 
X,N; Y, diefe die Grenzlinien X, NAN, X, md X,NY, X, Y. 

— 
Da y — *, — — bedingt, ſo folgt, daß das letzte Curvenſyſtem 


= j- 


1 
+ —— 
yz=ı ) von dem vorhergehenden ⸗ ) nur in der Lage gegen 
das Arenfreuz abweicht, und daß durch Drehen und Wenden die Curven des 
einen Syſtems mit denen des anderen zum Zufammenfallen gebradjt werden 


fünnen. 
1 


m 1\m 
Dry=ı'" = („") — («”)” ift, fo kann man den Yauf der ent- 
Iprechenden Curve nach dem Borftehenden im Allgemeinen ftets angeben. 
3. B. die Curve für “ 
— =ey)=W2: 
hat jowohl fiir pofitive als auch für negative x, pofitive Ordinaten. Da- 


gegen die Curve für u = 
y— x" — (4%) — (Vx) 


hat nur fir pofitive x, reelle Ordinaten, und zwar je zwei entgegengefeßte. 
Ferner bei der Curve für u 
y=a=(Ve) 
hat mit ſtets einerlei Zeichen, da weder die fünfte Wurzel noch der Cubus 
dag Zeichen der Grundzahl ändert. 


Endlich find die Curven, welche der Gleichung y = — x” entiprechen, 
nur durch die entgegengefette Yage gegen die Abfeiffenare X X von denen der 


Gleichung y — x” verfchieden, und bilden die fymmetrifchen Hälften eines 
Ganzen. 

Art. 10. Aus der wichtigen Formel O(2”) — na”"'0x folgt auch die 
Formel fir den Tangentenwinfel der entfprechenden und im ig. 18 
(a. f. ©.) abgebildeten Eurven; es iſt nämlich; 


0 
tang. — I ar, 
0x 
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und daher die Subtangente diefer Curven 


— 1 Zu 
nm n 


Hiernady hat man 3. B. für die jogenannte Neil'ſche Parabel, deren 


j 3 
Sleihung ay? — x?, oder y — z ift: 


1 o(2*) _ 1 — 
tang. — —— — 3), — 8/ x 
9 Va ör Va [a 


und die Subtangente — ?/z x. 








2 } 
Ferner ift für die fchon aus dem Obigen befannte Curve y — — — at, 
—V — 5 
tang. a — a? oT) _ -5 = — (=). 
0x 


und die Subtangente — * — —r (Vergl. Fig. 5.) 
Fig. 18, 


1 

















Art. 11.] Hülfslebren aus der Analpfis. 17 


Folglich wird für = — 0, tang.a« — — »,allo «a — 90°, 
ferner für x = a, tang.a — — 1, aljo « — 135° 
und für r — 2,tang.a — 0, alſo « — 0% u. f. w. 


Art. 11. Wenn eine gerade Yinie AO, fig. 19, die Abfcifienare 
unter dem Winfel OAX — «ar fchneidet, und vom Koordinatenanfangspunft 
Cum CK —=n abiteht, jo iſt die Gleichung zwiichen den Goordinaten 
CM—=NP=rw UN = MP = y eines Punktes P in derjelben, 
dan—= MR — ML, ud MR — yeos.«, fowie ML — x sin. « iſt, 


9008. — zinda — nm. 
ä . . n ; 
Für z — 0 nimmt y den Werth O B— b — a A; daher ift auch 
E08, 


n = beos.«, und ycos.a — rsin.a—beos, a, oder y—b—+ x tang. a. 
Gewöhnlich nennt man die Yinien CA und CB, um welche die Durch— 
Ichnittspunfte A und B der Geraden mit den Goordinatenaren CX und UY 
Fig. 19. von dem Anfangspunkte C abftehen, 

die Barameter der Geraden, und 
bezeichnet fie durch die Buchſtaben « 
und b. Der Figur entipredyend ift 


CA= — a, daher: 
j UB b 
FE Wied A NRE. 
gang 7 z 


und folglich die Gleichung der Ge— 





b 
rden: y—=b — 7” oder: 


= 4 z — 1 (f. Ingenieur Seite 164). 


Denn ſich eine Curve einer Geraden, welche um eine endliche Größe vom 
Soordinatenanfangspunft abfteht, bis ins Umendliche immer mehr und mehr 
nähert, ohne daß fie diefelbe je wirklich ganz erreicht, jo heißt dieſe Gerade 
die Aiymptote der Curve. 

Die Aſymptote läßt ſich als Tangente oder Berührungslinie für einen 
unendlich entfernten Punkt der Curve anfehen. Ihr Neigungswinfel « ges 
gen die Abjciffenare ift daher beftimmt durd) 

— 09 
tang. a —= Ir’ 
und ihr Abftand n von dem Nullpunkt der Coordinaten, durch die Gleichung 
n = ycos.a — zsin.a — (y — ztang.«) cos. «& 
y— x tang.« ( er) [, , fey\: 
vı + (tang.a)? . 0x ) 5 (= 
2 


Weisbad-s Lehrbuch der Mechanik. I. 
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ycolg.a — X 


owie dur n = (ycolg.a — s)sin.a = —— 
a y Vı-+- (cotg. «)? 


— ex 4% (22 2 
=.) 1+ 3) 
wenn man darin = und y — © Sekt. ö 
Dantit eine Tangente für einen unendlich entfernten Beriihrungspuntt 
eine Aſymptote ſei, ift nöthig, daß fir = oder y— ©, y — ztang.@ oder 
Yycolg.a — = nicht unendlid, groß ausfalle. 


F 
Fr eine Curve von der Gleichung y = — zm iſt 





m u m m —1 
lang. = — — und y — ztang.a — am 4 — 
x x 
fowie yoga — ı = — —  I=— (m + 1) — daher 
1) fra — ©, 0, tanq. —0, y — rtang.a = 0 md n — 0, 


und 
2) fr y—= ©, 20, tang.a—»,yeodg. — — 0 udn — 0. 

Den Bedingungen æ— 0 und n— 0 entipricht aber die Abfeiffenare XX, 
und den Bedingungen « = © und n — 0 die Ordinatenaxe YY, daher 
find diefe Axen zugleich Aſymptoten von den Curven, welche der Gleichung 
y — entſprechen. GVergl. die Curven 1P,1, 2P,2 und V 
in Fig. 18, Seite 16.) 

Art. 12. Die Gleichung einev Ellipfe ADA,D,, Fig. 20, läßt ſich 
aus der Gleichung: 
- . x? 1 y⸗ — 42 
Sig. 20. des Kreiſes ABA, Bi, deſſen 

Halbmeſſer CA=CB= (CP 

— a und Coordinaten OM—x 

und MP — yı find, fogleich ab- 

leiten, wenn man in Betracht 

zieht, daß die Ordinate MO —y 

der Ellipfe in demfelben Verhält- 

niffe zur Ordinate MP — yı 
des Kreiſes (bei gleicher Abfeiffe) 
jteht, wie die fleine Halbare 

CD = b der. Ellipfe zu dem der 

großen Halbare derjelben gleichen 

Kreishalbinefier CB — a. Es 

iſt alfo: 


b a a? : 
= daher yı = Pl und 2? + zyma,bt: 
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x? Y 


2 
* —_ > 1, die Gleichung der Ellipſe. 
Setzt man in diefer Gleichung ftatt — b?, — b?, jo erhält man die 
Gleichung 
a m 
der aus zwei Zweigen PA Qumd P, Aı Q,, Fig. 21, beftehenden Hyperbel. 
Wenn wir in der hieraus folgenden formel: 
y= - Ver — as, 
a j 
x unendlich groß nehmen, fo verfchwindet a? gegen ?, und es ift: 
h — 
y= Ve — + = == + r fang. « 
ft 


die Gleichung von zwei durch den Coordinatenanfangspumft C gehenden ge- 
raden Yinien CU und CV. Da ſich die Ordinaten: 


b h — l _— 
7: — 2 — V⸗x⸗ und = Vr: — 1? 
‘tl d d 


Fig. 21. 








immer mehr umd mehr der Gleichheit nähern, je größer = genommen wird, 
jo folgt, daß die geraden Yinten CU und CV Aſymptoten der Hyper— 
bei jind. | 

Nimmt man CA — a, jowie die Perpendifel AB —= + b umd 
AD — — b, fo bejtimmt man dadurch die beiden Aſymptoten; denn es iſt 
für die Winkel + «, unter welchen die Abſeiſſenaxe von den Aſymptoten ge- 
jchnitten wird: 


tang. ACB = — d. i. tang. —= *. und ebenſo: 


CA 
a AD ' b 
tang. AUD = 4’ d. i. tang. (— &) — — — 


Nimmt man die Aſymptoten UT und VV als Coordinatenaren an; 
* 2 * 
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jest man die Abjeiffe oder Coordinate UN in der einen Arenrichtung — u, 
und die Ordinate oder Coordinate N P in der anderen Arenrichtung — ®, 
io hat man, da die Richtung von x um den Winfel @, und von die um 
den Winfel — « von der Abſciſſenaxe Ü X abweicht, die Abſeiſſe: 
CM=x=CNrcos.a«a-—+ NPeo.a= (u -+ tv) cos.e, 
und die Ordinate: 
MP=y= CN sin.a — NPsin.a = (u — v) sin. a; 
bezeichnet man nun noch die Hypotenuſe Ü B — Va? + b2 durch e, fo 
hat man: 














7 ‚ b 
cos. = — md sin.a — —, 
e e 
er cos. & sin. a 1 
folglich — — — um 
a e 
; St. — „2 a een +2 
x? y? (u 4 2ur + tr) 5 (v Zur + tv?) — 
——— — — en 
a? b? a? b? 
‚u? - 2uv — — u? — Dur 4 v? dur SER 
= e? — e? — e? >= 2 


* 


woraus die ſogenannte Aſymptotengleichung der Hyperbel: 
we — , oder — , hervorgeht. 
J 4u 
Hiernach ift die Hyperbel zwiichen den gegebenen Afymptoten leicht zu 


ra j — ab tar re 
zeichnen. Die Goordinaten für den Scheitel A fd ÜEE= EA= 5° 


Fig. 22. 





e 
— u. f. w. 


e 
pl ri 
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Mi u 04 f 
Art. 13. Wenn man in dem Glementenverhältnig = oder In der Nor: 


mel für die Tangente tang.« des Tangentemvinfels, für x nad) und nad) 
verſchiedene Werthe jet, jo erhält man durch diefelbe die verichiedenen Yagen 
von der Berührungslinie der zugehörigen Curve. Nimmt man » — 0, fo 
erhält man die Tangente des Tangentemvinfels im Coordinatenanfangspunfte, 
nimmt man dagegen r — x , fo ergiebt ſich diefelbe für einen unendlid) ent- 
fernten Punkt der Curve. Am wichtigjten find die Punkte, wo die Tangente 
einer Curve mit der einen oder der anderen Goordinatenare parallel läuft, weil 
bier in der Regel die eine oder die andere der Coordinaten x und y ihren 
größten oder Heinften Werth hat, oder, wie man jagt, ein Maximum 
oder Minimum ift. Für den Barallelismus mit der Abſeiſſenaxe hat man 
© — 0, alſo auch fang.«a — 0, und für den mit der Oxdinatenare 
© — 90%, alſo fang. « — »; und hiernady folgt die Regel: Man 
findet diejenigen Werthe der Abſeiſſe oder Urvariablen x, 

Big. 23 welchen die Marimal: oder Minimalwerthe 
der Ordinate oder Abhängigvariablen y 
entjprehen, wenn man das Differenzial: 


verhältniß * — 0, und — © ſetzt, und die 
erhaltenen Gleihungen in Hinfiht auf x 





auflöft. 
— 3. B. für die Gleichung æ = 62 — , 
A MM N vweclche der Curve APQR in Fig. 23 entſſpricht, ift: 
>. — 6 — 97 +32? —=3 (2 — 37+9)=3 (l—e) 2 —x), 
| ) 
und es erfolgt durch Nullfegen von pr i 


1 =-(!md?2 — ı=(, 
0 I 1 Se 
Diefe Werthe in die Formel: y = 6x — "2.0? + 7? gefegt, ergiebt 
ſich der Marimalwerth von y; MP —=6 — ”/; + 1 = ®/,, und ber 
Minimalwerth: = 12 — 8 +8 = 2. 
Ferner fir die Curve KOPOR, Fig. 24 (a. f. ©), deren Gleichung 
y=x2+ V@— 1)? ift, hat man 





oy q _ı% 
— — 9. — — 1 —— 1] — —; 
7 — tag. a=1 +, (@— 1) + 

2 j 
3 ni 3VYx—ı 


— 19/,, — 0,7037, dagegen — », fir AN—=x— 1. Dem erfteren 
Falle entjpricht der Marimalwertb: 
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MP=w=1— (4) + (2) = = 1148, 
und dent legteren dev Minimalwerth: NO — m — 1. 


Fig. 24. Auch ift nod) für 20, AO 
. RK, =u—1, dagegen y — 0 für 
ı die Abſeiſſe AK x, welche der 
Y cubiſchen Gleichung x? —+ x? 
— 224 1 entjpricht und den 

Werth x — — 2,148 hat. 


| 
| | Art. 14. Sowie bei einer von 
| Anfangspunfte A aus aufſtei— 





genden Curve y mit x wädjlt, 
| x und deshalb Oy pofitiv tft, bei 
-2 —1 A MN +2 einer niederfteigenden hinge- 
gen „abnimmt, wenn © größer wird, und deßhalb Oy negativ ausfällt, 
und endlich an der Stelle, wo die Curve mit der Goordinatenare AX pa— 
vallel läuft, &y Null iſt, ebenfo find die gleichen Abſciſſen-Elementen dx 
= MN=NO=PS—=QT... entſprechenden Ordinaten-Elemente: 
SQ = PS tang. QPS,d. ı. Oy = 0x. tang.dı, 
TR= QT tang. ROT, d. i. Oya — 6x. tang. a u. |. w. 
und alfo auch die Tangentenwinfel Cy, & u. |. w. bet einer converen 
Eurve APR, ig. 25, im Wacjfen und bei einer concaven Curve 
Fig. 25. Fig. 26. _ Rig. 27. 





K 





A MNox* 





APR, 519.26, im Abnehmen begriffen; es ift folglich im exften Falle: 
— ey is 
e (tang.a) — © (2) pojitiv 


und im zweiten © (tung.«) — © (22) negativ, und man hat endlich auch 


für den Inflexions- oder Wendepunkt Q, Fig. 27, d. i. für die Stelle 
Q der Curve, wo Converität in Concavität übergeht, oder das Umgefehrte 
ftattfindet, au) SQ —= TR, und daher: 


r —— ey 
0 (tang. «) = 0 (52) — Null. 
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Es gilt alfo die Regel: Dit das Differenzial der Tangente des 
Tangentenwintels pofitiv, jo befigt die Curve Gonverität, 
ift e8 negativ, fo hat diejelbe Concavität, und ift es Null, 
jo hat man es mit einem Wendepunfte der Curve zu thun. 

Auch ift hiernach Leicht Folgendes zu ermeilen. Die Stelle, wo die Curve 
parallel mit der Abfciffenare läuft, fir weldye alfo fung.« — 0 ift, ent- 
fpricdjt entweder einem Minimo, oder Marimo, oder Wendepunfte 
der Curve, je nachdem diefe Curve conver, oder concad, oder feines von 
beiden, aljo 

© (tang.«&) pofitiv, oder negativ, oder Null ift. 

Dagegen die Stelle, wo eine Curve mit der Ordinatenare parallel läuft, 
aljo fang. « — » tft, entipricdht entweder einem Minimo, oder Marimo, 
oder Wendepunfte der Curve, je nachdem dieſelbe concav oder conver oder 
theils concav, theils conver, alſo d (fang. «) vor und nad) diefer Stelle 
negativ oder pofitiv ift, oder vor diefer Stelle ein anderes Zeichen 
hat al& nad) derjelben. 

Ein Eurvenftüd mit Wendepunkt Q der erjten Art führt Fig. 28, und ein 
folches mit einem Wendepunkt der zweiten Art Fig. 29 vor Augen. , Man 
fieht, die entiprechende Ordinate N @ ift weder ein Marimum, noch ein Mint: 
mum; denn es find in feinem alle beide benachbarten Ordinaten MP und 
OR größer oder Heiner als N Q. 

Fig. 28. Fig. 29. Fig. 30. 





In der Geometrie, Phyſik, Mechanik u. ſ. w. tft die Ausmittelung von Maxi— 
mal= und Minimal- oder fogenannten eminenten Werthen einer Function 
oft von großer Wichtigkeit. Da "in der Folge vielfache Beftimmungen 
ſolcher Functionswerthe vorkommen werden, jo möge hier nur noch folgende 
geometrifche Aufgabe diefer Art zur Yöfung gebracht werden. 

Es find die Dimenfionen eines geraden Kreischlinders AN, Fig. 30, 
anzugeben, welcher bei einem gegebenen Inhalte V die Kleinfte Oberfläche O 
hat. Bezeichnen wir den Durchmeſſer der Bafis dieſes Cylinders durch x, 
und die Höhe defielben durch 7, jo haben wir: 


v= = x? y und 


die Oberfläche oder den Inhalt der beiden Grundflähen plus den Inhalt des 
Mantels; 
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> 2 

Anz — 
4 

oder da der erſten Gleichung zufolge, 


0 — 





* * J. alfo T — 4 Ver! geſetzt werden kann 


— —— 


und folglich, da wir O und x als Coordinaten einer Curve behandenl 
fünnen: 


oo 
ng. = — — nz — 4V oe. 
Lang. 6 Jr T 


Segen wir nun diefen Quotienten Null, jo erhalten wir die Beſtim— 
mungsgleichung: 


4V 
= oder zei 4V, 


deren Auflöjung auf: 





3 
Y4V 
. = V — und _ 
A 
4V V 64V; m /4V 
U = = — on, >= ——.% 
mx? ar? 16 V? Pi 


führt. 
* ⸗ sV Las) ” * * * 
Da noch © (tany.e) — (# — =) 6x pofitiv ift, fo führt dieſe 


Beftimmung auf das gefuchte Minimum. 

Diefe Beſtimmung findet auc) ihre Anwendung, wenn es darauf ankommt, 
die Dimenfionen eines cylindrifchen Gefüßes zu finden, welches bei einem 
gegebenen Faſſungsraume die kleinſte Menge an Material erfordert. Sie 
entfpricht diefem Falle unmittelbar, wenn das Gefäß außer feinem kreisför— 
migen Boden auch noch einen folchen Dedel erhalten u wenn aber der 
letztere nicht I * ſo hat man: 


0= + 4 Va, folglid): 


SR 2 
‚ woraus nun: 


ys m a: 
VE und y = — ——— 
folgt. 


Während alſo im erſten Falle die Höhe gleich der Weite des Cy— 
linders zu nehmen iſt, hat man im zweiten Falle dieſelbe nur der halben 
Cylinderweite gleich zu machen. 


Art. 15.] Hülfslehren aus der Analnfie. 25 


Art. 15. Durch fucceffives Differenziiren einer Junction 4 — fr), 
findet man eine ganze Reihe neuer Functionen der Urvariablen x, und zwar 








2 0 
(6 2) = — == — 
0) = 39. 46 = Ze u. ſ. w. 
ZBfiry=fl(e) = m folgt 
Aa) ="; 2”, JS) = 1%, a", M0) — — ſ. w. 


Für eine Function, welche in einer nach Potenzen von = mit poſitiven 
ganzen Erponenten fortichreitenden convergenten Reihe 
v=-/d))=4t+Ar +4" +s®+ Art 
dargeftellt ift, erhält man 
Aa)= A +24: +3A0 +44 + 
Jı(&) = 2A + 2.342 +3.4 42? + 
Sa) = 2.34 +2.3.44,2° +. uf. w. 

Setzt man nun in diefen Reihen x — Null, jo erhält man dadurch lauter 
zur Beſtimmung der conftanten Coefficienten Ay, Ar, Az... geeignete Aus- 
drüde, nämlid): 

(0) = Ay Al) = 1A. fa(0) = 2 As, fs (0) = 2.3.4; u. |. w. 
und e8 folgen daher diefe Eoefficienten felbft: 


=/0), A = 0), A = hr 0), A= zz), 
A = 534 0 u. ſ. w. 


Es ift hiernach eine Function in folgende, nah) Mac Yaurin benannte 
Reihe: 
een = +40: TE 


+ f4(0): — * 37 +: zu verwandeln. 


Für die Binomialfunction y= f(x) = (1 + x)” ift 
AdERrU +, .) nn yG 
Sana —- YDn—- 2) (I+D""ufmw, 

wenn man daher x — Null ſetzt, fo erhält man: 
JV=-LAV=nAhO)=nm— 1) 
FO) =n nm — 1) — 2) u f. w. 

und es folgt die binomifche Reihe: 
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1.) U+'=14+72+ —; 


n(n — 1) (n — 2) 
1.2.3 EN 


Auc) ergiebt id): 


— n n(n—1) , nn—N)n—2) , 
1-"=1-7*+7 12 — — 3, 
fowie: 


; n(n 1 2 
ua+j)"=ı- 2 az _erVer3 er EEE 





— —1 x 
Ferner 1 tı= (1-2) 7 geſetzt folgte =; — und 


G — a⸗ * n er 1) 2 


ehe 


mDa+r=ı+t( *— ee En 
eetDeta (2) +. 


1.2.3 


Die Reihe unter I. ift eine endliche für ganze pofitive, und die unter II. 
für ganze negative Werthe von n. 3. B. 


A+D=1-+ 52 -+ 100 +4 102% + 5xt + 4, und 
++ α“-α 
+ u - 
Datı=u ( E -) ift, fo folgt auch 
— — — ———— 
— 


1) (+ = + atc+ * 6 — ) on 2 
n(n — 1) (n — 2) az 
+ 1.2.3 —— 
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3.82. V 1009? — (1000 + 9)” — 100 (1 + 0,009)" 
u: Je — 1) 
— 100 ( + 2/5 ..0,009 + Alm. 0009) +--) 
— 100 (1 + 0,006 — 0,000009) = 100,5991. 
Auch ift: 
n n n— n (N — 1) n—2 
(£-+1) =x +nz Ku, 4 ...; 
daher für ſehr große Werthe von c annähernd : 


+ NV — ea nor, 
(2 + 1)" — 


Hiernach folgt ar! = r 7, ferner: 
— ar — ( — 1)" 
(x 0 — ee 
| euere 
— MR] > m —— —— 
a y= - Ä 
u (2. — 2)" — (a — 3)" 
— [a N —— 
e-y= - | 
und zulegt: 
j"-1 — a 1" 
— n 


Durch Addition zu beiden Seiten der Gleichheitszeichen folgt nun: 
ar in (2 — ri — 21 + (2 — 3)r1 + ... + 1 
_ @+ 1 — 1* 
— n 
oder n — 1 = m, alfon = m F 1 geſetzt und die Reihe in umgekehr— 
ter Ordnung gejchrieben: 


’ 


17 + 2" + 3” 4... — 1)" + um arm 


Noch kann man, da — fehr groß, eigentlid) unendlich groß fein foll, 
(x + 1)r+! — amt! fegen, weshalb die Summe der Potenzen der 
natürlihen Zahlenreihe folgt: 


yintl 
IV.) 1” r Im x zn — A — an — ar 3. B. 


1000% 
— —— =’, V 1000° = 60000. 
‚8 





28 Hülfslebren aus der Analnfis. [Art. 16, 


Art. 16. Die der Abſciſſe AO — x, Fig. 31, entiprechende Ordinate 
Fig. 31, OP — y läßt fi) aus unendlich vielen 
P_ ungleichen Elementen ©y wie FB, GC, 
j 77) HD,KE... zuſammenſetzen, die lauter 
—— Ka gleichen Elementen oc = AF= FL= 
I LM— MN... der Abfeiffe entiprechen. 
Wäre daher &y — P (x). Ox gegeben, 
fo wirde man y duch Summation aller 
| J derjenigen Werthe von 0 finden, die ſich 
—— herausſtellen, wenn man in 9 (x). 0x 
ftatt x nad) und nad) Ox, 20x, 30x, 
4dx...bis ndz — x einfegt. Diefe Summation deutet man durd) das 
fogenannte Integralzeihen, f an, welches man vor den allgemeinen Aus: 
druck fr die zu ſummirenden Elemente jest, Schreibt aljo ftatt: 
y= [p(öx) + Y(28x) + PB) ++ P@1 Px 
y— f p(x) Or. 
Auch nennt man in diefem Falle y das Integral von P(x)Ox, ſowie 
px) 6x das Differenzial von y. 

Zuweilen kann man das Integral / Y()0x durch wirkliches Summiren 
der Reihe p(or), P(20x), y(3Cr) u. ſ. w. beftimmen; viel einfacher tft es 
jedoch, bei Ausmittelung eines Integrals eine der im Folgenden entwidelten 
Regeln der fogenannten Integralrechnung in. Anwendung zu bringen. 

Zt n die Anzahl der Elemente 9x von x, alfo = non, oder 0x 






2 — 4 


AFLMN 


— —, fo kann man jegen: 
x 2x j BR nz\| 
DORZUDELIOESIOEZEELIT 
Fir das Differenzial Oy — axdx hat man z. B. das Integral: 
Y — fawd — adx (öx +202 4300 ++ nor) 
—(1+2-+3-+-..: + m)aor, 


oder, da nad) Art. 15, IV, für — », die Summe der natürlichen Zahlen- 
2 
reihe 2 +3 + tn lan? und 02? = er iſt, 





en f a 
y=faxoz = !ın?a == I/,ax?. 
Auf ähnliche Weiſe findet man: 
x20 
Yy = p(a)öxr—= as * = [(6x)?+(20x)2+30r2)?+ +Hnda)) 


-a+r +3 4+..4W, 


Art. 17.] Hülfslebren aus der Analpiis. 29 


wenn 2 — nor gelegt, oder aus » Elementen Cr beftehend angenonmnen 
wird. Nun ift aber nad S. 15, IV, fra ®, 


2 
1+22 +32 4..109— 5 daher folgt: 
j* _w 023 _ (nö)? _ x? 








a 3 a 3a 3a 

Art. 17. Aus der Formel e[a + — meftr) ergiebt ſich 

duch Umkehrung Im of) =a+mf()=atm Fi ef(r), 
oder c/(2) = 6) . cr gelekt, 
I.) Sm Pp(a)er at m ['y (x)ox, 

und hieraus folgt, daß der conftante Factor m beim Integriren ſowie 
beim Differenziiren unverändert bleibt, und daß durch bloßes Inte— 
griven ein etwa vorhandenes conftantes Glied a nicht bejtimmt 
werden fann; daß aljo das Integriven allein ein noh unbejtimmtes 
Integral liefert. 

Um das conftante Glied zu finden, müſſen zwei zufammengehörige Werthe 
von z und y = /p(a) Cr bekannt fein. Iſt für æ — ec, y— k, und 


hat man y —=/y («)Ex — a + f(r) gefunden, fo muß aud): 
k=a-+ f(c) 
fein, und es giebt daher die Subtraction: y — k = f(r) — f(e), 
alfo in diefem Falle: 
y=/[y)er =k +) -SO=ISA)+k— fe); 
und man hat hiernad) die Conſtante a — k — f(e). 
Wenn man 3. DB. weiß, daß das unbeftimmte Integral: 


2 
ya [re =5 für a = 1,9 — 3 gi, 


fo hat man die nöthige Conftante a = 3 — — ?/,, und daher das 

Integral: | 

5 + 22 

— 

Selbſt die Conſtantenbeſtimmung läßt das Integral noch unbeſtimmt, 
weil noch für © als Urvariable, jeder beliebige Werth angenommen werden 
fann; will man aber einen ganz beſtimmten Werth A, des Integrals haben, 
der einem bejtimmten Werth c, von x entjpricht, fo muß man noch diejen in 
das gefundene Integral ein=, alſo k, — k + f(c) — (ce) feen. 

5 +2? 
2 
Meift ift derjenige Werth von x befannt, bei welchem y — O ausfällt; 

in diefem Falle hat man alſo k — 0, und ed führt daher das unbeftimmte 


x? 
⸗— 1 SZ Zr 


So giebt 3. 2. y= frör= 





‚rd y=15. 


- 


30 Hülfslehren aus der Analyfis. [Art. 18- 


Integral Sp () dx — f(x) auf das beftimmte Aı — (ec) — (e), da8 
alfo gefunden wird, wenn man in den Ausdrud f(x) fir das unbeftimmte 
Integral die beiden gegebenen Grenzwerthe c, und c von = einfegt, und die 
erhaltenen Werthe von einander fubtrahirt. Um dies anzudenten, jchreibt 


ci 2 
man ſtatt — p(a)Oe, ni p (x), wenn aljoz.2. F p(2)0x =5 ift, 


[ror-7* 


Die Umkehrung der Differenzialformel OL“) + P(a)] = 6f(&) 
+ Ep (x) giebt die Integralformel: / [6./(&) + p(x)] =/(r) + Pl), 
oder wenn man Of(x) — % (x) Er und Ep (X) —= x (a) 6x Jeßt: 

1.) Se @®x + x(a)ö«] — [v(w)d% + fı(@)9«. 

Es ift alfo hiernady das Integral von einer Summe meh— 
rerer Differenzialien gleicd) der Summe von den Integralen 
der einzelnen Differenztialien. 


3. B. /(8 — 52)02— [30x + /5x0« — 30 + gr. 


Art. 18. Die wichtigfte Differenzialformel IV des Artikels 8: 
0a) = na dr, 
führt durch Umkehrung auf die ebenfalls ſehr wichtige Integralformel. Es ijt 
hiernad) [n ar10x — a”, oder n [ar 10x — a", daher 
ga1ox = — 
N 

jegt man alfo — 1 — m, und hiernah » = m + 1, fo erhält man 
folgendes wichtige Integral: 


m — BEE SE 
— m1 
welches in Anwendung mindeſtens ebenſo oft vorkommt, als alle übrigen 


zuſammen. 
Die Form dieſes Integrales weiſt auch darauf hin, daß es dem in Art. 9 
abgehandelten und in Fig. 17 abgebildeten Curvenſyſteme entjpricht. 


Hiernad) ift z. B. [50a — 5 [ad — ?lırt; ferner: 
fv xt0% — [ar02 =: ga — nV ar; 


02 f aa — 
— — 1/ — la 0 — 1 — — Be 
J; Va er 2 ö Ir lg Ve 


[4 — 622 + 521) 9x = [402 — [6ar00 + [dato 
—=4/fon —6far0r + 5fatox = 4r — 20° +05; 





Art. 19.] Hülfslebren aus der Analviis. 31 


A * cu 
ferner, wenn man 3r — 2 —=u, alo 3Cxr = cu, er ör = — 
1 
einjeßt: 
‚ou ‚ad — 
/1 32 — 3.02 [un = 1; ET 2/5 Vu 
3 2 
= 2, V@r—2); " 
; 5 , UPS ou 
ewüh, wenn 22? — 1=u, alo rer = ludbire—= E 


gejegt wird: _ 
5rox - [= Ku .: ET 

= uaou— — — 
vae—ı Vu 4 °a 


a A ee 
— ua I 
*3 — Dyez 1) 








Durch Hinzufügung der Grenzwerthe laflen ſich die unbeftimmten Inter 
grale jogleich in beftimmte verwandeln, 3. B.: 


sro: = 5, (@t — 1) = >, . (16 — 1) = 18*/.. 


[= - J 
— V3z—: — 2 ‚Ooxr= 2/, (Vıss — VT) —(64 — )-14. 


Wäre z. B. [(4 — 622549007 für z 0, fo hätte man 
allgemein: [(4 — 62? +5) 02x = 7 +4r — 20 + 8%. 

Art. 19. Die fogenannte Erponentialfunction y = a*, welde 
in einer Potenz mit variablen Erponenten befteht, läßt ſich mittels Mac 
Laurin's Theorem wie folgt in eine Reihe verwandeln, wobei aud) zugleich 
das Differenzial derfelben mit gefunden wird. 

Set man a@ — A + Az + Ar? + Aa? + -, oder, da 
für x —= 0, a® den Werth a — 1 annimmt, aljo A, — 1 ausfällt, 

a — 1+ AıX + Az? + Ar? + +, johat man aud): 
ad — 1 + A dz + A022 + A,02° +» - und daher 
d (a) — art — a —a’adı — a“ — a! (ad« — 1) 
— ar (Aöcx Ada A, Ous ) 
m (4A, + As0x + * )ox = A, a”ox. 
Nun folgt durch fucceffives Differenziiren der Reihe 





32 Hülfslebren aus der Analyſis. [Art. 19. 
S)=e«—=1+Asr+AhrR+A24+-:., 





ya= NP - he A +2Art 3m, 
pe = a] - 4e = 24 42.3.2 +: 
po AN — er —2.3.0 + 


jet man daher x — 0, fo folgt: 
A=4,2A=4,2.3., =A+---, 
daher 


1 1 
— 2 ——— — 4 
Eu are a a a a ee er 
und es nimmt die Exrponentialveihe die Form 
”r * 2 Er A, BA 5 
) #1 TAT FAT TAT 


a4 
Fa re 


Der conftante Coefficient A, iſt natürlich eine bejtimmte Function der 
conftanten Grundzahl, ſowie legtere eine Function des erfteren; giebt man 
daher die eine von beiden Zahlen, jo ift dadurd; die andere auch beftimmit. 
Die einfachite oder jogenannte natürliche Potenzenreihe erhält man 
für A, — 1, deren Grundzahl (a) in der Folge mit e bezeichnet wird. Es 
iſt alfo: 

a3 at 


x 8 
IL) Pr 


und fegt man = = 1, fo ergiebt fi) die Grundzahl der natürlichen 
Potenzenreihe: 


el — e — 1+1-+ ++ Nat: -- 7 2,7182828... 
Setzt man e — a”, oder a — e”", fo ift !/m —= Log. nat. a, der fo- 
genannte natitrliche oder u on von a, und 


1) @«=(m?—=e —=1 +7 es 5 @) 


m 


— ——— 


Da dieſe Reihe der Form nach mit der unter J. übereinſtimmt, ſo iſt auch 


—1 
A, = —, und 
m 


Art. 20.] Hülfslehren aus der Analyſis. 33 


IV.) 9a) = Audtdı = 5 —- — Log. nat. . a” dx, fowie 





a a ——— 
3. B. let) = rt! 93 + 1) — 3etttldr. 


r 


Sept man y — ur — m, jo hat man umgekehrt : 
KL 
x — Log. y und — = Log. nat. y, daher 
m 
Log..y — m Log. nat. y, ſowie umgelehrt 


1 
Log.nat. y oder Log... u er 1.09. 4%. 


Die Zahl m heißt der Modul des der Grundzahl «a entipredhenden 
Yogarithmeniyitemes. Es läßt ſich alfo mut Hülfe deilelben der natürliche 
Logarithme in jeden fünftlichen, und umgekehrt, ein folcher in den natür- 
lichen verwandeln. Für das Brigg’iche Logarithmenſyſtem iſt die Baſis 
a 10, daher ! m — Log. nat. 10 — 2,30258 . . ., und umgefehrt, 
der Modul 

1 


m — 
Log.nat. 10 


— 0,43429 ... 


Es iſt alſo: 
Log.y = 0,43429 Log.nat.y, und 
Log.nat.y — 2,30258 Log. y. 
(Bergl. Ingenieur, ©. 81 u. |. w.) 


Art. 20. Der Lauf der Curven, welche den Erponentialfunctionen 
y= e" und 9 — 10? entiprechen, wird durch Fig. 32 (a. f. ©.) veran- 
Ihauliht. Kür = — 0 iſt in beiden Fällen — e* — a® — 1; deshalb 
gehen denn auch beide Curven OQS und OQ, 5, durch denfelben Punkt 
(0) in der Ordinatenare AY. Fra — 1, ift: 

vr 2,718 ..., und 
—— 60 
für 2 — 2, giebt: 
y = — 2,718? = 7,389 und 
s=-lrt=10t=10uTfw; 


es fteigen aljo auf der pofitiven Seite der Abſeiſſenaxe beide Gurven, zumal 


aber die legtere, jehr ftarf an; dagegen ift für 2 — — 1: 
l 
"el — — — 03683.. 
J 2,718... A 
"10 = 10-!1 = 0,1; 
ferner fir 2 — — 2: 


Weisbach’s Lehrbuch der Mechanik Br. 1. 3 


34 Hülfslehren aus der Analyſis. [Art. 12. 
1 


ee? —= —— — 0,135 und 10* = 10? = 0,01; 
2,718? | 
endlicd, für 2 — — © geben beide Gleichungen: 
1 1 
er? ——— =!. 
e d 
Fig. 32. Es nähern ſich alfo beide Curven 
Y auf der negativen Seite der Ab- 


S, ſeiſſenaxe diefer Are immer mehr 
und mehr, und zwar die leßtere 
ftärfer als die erjtere; jedoch findet 
ein wirkliches Zufammentreffen 





aa ka mit diefer Are nie ftatt. ° 
Da aus 
y— e”, 2 — Log.nat.y 


und ebenjo aus 
y-=ar,x— Li. . 
folgt, jo geben diefe Curven aud) 
eine Scala der natürlichen und 
Brigg’ichen Logarithmen ab; e8 
find nämlich die Abſeiſſen die Lo— 
garithmen der Ordinaten; jo it 
z. B. 
AM — Log.nat. MP 
— Log.„. MPı 


-—-- -I--- - - 


u. ſ. w. 

Nach der Differenzialformel 
IV. des letzten Artikels iſt der Tan— 
gentenwinkel & der Erponential- 
curve durch die einfache Formel: 


tang.ı. — AIR SL: 
IT IET moOr 








En — = 
5) se a Y 
£ — — — 7 — y Log. nat. a 
Mm m y 9 
beſtimmt. 


Bei der Curve OP, Qı Sı, Fig. 32, iſt folglich die Subtangente 
 =yeolg.a—m, alfo conftant, und bei der Curve OPQS ift fie ſtets — J, 
3. B. für den Punft Q, AL—1, für den Punft RZ, 12—=1u. ſ. w. 


Art. 21. Iſt 2 — ar, fo hat man aud) 
Y 
0x —= I(a) = < 


m 





Art. 22.] Hülfslehren ans der Analvfis. 35 
und umgefehrt, 
mez mox 

Fr 





oy— 


Nun ift aber auch y — Log. x, d. i. der Yogarithme der variablen Potenz x 
bei der conftanten Grundzahl a, daher hat man auch folgende Differen- 
zialformeln der logarithmifchen Sunctionen 

y — Log... und y —= Log.nat. r: 


mer 1 or 
I.) c — x) — Log. nal.a . — ſowie 
IL.) © (Log.nat.r) — er 


Iſt « der Tangentenwinfel der Curve, welche der Gleichung y— Log.. x 


. m 
entfpricht, jo hat man fang.a — = und die Subtangente 
— yeotg.a — "I 
— 9. — m 4 


alfo proportional dem Inhalte xy eines aus den Seiten x und y zu con« 
ſtruirenden Rechtedes. 


Mittel der gefundenen Differenzialformeln I. und II. erhält man: 





Vz Ola) _,, rox_ 09x 
1) © (Log.nat. Vn ar Dr er 7, 
oder aud) —= © (!/, Log. nut. x) —=1,, 6 (Log. nat. x) — !/; - — Ir, 
2) © Log.nat. (Er) ot. (2 + x) — Log. x?) 
— 2 Log. (2 + r) — 6 Log. (x?) 
_ 0% 0908 _ _(4+2)0x 
.. 0 2+2 : at) 
| 3) ö (on nat.- = =) — 0 [Tog.nat.(e® — 1)] — O[.Log.nat.(e"+-1)] 
= de) _ ©(e) __ e’dx eox 2e’dz 











el et, ei e+ e-—-ı 
Art. 22. Wenn man die Differenzialformeln des vorigen Artifels um- 
fehrt, jo ſtößt man, wie folgt, auf andere wichtige Integralformeln. 


n__@ Or BEDE Tune 
Aus 9 (a?) — * olg SE ze, bi. 
1.) fao©2—ma*—at* : Log.nat.a, und daher: 
Il.) Seda=e 





8* 


36 Hülfslehren aus der Analyjis. [Art. 23. 








d 
Ferner aus — © ‚ foige | PEE— 1og..a, d. i.: 


III.) “_ = — m 709.8 = — Log. nat.x, und dafielbe giebt auch die 


0x 
Formel © (Log. nat.x) = — 


Hiernach laſſen fid) leicht folgende Beispiele berechnen: 
Jr =, — 0652—1)=1,er-l, 


[Fb — 3), (tx +2) _ —3/, Log.nat.(7 c+ 2). 














72+2 72-42 
ee 
—/[r0x+/[ 0x2 —— ee (2 —1). 


Art. 23. Die erfte Integralformel mir II _ {äßt das lebte 
Integral unbeftimmt; denn m — — 1 gefett, folgt: 

Öx en x j 
7 — ge ld = gr eine Conftante = © + Gonftante; jegen 


wir aber 21, und de—=du, fo erhalten wir: 








2 alte — u? + ut — ++.) du, und daher 
"0x ou 
— — — — 2 — u? 4__ 
z = =/a—utW®—w+u )du 
— jenntn 
u? ur 
1545-54 
3 A 
e3 läßt fid) aljo auch Zog. nat. j + = — — It oder - 
— 1)3 — 4 
IV.) Log.nat.z= (x — 1) — Ce ER. —— * Me z 2 +... 
legen. 


Mit Hülfe diefer Reihe laffen fich die Logarithmen folcher Zahlen beredj- 
nen, welche wenig von 1 abweichen; hat man aber von größeren Zahlen die 
Logarithmen zu finden, jo jchlage man folgenden Weg ein. 

Nimmt man « negativ, jo giebt die vorlegte Keihe: 

Log.nat. (1 RR TIERE TER... — — — — —.; 
2 3 4 


und es folgt nun durch die Subtraction beider Reihen von einander: 


Art. 23.] Hülfslehren aus der Analpfie. 37 
Log.nat. (1 +4) — Log. nat. 1—u)=2 ( — * + .. ) d. i. 














* oder 
1+u_ *-1 
Ta aljo =. 77 gelekt, 
z—|1 (2 
v) Log.nat. a = 2 |? +7 (=) +%(@ 4) + -]. 


Diefe Reihe ift auc zur Beftimmung der —— von ſolchen 
Zahlen zu gebrauchen, welche bedeutend von 1 abweichen, da ſtets 





unter 1 ausfällt. 


Es ift aud) Log. (e + y) — Log. x —= Log. (@ * —— +2) 


BE: A (2) 1, (2) - 
— a +15 pr ꝛc. 


— ı Y 4 l I (-)+ (+) + .. | 
und daher: 


VI.) Log. (x nz 9) — Log. x + 2 + il. a) — | 


Diefe Formel ift anzuwenden, um aus einem Logarithmen einen nächſt 

größeren zu berechnen. 
2 2—]1 
3.8. Log.nat.2— 2 | 4 + We. Ga 2) +. | 
=23 RER [243 + '':) 
0,33333 
0,01234 
0,00082 
0,00007 
genauer = 0,69314718. 
Log. nat. 8 —= Log. nat. 2? — 3 Log. nat. 2 ift hiernad) — 2,0794415, 
und endlich nach der legten Formel: 

Log. nat. 10 — Log. nat. (8 + 2) 


2 2 3 
— b — — —1 — — ...*. 
= Log.nat.8+2 |, + " 13) + | 
— 2,0794415 + 0,2231436 — 2,302585. 





— 2.0,34656 — 0,69312, 


| 
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Man kann aud) 


1 1 3 
‚nat. 2 — Log. nat. +2| —— + '/; (—) Bi 
Log. nat. 2 = Log. nat +3; + TA + | 
| 1 : | 
=2(Y B= — F— + )=0,693147, ferner 


1 
Log.nat.5 — Log. nat. (4 + 1) —=2 Log.nat.2 +2 ( Ws te) 


und zuleßt Log. nat. 10 —= Log. nat; 2 + Log. nat.5 feßen. 
(Vergl. Artikel 19.) 

Art. 24. Von praftifcher Wichtigkeit find endlich noc die trigonome— 
trijchen und Kreisfunctionen, deren Differenztale und Integrale eben- 
falls im Folgenden ermittelt werden. 

Die Sinusfunction y = sin. x giebt für 2 — 0, y = 0; 

z _ 3,1416 


fur =— 


= —0,7854..,9=VY, = 0,7071, 





fr I, y— ,. Dez ey; 
fr co = a, y-a—l für æ 22, — O u. ſ. w.; 
trägt man daher x als Abſeiſſen AO und y als die entſprechenden Ordina— 
ten OP auf, fo erhält man die fchlangenförmige Cure (APBrC2x), 
Fig. 33, welche fic nach beiden Seiten von A ins Unendliche fortjegen läßt. 
Big. 33. 
YK E| MG 














Art. 24.] Hülfslebren aus der Analpiis. 39 


X 
Die Cofinusfunction y=cos..r giebt für 20, y1, für ı=7 
7 - > 
y—V I/,, für In, 0, rem y=—l, red, n,y—=0, 


für 2, y—=1 u. |. w.; ihr entipricht daher genau diefelbe Schlangen: 
47 88 Mess ETWELTIERT HEN: a 
linie +1 PZDZ+ 1) wie der Sinusfunction, nur tft diejelbe auf der 


Abſeiſſenaxe um Y/, m —= 1,5708... weiter vor oder hinter der Sinuscurve. 
Ganz anders find aber die Curven gejtaltet, weldye den Taugens- und 

Cotangensfunctionen y=tang.x und y — cotang. » entiprechen. Setzt 

man in y=tang.x, 20, 1,7, Y,r, jo erhält man y—0,1,®, 


und daher eine Curve (AQYE), welche ſich einer durch den Theilpunkt (2) 
der Abjcifjenare AX gehenden Parallele zur Ordinatenare A Y immer mehr 
und mehr nähert, ohne fie je zu erreichen. Nimmt man ferner ==, x, 2 7, 
jo erhält man y—= — ©,0,—+ ©, und daher eine Curve (Fr 0), die ſich 
den Parallelen durch ( =) und (3, 7) bis ins Umendliche nähert, oder wie 


man jagt, diefe Parallelen zu Aiymptoten (ſ. Art. 11) bat. 

Ber ferneren Annahmen für = wiederholen fid) diefelben Werthe von 7, 
und deshalb wird alfo auch der Junction y —tang. x durd) lauter Curven, 
wie (Fr @), weldye um m — 3,1416 in der Richtung der Abſeiſſenaxe von 
einander abjtehen, entſprochen. 

Die Junction 
4 


2 y—= 2:10, — %, 
4’ DE Dr, 


y== cotang. x, giebt dagegen für z=0,- 


daher entipricht derſelben eine Curve (x 0=L), welche von der Tangen- 


tencurve nur der Yage nach verſchieden ift; auch läßt ſich leicht wg daß 


37 — 
noch unendlich viele Curvenzweige, wie z. 8. (07 — N) ui w. dieſer 


Funection angehören. 


Während ſowohl die Kurve fir Sinus und auch die fir Cofinus (die fo 
genannte Sinufoide und Coſinuſoide) ein ftetig zuſammenhängendes 
Ganzes bildet, bejteht die Curve für die Tangenten, ſowie aud) die für die 
Cotangenten (die fogenannte Tangentoide und Cotangentoide) aus 
lauter getrennten Zweigen, indem ihre Ordinaten für gewiſſe Werthe von x 
aus dem pofitiven Unendlichen in das negative Unendliche überfpringen, wo— 
bei natürlich die Curve ihre Kontinuität verliert. 
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Art. 25. Die Differenziale der trigonometrifchen Linien oder 
Functionen ergeben ſich durch Betrachtung der Fig. 34, in welcher 
04A=CP=CQ9=1 BgAP=x,PQ=29r, fine: 

PM =sin. x, CM= cos. x, A S=tang.x, endlid): 

0Q=NQ— MP =sin.(£+6x) — sin. 2e—0Osin.ı, 
OP=—(UEN— CM = — cos. (x + 0x) — cos. 2 -= — Ocos. x, und 
ST=-AT— AS=tang. (x +9x) — tang. x —=6tang. x ift. 

Da das Bogenelement P@ vechtiwinfelig auf dem Halbmeſſer U? fteht, 
und dev Winkel PC A zwiſchen zwei Yinien CP und CA dem Wintel PQO 
zwifchen ihren Perpendifeln PO und OQ gleich it, jo find die Dreiede 
CPM und Q@PO einander ähnlich, und es ift: 

0Q CM ,_. O Sin. æ cos. X 
PQg cp .t 37 I daher 
1.) &(sin. x) = cos. 2:62; ebenſo aud): 
OP __PM,. —0co.x sSin. 
PQg cp” a "Rn Be 
Il.) 6 (cos. x) = — sin. x 6x. 

Man erjieht Hievans, daß Kleine Fehler im Bogen oder Winkel auf den 
Sinus um jo mehr Einfluß haben, je 
größer cos. x, je Heiner alfo der Bogen 
oder Winkel ift, daß dagegen diejelben 
den Gofinus um fo mehr verändern, je 
größer sin. x tft, je mehr alfo der Bo- 


gen ſich = nähert, und daß endlich das 








daher 


Fig 34. 


Differenzial des Coſinus das entgegen- 
geſetzte Zeichen von dem des Bogens 
hat, alfo, wie befannt, eine Zunahme 
von x eine Abnahme von cos. liefert, 
und umgekehrt, eine Abnahme von x ein 
Wachſen von cos. x giebt. 
Vegt man SR rechtwinkelig auf CT 

jo erhält man ein Dreieck SRT, welches 
wegen dev Gleichheit der Wintel RTS und CQN oder CO PM den Drei: 
ede © PM ähnlich, ift, und weshalb man hat: 

ST_CP vi Otang.z _ 1 

SR CM" SR  co® 








BB. PO: ; __ 08.0x 
Nun ift aber auch: co ow SR = — und 
1 a, 
CS — secans. © = — daher SR — und 
608. & cos. & 
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or 
III. tang.r) = ——— 
) otany.2) (cos. x)? 
* yı4 2 m [MT 
Führt man ftatt x, zeug, alfo ftatt o.x, © (= — r) = — dx 
ein, fo erhält man: 
ws a 4 O8 
o tang. (3 — r) — — — d. t. 
2 8. —— — 
| (3 
ÖL 


IV.) 0 (eotung. x) 


7 (in. a)? 


Durch Umkehrung geben diefe Formeln für das Differenzial des Bogen: 





Ösin. x 0 c08. x | 
0 = —— — (cos. 2)? O tang. x 
:08. in, 
— — (sin. x)? O cotang. x, oder: 
2 Ösin. x o tang. x 
= — —— — a Tu ER 
Vı-— (sin.x)? 1 (tang. x)? 
* 2 © 608. X = © cotang. & 
V1-—(eo.x)? 1 (eotang. x)? 


Dezeichnet man num sin. duch y, und x durch arc. (sin. — y), jo 
erhält man: 
oy 
V) darc. (sin. =y) =, 
( y) Vı —y? 


und auf gleiche Weife findet man: 


} 
VI) d urc. (cos. — y) = — — ‚ Jowie: 
— Y° 
VI.) Bare.(tang. =y) = wer und 
VIIL) d arc. (cotang.—y) = — er 
Y 


Art. 26. Die legten Differenzialformeln geben durch Umkehrung folgende 
Integralformeln: 


L) S 008.202 = sin. x, 
II.) S sin.2O XL — cos. x, 


0x 
III.) F — 8 tang. x, 
IV.) F — cotang. x, ferner: 


sin.x2 ꝛ 
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x 

















V. — — arc.(sin. = 2) = — arc.(cw.= X), 
) — (sin. — 2) ırc. (cs. = 2) 
VI.) 9% — are. (tang. — x) = — are. (cotang. =— x) 
1+22 Pace 
und hierzu laſſen fich leicht noch folgende finden. 
Es ift 9 (Log. nat.sin.x) = — — — — cotang.x.Ox, 
sin. & sin. & 
folglid): 
VII.) / cotg. x 0 x — Log. nat. sin. x, ebenſo: 
VIII.) F tang. æ 6 x — — Log. nat. c0s.x; ferner: 
Otang.x 0% 
A u Em tang.x cos. tang. & 
— — — 2 ‚ daher: 
sin. X 608. % sin. 2% 
f 0x 
6 (Log. nat.tang. \s x) — 
IX.) A ———— ebenfo: 
? J — 09. Na ang. 5 ; 
d x 
X. — .nat.tang. | — — 
) Ir Log. nat.tang i + :) . 
w- 
— Log. nat. cotg. r — 3) 
| 1 4 b _ al—a)+b(l+x) 
Be 1—ı? ne Bere (1-42) (1—») geleht, 


pt 1=al -)+b(1 +2. Nimmt man 1 +20, aljo 





2——1oan, fo erhält man hierna 1—=a (1 +1), daher a—!/,, und 
fest man 1— 20, alfo «1, fo ergiebt fi 1—2b, daher: 
i 1/ i/ 
el ee ———— — 
fa und —7 its I I’ 


endlich aber: 


F: dx ; / 0x 0x 
== 1/e 1/ 
1— ⸗ 1+ı ner 


— 1/y Log. nat.(1 + x) — !/, Log. nat. (1 — x), 











y„ Log. nat. 


(=) 
X1l.) f — — 1/, Log. nat. — >) 


und ebenfo: 
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Sept man yı + x? — xy, fo erhält man 1+ x? = x? y?, und 
ex (1—y?) = xyöy, daher: 


6 1 
— * —0 109. nat. ( rs ) wonad): 
Vi+e 1-y 1—y 


XII.) F De == Log.nat.(x + Y 1-+-22). fowie: 





0% 
Ö 
Art. 27. Um arc.(tang.=r) = 7 — zu finden, darf man nur 


durch Diviſion in eine Reihe verwandeln und dann Glied für 
Glied integriren. Man erhält fo: 


1 
a EI TEZETEE TI 


— — — — 2 4 — 6 

IE - J ——— fros+--, 

folglid): 

—J t = BET BEN. EIER ENGE B. 

.) arc.(tang. = &)=% 3 5 7 sr 

= — are. (tan. =1)=1— 5 +1 —1!ı 1. 

alfo den Halbkreis r—4(l +1 — "+" — +), oder: 

= =are.(tang.—V 1/,)=V 4,1111, 4, +) 

folglich r— 6 V — Yo + Vs — ho +") = 3,1415926 --- 
Auf gleiche Weiſe erhält man aus: 


et het hatt 


Inn] pn jet 


1x3 1.3 25 1.3.5 07 
IL) arc. n—=)=x+ 3575 we: Wr ars tr 


3. B. 
= Urt. (sin. = 1/,) = 1 (1 + Ung -F 3/g40 — 5/zı68 + .. ), 
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aljo: 
| — 
0,00469 
z—=3- 0,00070 | == 3.1416.: 
0,00012 


Ferner folgt durch fuccefjives Differenztiven, wenn man 
sin—=Ah+Ar ++ 40 + 4A 0t + jegt: 











MI = A +2 Ar +3 am +hr+- 

Rd __ gm. 2Ar+2.3 A043. 4A 4 

MM __ = 2.3.4+2.3.4.Ac4- 
O(cos.2)  . — 

-, in .3.4.4-+ 


Nun ift aber für #0, sin. 2—0, und cos. r—1, daher folgt aus 
der erjten Reihe An — 0, aus der zweiten A, — cos. 0 — 1, aus der 


dritten Ag — 0, aus der vierten Az; — aus der fünften A, — 0 


1 
2.3’ 
u. f. w., und wenn man diefe Werthe im die fingirte Reihe einfetst, die 
Sinusreihe: 


x ‚3 x> x? 

11l. . — — — en —— 
in. — Tas t 10305 Tasaser rt“ 
Auf gleiche Weife ergiebt ſich: 

IV. EEE CE — 
Tg ; TIIA - TI ferner 
2x5. 17 x1 

v)t — ——— 
) tang. — +7 -+3= a Eee und 
Rn 23 2x9 

JJ SOHEBIRR...» AEGRENFRENRE. ARE 

IST ne az * 


(Bergl. „Ingenieur“, Seite 159). 

Art. 28. Wenn man die Differenzialformel 6 (uv)—udv-Hvou, aus 
Artifel 8, integrirt, fo erhält nıan den Ausdrud uv — / —DVVV— J vodu, und 
folgendes unter dem Namen „die Neductionsformel* bekannte Integral: 

Svou — uv — [uo v, oder 
SI) = PAD) - [IP ). 

Diefe Kegel kommt ftetS zur Anwendung, wenn das Integral fi vou 
= ei P (x) Of (x) nicht, dagegen aber das Integral # uov—= / *600 0960) 
bekannt iſt. 
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Mittels der Reductionsformel läßt ſich z. B. das Integral von folgenden 
Differenzial: 
dy — yı + ı2.0x 
auf ein anderes befanntes Integral zurüdführen. Es iſt 


ee | rcr 
σ VTAA alle op) — ya und 


EN ER, 
zu jegen; folglid) hat man: 


r?0r 


vi +r!dız=r Vı-+tr — — 





aber: 
x? 1-+- r? 1 — —1 
Var een aus Ver u Se Ta ere 


daher folgt: 

— —— 

oder: 

»/vı +29 —« Vı+z 4 [vr 

und folglid: | 

) [ViFBoeneViFrHN Ver 
—1,[eVIF@ + Im(@+Vır@)] 

Ebenfo: 

II.) FE VIi-rR0de=1,aV1— +1, 1 
*/, zV1— a? + are. (sin. —x)] 


und 


BEE — 
III.) /v Fidaetna Vai | Vo 


—=1% [l.«V 2 —1— In.(x 4 Ve Ca)j. 


Auch iſt 
/ (sin.x)?0x = F sin. zsin. 202 = — F sin. 2 0 (608. æ) — — sin. 008.% 
+/[ 008.20 (sin.2) = — sin. w 008.0 + [ (c0s.x)?0 x 
= — sin. 2008. + [[1 — (sin.x)?]0 x, 
daher folgt: 


2 sin.) 0x—f Or — sin.xcos.x, und 
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IV.) N | (sin.2)?6 2 — — sin. x cos. 2) — Ya (e — !/2 sin.2x). 
Ebenso ift 

V.) Cos. 2)? 82 — (xt sin. 008.0) — 1 (re + !/, sin.2 x). 
Ferner hat man 

ar S[sin. r cos. 200, fen 220(2x)= — 1/1cos.2x, 


VI), f (tang. x)? 6 ce —tang.x — x, und 
VII.) Ri (eotg. x)? 62 — — (coty.c+ 2). 
Endlich ift 
IX.) Sesin.xde= — 2.008.c+ [08.202 — — %.008.® + sin., 
X.) Set d=/[r0(e)=r — [eor=a@— Ne, 


S Too.nat.».0.— Iog.nat.e— | 2 —2(Dog.nat.x—1) 


und 


2 
XI.) F (x. Log.nat.x00)= Log.nat.e — — — 


— (Log.nat.x — \/,) z . 


Art. 29. Kommt e8 darauf an, eine Curve APB, Fig. 35, zu qua— 
driren, d. i. den Inhalt der Fläche ABC, weldye von diefer Curve AP B 
Fig. 35. und von ihren Coordinaten AC und 

BC begrenzt wird, zu bejtimmen oder 
durch eine Function der Abſeiſſe diefer 
Curve augzudriiden, fo denfen wir und 
diefen Flächenraum durd) unendlich viele 
Ordinaten MP, NQ u. ſ. w. in lauter 
ftreifenförmige Elemente, wie MNQP 
von der conftanten Breite MN—=9x 
und der veränderlichen Yänge MP—y 
zerlegt. Da ſich nun der Inhalt eines 





ſolchen Flächenelementes 
— (79) un=w+hOn)dr — 


ſetzen läßt, ſo findet man den Inhalt der ganzen Fläche F, indem man das 
Differenzial „00 integrirt, alfo 


F=/y0x 


febt. 
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3. 2. für eine Parabel mit dem Parameter p ift „? — px, und daher 
folgt die Fläche derfelben: 


— [Vpr0r=Vn [rare =! Vpr= xy. 


Die Barabelflähe ABC ift alfo zwei Drittel von dem fie umfchließenden 
Rechtecke ACBD. 

Diefe Formel gilt auch für ſchiefwinkelige, unter einem Winfel 
XAY= .« zujammenftogende Goordinaten, 3. B. fiir die Fläche AR C, 
dig. 36, wenn nur ftatt BC—y, der Normalabftand BN — ysin.a ein- 
geſetzt wird; man hat alſo hier: 

F= sin. a fvor, 
3. B. bei der Parabelfläche, wenn die Abſciſſenaxe A X einen Durchmeſſer 
und die Ordinatenare A Y eine Tangente der Warabel bildet, alfo 





y-nı=-— ift (f. „Ingenieur“ Zeite 177): 


F=?l,xysin.e, 


Flähe ABC —= ?/; Parallelogramm ACBD. 


Fig. 36. 
Fig. 37. 





Fir eine Flähe BCC,B, = F, zwifchen den Abfeiffen AC, — cı 
und AC — e, Fig. 37, ift nad) Artikel 17: 


F= /"yor. 


— * — a? (Log.nat.ch, — Log.nat.c), d. \.: 


3.2. fry— < iſt: 





F = a? Loqg. nat. (=) . 
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2 
Der Gleichung = entfpricht die oben in Artifel 3 fennen gelernte Curve 
PQ, Fig. 33, und wenn daher AM —= ec und AN—c, ift, jo giebt 
dig. 38. F— a? Log. nat. ( “) 


den Flächenraum von MNQP 
an. Nimmt man nod) der Cinfad)- 
heit wegen, a=e—1 ud 1 —x 
an, jo hat man: 
F == Log.nat.x; 
es jind hiernad) die Flächenräume 
(1IMPIı), (ANQ1) uf. w. die 
natürlichen Yogarithmen der Abſeiſſen 
AM, AN u.f.w. Die Curve felbft 
3 — iſt eine fogenannte gleichfeitige 
Hpperbel, in welcher die beiden 
Halbaren a und b einander gleich find, folglich der Aſymptotenwinkel « — 450 
ift, und die Geraden AX und AY, welden fich die Curve immer mehr 
und mehr nähert, ohne fie zu erreichen, find die Aſymptoten derjelben. 
Wegen diefes Zuſammenhanges zwiſchen den Abſeiſſen und den Flächen 
räumen werden die natürlichen Yogarithmen ſehr oft hyperbolifche 
Togarithmen genannt. 


Art. 30. Man kann auch jedes Integral [yorz—fp(r)dx gleich 
Fig. 39. dem Inhalte einer Fläche F jegen, und- wenn fich 
num die Integration durch eine der befannten Re— 
geln nicht vollziehen läßt, jo kann man es wenigjteng 
annähernd finden, wenn man durch Anwendung der 
befannten geometriichen Hilfsmittel den Inhalt des 
entjprechenden Flächenraumes ausmittelt. 

Für eine Fläche ABPQN, Fig. 39, die durd) die 
Grundlinie AN— x und durd) die drei gleich weit 
von einander abjtehenden Ordinaten AB — Yo, 
MP=y ud NQO=% bejtimmt ift, hat man 
den trapezoidalen Theil: 


x 
ABQN=F = (y + %) 3 


und den jegmentförmigen Theil BPQSB, wenn man BPQ als Parabel 
anjieht: 


F,—=2, PS.BR=2;(MP—MS).AN=?), (n er, 





4 
2 
| 
2 





IıM N 
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daher die ganze Fläche: 


F—F +B=|Y, (v—+ 9) -+ ?/s (" «8 )]. 
=[% w+»)+ let 4yı +9). 


Führt man eine mittlere Ordinate y ein, und ſetzt F’— xy, fo erhält 
man daher für diejelbe: 


»tAntR, 
6 


Um nun hiernach den Inhalt einer Fläche MABN, Fig. 40, zu finden, 
welche über einer gegebenen Grundlinie MN —x fteht, und durd) eine un- 
gerade Anzahl von Ordinaten Yo, Yı, 42, Y5 +. - 4. beftimmt ift, durch diefe 
alfo in eine gerade Anzahl von gleid) breiten Streifen zerlegt wird, bedarf 
es nur einer wiederholten Anwendung der letzten Kegel. Es ift die Breite 


eines Streifen — — und hiernach die Fläche des erften Streifenpaares: 


Fig. 40. — — —— 2* 
6 
des zweiten Streifenpaares: 
_ tin tm 2% 
6 n ’ 
des dritten Streifenpaares: 


-urintn. St, ii; 


alfo der Inhalt der erften ſechs Strei- 
fen oder erjten drei Streifenpaare, da 





hier n — 6 beträgt: 
F=y+4y +2» +4 +24 +4% + %) 55 


= + +4 ++) +2 + u) 5 


und es läßt ſich nun leicht ermeſſen, daß der Inhalt einer in vier Streifen— 
paare zerlegten Fläche: 


F Lo-V4 +n+n+W+2n+n+W]5 
und daß allgemein, der einer Fläche von n» Streifen: 


Ft + tn tt +++ tn 


gejegt werden kann. 
Weisbah’s Lehrbub d. Mecdanit. 1. 4 


se. # 2 - r u, 
4 Er'tziebren ans Kir Anime. Ar. . 





Ach m̊ ie mirzlere Höhe einen iolchen Alice 
u Mine — U 2 Penn rn E75 5 W.- tn, an, —·— y._.l 
—— — 
2* 


woher nets eine gerade Zahl jan muß 


Tide umer em Kamm der Zimpion iben Regel befannte Aormel 
if, „ Ingenieur” Z. 1993 findet ibre Amwendung be der Beſfimmung eines 


guꝛigrales | yer— / gis)cr. wenn mn ren —e in am 
gerade Anzahl m gleicher Theile theilt, die Ordinaten 
} * 2r 
„=Yl), m=$ (e+2), »=pYp (+ 
B F 


er bis ( 
IR „zeofir 
=) — 6 





n=9(c+ 


beredjnet und diefe Werthe in die yormel: 


[vor — —J 


_— y, ty, +4 +, +. ) +2 .) 
einſetzt. 


N ee 7 
In 





0X. 1 
3». IE sie, da her , -—c—2 —1—1ım „=I(@)=Z 


c j 
— !, annımmt: 





€ 
ist, wenn man n 6, allo — — 
* 


—1 —1 
%=——1,0000,9, —— ——0, 5571 ——0 7500, 
je */s 


l 1 
6 /6 


Ys 0,5000, daher: 
Y + Y%4 == 1,5000, yı + y3 + Y; —= 2,0692 und y + y, = 1,3500, 
und das geſuchte Integral: 


6 


> 0,5454 und 


124768 
— 18 





2 7 , 
— — (1,5000 44.2,0692-++2.1,3500)./ıs =0,69315. 


T 
Nach Artikel 22, TIL, ift: 
20x 
ee Log.nat.2 — Log.nat. 1 = 0,693147, 


alſo die Uebereinſtimmung die erwünfchte. 
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Art. 31. Im Folgenden foll noch eine andere Hegel mitgetheilt werden, 
Fis. . welche aud) bei einer ungeraden An- 
zahl » von Streifen angewendet wer- 
den kann. Behandelt man ein jehr 
gedrüctes Segment AMB, Fig. 41, 
als ein Parabeljegment, fo hat man 
nad) Art. 29 für den Inhalt deflelben: 
F=:!1/,AB.MD, 
oder, wenn AT und BT Tangenten an den Enden A und B find, und 
deshalb CT — 2CM ik: F—3,. — — des Dreieds 
ATB=?/; des gleich hohen gleichſchenkligen Dreiecks ASB, und alſo 
aud) — ?/; AC. CS—=?/,A C?.tang. SAC. De Winkel SAC—SBC 
ft = TAC+TAS=TBC— TBS; fegt man daher die Fleinen 
Winkel TAS und TBS einander gleich, fo erhält man fir diefelben:: 


ST 





TAS— TB = FI IAE up 


sac=rao + Z2C<-TAC _TACHTBO_ d+e 





2 . 2 — —— 
wenn man die Tangentenwinkel 7 AC und TBC durch dô und & bezeichnet. 
Da nun noch AC=BC—=1, AB—!, Sehne s ift, fo hat man: 


F = !/, s?tang. (=). 


Diefe Formel läßt ſich num auch auf das Flächenftiif MABN, Fig. 42, 
Fig. 42. anwenden, deſſen Tangentenwinfel 7’A.D 
—a md TBE— PB gegeben find; 
jest man nämlich noch den Sehnenwinfel 
BAD=-ABE=6, ſo hat man: 
TAB=5=-TAD—BAD 





— a — 6 und 
TBE=&g =ABE—TBE 
==:6 —ß, 
daher: 
ö+e=a—ß, 


und das Segment über AB: 
F=1!/,s?tang. 8) 
oder, wegen der Kleinheit von « — P: 


s? s? / tang. a — tang. ß 
F—= — tang. (a — B) — — (rer 
12 9.(e—P) 12 \1-+ tang. @ tang.B/' 
4% 
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oder, da @ und B nicht bedeutend von einander abweichen und deshalb in 
tang. atang.B ftatt @ und B der Mittelwert) © eingefegt werden kann: 
tang. a — lang. 
F— ig s?, ne = le s? cos. 0? (tang. Ü— fang. ßB), 
und alfo jtatt scos. 6 die Grundlinie MN — x fubitituirt: 


+2 
F= 5 (lang. «a — tang. P); 


und daher das ganze Flächenſtück MABN, wenn y, und y, deilen Ordi— 
naten MA und N B bezeichnen: 


1 x? 
F —=(w-+-yı) 2 + (tang.a — tang.ß) — 


Stößt an das vorige Flächenſtück noch ein anderes NB CO mit einer 
gleichen Grundlinie NO=x, den Drdinaten BN und CO—y, und Ya 
und den Tangentenwinken SBF—ß und SCGE—}, fo hat man für 
dafjelbe den Inhalt: 


F, —(yı + 9;) + (tung. ß — tang. y) 5 
und daher für das Ganze, da ſich hier — kang. ß gegen + tang. ß hebt: 


T 


F=R+R=(\,w+y + 29) + (tang. a — tang.y) 15 





Fir eine Fläche aus drei gleichbreiten Streifen ift ebenſo, wenn & den 
Tangentenwinfel des Anfangs und Ö den des Endpunftes bezeichnet: 


x? 
Fly tn ++ 9) + (tang. a — tang. ö) 17° 


und allgemein fiir ein durch die Abfciffen = er > ...2%, bie Ordi⸗ 
N 


N N 
naten %o, Y1, Ya + - - Un und die Tangentenwinfel «, und @„ der End- 
punfte beftimmtes Flächenſtück: 


x 
F=(1% Y + +9 +. +9 -ı + U Yu) 2 


+ 1/15 (fang. & — tang. &,) (2). 
Ein Integral: 


vor = ["o@°r 


x 
= (N, % + Yı + 9 + .. + Yn—ı + Ya Yu) 7 
»Ne 
+ 1/1, (tang. @ — tang. ,) (2) 
n 


wird hiernach gefunden, wenn man 2 —=c, — c feßt: 
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x 2x 
n=ro.n=9(e+ 2), „= g9(c+ » 


»=P (« Tr =)... MP (e F "\=9() 


i ( 
ſowie kang. « — = — »(2) = X0) und tang. a, — % (c,) berechnet, 
und diefe Werthe in diefe Gleichung einführt. 


30x 
3. 2. für J hat man, wenn » — 6 angenommen wird, da hier 


27 
= e=2-1my=9@W)=- if: 





1 —1 * 
„= m] Yı it, Ya, y =, 
yo u = und w—Hlır; 
oy Ola!) 1 ’ 
ferner, da ſich 5 —*25 herausftellt: 
1: 2 
tang.a = —!ı = —1ımd fang.dB=— (5) = — 1, 


und daher ift: 
Fe -— U I ui Ku u ———— 


4,1692 
6 





— 3/4. Na. Yas = 0,69487 — 0,00173 — 0,69314. 


(Vergleiche das Beifpiel des vorigen Artikels.) 

Art. 32. Um eine Curve zu vectificiren, oder aus ihrer Gleichung 
y= f(x) zwilchen den Goordinaten AM —=x und MP=y, Fig. 43, 
eine Gleichung zwiichen dem Bogen AP —=s und der einen oder der 
anderen der beiden Coordinaten abzuleiten, beſtimmt man zunächſt das Diffe- 
venzial des Curvenbogens AP, und jucht dann hierzu das Integral. Läßt 
man cum MN= PR=0x wadjen, jo nimmt „y um RQ—=06y 
und s um das Element PQ=0s zu, und e8 ift, dem Pythagoräiſchen 
Lehrſatze zufolge: 


Fig. 43. d. i.: 


0s—=Vdr-toy 
und hiernad) der Curvenbogen 
jelbft: 


s = /V 22-0 y%. 
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3. B. für die Neil’fche Parabel (fiehe Art. 9 umd Fig. 17), deren 
Gleichung a y? — x? ift, hat man: 2ay&y—=3r26r, daher: 








_3220% — g9gAor 9x0? 
2a e day Aa 


hiernach: 
— —+ * und 


———— 


4a 4a 
— du = unrnaVV or BE) 


Um die hierzu nöthige Conftante zu finden, wollen wir s mit x und y 
zugleich anfangen laſſen. Wir erhalten dann: 
0 = da Vıı+ Con., aljo Con. — — ®/,, a und 


— YmalV (1 +22) -ı|, 


3. D. für das Stüd A P,, deſſen Abſeiſſe x — « ift: 
— 4 V (3,3 — 1] = 1,736 «. 
Führt man noch den Tangentenwinfel QPR= PTM=—= « (Fig.43) 
ein, jo hat man aud): 
QR=PQ.sin.QPRund PR=P0Rcos.QPR,». i 
ey — Össin.a und 6x — 0scos. cc, 


und aljo außer lang. « — — (. Art. 6) aud) 


’ oy x 
sin. «= und cos. —= ſowie no 
os 3,5," e noch 


—— — oy /z& 
s— 1 tang. aꝰ. a — — 
ei J sin. & c08.& 


Iſt nun die Gleichung zwifchen zwei der Größen x, y, s und « gegeben, 
fo. kann man hiernach aud) — zwiſchen je zwei anderen dieſer 





Größen finden. Iſt z. B. cos. æ — — 5. ſo hat man: 


Ox=0scos. ee > - und 


2s0s fü 
* — — —, — —YOu—u' 
9 Vets /a Vers“ 27 fa ou=urou 
= — Vet s?—+- Con., und wenn nun 2 und s zugleich Null find: 
x — Vet — 1. 


Art. 33.] Hülfslebren aus der Analpfiz. 55 
Art. 33. Eine Gerade winfelrecht zur Tangente PT fig. 44, ift auch 
Kia. 44. 


2, 





N 


le ey 





7 


normal zur Berührungsſtelle P_ der Curve, weil die Tangente die Richtung 

diefer Stelle angiebt. Das Stück PK dieſer Yinie vom Berührungspuntte 

P bis zur Abjcifienare, heißt Normale fchlechtweg, und die Projection 

M K deilelben in der Abfciifenare Subnormale Für die legtere hat 

man, da der Winkel MP K dem Tangentenwinfel PT M—=« gleich ift: 
MK=MP.tang.e, d. ı.: 


6 
die Subnormale — yltany. a — y ne 
’E 
Da für das Curvenſyſtem „= x”, tang. a = mx" iſt, fo folgt hier die 
my? 
Subnormale = m ar cr I! —= mim 1 — —, und für die gemeine 


Parabel, deren Gleichung 4? —= p.x ift, hat man 


r — ee pP j 
die Subnormale — y 7 a ü 


alfo conftant. 


Errichtet man ferner in einem zweiten, dev Stelle P_ unendlich) nahen 
Punkte Q eine andere Normallinie PC, jo erhält man in dem Durchichnitts- 
punkte zwifchen beiden Yinien das Centrum C fir einen durch beide Berührungs: 
punfte P und Q zu beichreibenden Kreis, den fogenannten Krümmungs— 
freis, und es find die Stüde CP und CQ der Normallinien die Halb— 
meſſer dieſes Kreiſes oder die fogenannten Krümmungshalbmeſſer. 
Jedenfalls iſt dieſer Kreis derjenige unter allen durch P und. Q zu legenden 
Kreifen, welcher ſich am meiften an das Gurvenelement PQ anjchmiegt, 
und deshalb anzunehmen, daß fein Bogen PQ mit den Eurvenelemente PQ 
zufanmenfalle. 


Bezeichnen wir den Krümmungshalbmefler OP—= CQ durch r, den 
Gurvenbogen A P durd) s, alfo fein Element PQ durd) Os, und den Tan- 
gentenwinfel oder Bogen von PTM durd) @, aljo fein Element SUM 
— STM, di. — UST= — PCQ, durch d«, fo haben wir einfach, 
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da PQ—= CP. Bogen des Winkels PCQ it, ©s=—röa, und folg- 


6: 
(ic; den Krimmungshalbmefler: r = — en, 


Fig. 45. 





T MN 0 


Gewöhnlich läßt fih « nur mittel8 der Coordinatengleihung beftimmen, 
indem man feßt: lang. « — * 


or 
und cos. « — —, 


i ea 
Nun ift aber noch: Otang.a — eg 35 





F 022 _ 
daher hat man: 0 «= cos. a?.O fang. a = —— .C tang. , und 
8 


Os 053 
I ⸗ 0 — — — « 
cos. @? O tang. & 0x? 0 tang. « 
es 05? 


Für eine convere Curve iſt — —+ ‚ und für 


Bn 


ca  Bxtetang.e 
einen Wendepunft, r — ©. 
Kür die Coordinaten AO—=u ud OC—=v des Krümmungsmittel- 
punktes C ift 
u=AM-+HC—=x-+ CPsin. CPH, d.i. u=xc-+rsin.e, fowie 
v=0C=MP—HP=y— CPecos CPH,d.i.v=y—rcos.a. 
Fig. 46, Die ftetige Folge der Krüm— 
mungsmittelpunkte giebt eine Curve, 
welche die Evolute von AP ge 
nannt,undderen Lauf durch die Coor— 
dinaten u und © beſtimmt wird, 
Wenn mandie&llipfe ADA,D,, 
N Figur 46, mit einem Kreiſe 
x ABA, Bi in Verbindung bringt, 
jo kann man die Koordinaten 
CM=z und MQ=y beriel: 
ben durch den Centriwinkel PCB 
— 9 des Kreiſes ansdrüden. Es 
ift nämlich: 





Art. 33.] Hülfslebren aus der Analvfis. 
x<—=(CPsin. CPM=(Psin.BCP—asin.p und 
y=MQ= "MP—=. ÜPcos.. CPM=bcos. g. 


Hieraus ergiebt ſich: 
2 =aco.Pop und Cy—=—bsin.peg, 
folglic für den Tangentenwinfel Q TX—a« der Ellipfe: 


oy bsin.p b 
lang. = — —— = — _ d 
ang. — = tang. P, 


aljo für deſſen Nebenwinlel  TC— «a, — 180° — a: 


d 


b 
tang.«ı = tang. pP und colg.c, — 5 cotg. 9. 


Hiernach ift die Subtangente der Ellipfe: 
MT=M%cotg.MTQ 


—=yold.h = —* cotg. pP — yı cotg. p, 


wenn y, die Ordinate MP des SKreifes bezeichnet. Da bei dem legteren 
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die Tangente PT reditwinfelig auf dem Halbmeffer CP fteht, fo ift auch 
PTM=PCB= 9, und daher die Subtangente defjelben ebenfalls 


MT= MPeog.MTP=y colg.p. Es haben alfo die beiden Punkte 
P und @ des Kreiſes und der Ellipſe, welche einerlei Abſciſſe angehören, 


eine und diefelbe Subtangente MT. 
Ferner ift für das elliptifche Bogenelement : 


02=02?-+9y?—= (a? cos. 9! bo sin. p2) 6 92, 


und das Differenzial von tang.e, d. i.: 





b b cp 
Otang.e — — Plan. = — — 
— ae a cos. p?' 


daher folgt der Krümmungshalbmeffer der Ellipfe: 
u Ö s’ — (a? cos. 92 — bh? sin. 92)" 
0x? Otang. — b 
(a? cos. P2 + b? sin. p2)% 
ab 


a 08. (p? 


3-2. fir 9=0, alfo sin. P=0 ımd cos. P—1, folgt der größte 


Krümmungshalbinefler: 
a a? 
ab 5b’ 


fm = 
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da PQ—= CP. Bogen des Winkels PC Q iſt, ds = —rda, und folg- 


os 


(ich den Kriimmungshalbmefler: r = — — 


Fig. 45. 





U TAN Ö K 


Gewöhnlich läßt fih « nur mittel der Coordinatengleihung beftimmten, 





* 0 
indem man ſetzt: tung. — — 
Pe x 
Nun ift aber noch: Otang.a« — — und cos. « — ER 


02? _ 
daher hat man: Oa= cos. a?. Otang. a —= Dar Ce tang.e, und 
es En GEL 
c08.0?2Otang.a  PBx?dtang.a 


ös Ö 5? 
Fur eine condere Curve iſt = + 7——+ 92° dlang.a’ 


r = — 


und für 


einen Wendepunkt, r — ©. 
ir die Coordinaten AO—u ud OC—=v des Krümmungsmittel— 
punttes C ift 
u=AM+HC=«c-+ CPsin. CPH, d.i. u=x-rsin.a, fowie 
ve—=0C=MP—HP=y— CPcos OPH,d.i.ve—=y—rcos.o. 
Fig. 46. Die ftetige Folge der Krüm— 
mungsmittelpunkte giebt eine Curve, 
welche die Evolute von AP ge— 
nannt, undderen Lauf durch die Coor⸗ 
dinaten « und © beftimmt wird. 
Wenn mandieEllipfe ADA,D,, 
Figur 46, mit einem Kreiſe 
ABA, B, in Berbindung bringt, 
jo kann man die Koordinaten 
CM=x und MQ=y derſel— 
ben durch den Eentriwinfel PC.B 
— 9 des Kreifes ausdrücken. Es 
iſt nämlich: 





Art. 33.] Hülfslehren aus der Analyſis. 
<= (Psin. CPM—(Psin.BCP=asin. 9 und 
y=MQ— _ur—! CPcos. CPM=bcos.g. 
Hieraus ergiebt ſich: 
2=ac0s.P6p md Oy—=—bsin.pog, 
folglich für den Tangentenwinfel OT X—« ber Ellipfe: 


oy bsin. p b 
lang. = =— = — —— — _— _ i 
ang. ar = tang. P, 


alſo für deſſen Nebenwinkel Q a, = 180° — «: 


d 


b 
tang. &ı — lang. p und cotg.a; — 7 cotg. p. 


Hiernad; ift die Subtangente der Ellipfe: 
MT=M%oeotg. MTRQ 


=ycotg.c, —= = colg. pP = yı cotg. p, 


wenn yı die Ordinate MP des Kreifes bezeichnet. Da bei dem letzteren 
die Tangente PT vechtwinfelig auf dem Halbmeffer CP fteht, fo ift auch 
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PTM=PCB= 9, und daher die Subtangente defjelben ebenfalls 


MT= MPeog.MTP=yı cotg.p. Es haben alfo die beiden Punkte 


P und @ des Kreifes umd der Ellipfe, welche einerlei Abfeiffe angehören, 


eine und diejelbe Subtangente MT". 
Ferner ift für das elliptifche Bogenelement : 


02—=02?—+9y? = (a? cos. pP +-b? sin. P?) 9 92, 


und das Differenzial von fang. , d. i.: 
SUERRRBSURER CL, 
O tang. a — z Olang.p = — — 
daher folgt der Krümmungshalbmeſſer der Ellipſe: 
— 083 _ (a? cos. 92 —+b? sin. 92)% 
0x? 6 tang.ıı — b 
di c08. p? 
(a? cos. 92 + b? sin. 2)% 
ab 


3.2. fir 90, alfo in. O— O und cos. P—1, folgt der größte 


Krümmungshalbineffer: 


Yın ur 


ab b 
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und dagegen für ꝙ — 900, alfo sin.p—=1 und cos. P—0, ergiebt ſich 
der Fleinjte Krümmungshalbmefler: 
_b m 
== 

Der erftere Werth von r entfpricht der Stelle D, und der legtere dem 
Punkte A; beide find durch die Arenftüde CL und CK bejtimmt, welche 
die in den Endpunften A, und D auf der Sehne A, D errichteten Perpen- 
difel von C aus abjchneiden. 


Art. 34. Viele Functionen, welche in der Anwendung auf die Praris 
vorkommen, laſſen ſich aus den oben fennen gelernten Hauptfunctionen: 


Yn 


ya", y—=e und y—sin.x, y=cos.x u. |. w. 
zufammenfegen, und es find daher auc ihre Eigenfchaften, betreffend die 
Tangentenlage, Quadratur, Krümmungshalbmeffer u. ſ. w. leicht mit Hülfe 
der vorftehenden Yehren aufzufuchen, ſowie auch die ihnen entſprechenden 
Curven zu conftruiren, wie folgendes Beijpiel zeigen wird. - 

Für die Curve, welche dev Gleichung: 


yaz (1 7 )= a2 4323 entfpricht, if 


ey—2x2092— x20x, folglic 
tang.a—2 2 — "—=xr(2 — nr). 

Da diefe Tangente fir &— O ud 2—2, Null ausfällt, fo hat fie in 
den Punkten, welche diefen Abfeiffenwerthen zufommen, die Nichtung der 
Abfciffenare. Ferner ift: 

Stang. a—=202 —2r02—2(1—x)Ox, wonach aljo 
für 2—0, Stang.«e—=—+ 20x, und 
für 2, O tang. « ⸗ —6x 
ausfällt, und daher die Ordinate des erſten Punktes ein Minimum, da— 
gegen die des zweiten Punktes ein Maximum iſt. Setzt man Otang. a0, 
fo ergeben ſich dadurd) die Koordinaten e—1 und y—=?/; des Wende: 
punftes, in welcem ſich das concave Curvenſtück an das convere anfchliekt. 
Ferner ift fiir das Curvenelement Os: 
et —=drr—+r?(2 — a)? [1 -+02(2 —r)?] 0x2, 
und daher der Krümmungshalbmeifer der Curve: 


os: + 2@— 2% 
r—=— — — (m — 
002 tang.« 2(1—x) 
— 1 2 
3. B. für 2 0, —— 1/,, für æ1, ———— 


— 1 
ra, 1 —, fir ⸗ 8, r=1/.1 %—+-7,906. 


Art. 34.] Hülfslehren aus der Analvfis. 59 
Die entfprecjende Curve ift in Fig. 47 vor Augen geführt, worin A den 


Big. 47. Urfprung der Goordinaten, 
und X X, Y Y die Goor- 

ae —— dinatenaren darſtellen. Dem 
| eriten Theil yı — x? der 


Gleichung entſpricht die 
Parabel BAB,, welche 
fid von A aus zu beiden 
Seiten der Are A V ſym— 
metrifch hinzieht, dem zwei- 
ten Theil y% = — 1, 2? 
gehört dagegen die Curve 
CAC, an, welche ſich auf 
der rechten Seite von Y Y 
unter, und auf ber Linfen 
Seite von YF über der 
Abſeiſſenaxe XX Hinzieht, 
und ſich dabei immer mehr 
und mehr von X X ent- 


fernt, je weiter fie von YY 
abrüdt. Um für eine ge: 
gebene Abfciffenare x den 
entjprechenden Punkt der 
Curve ya? — U 23 zu 
beftimmen, kommt es nur 
darauf an, die diefer Ab- 
jciffe zugehörigen Drdinaten 
der erſten Curven algebraifch 
zu addiren. Da z. B. für 
sel,y=1ı 9 
— — 1), ift, folgt die ent- 
Iprechende Ordinate des 
Punktes W, y=yı + 
=1— 25, ferner, 
da fr 2, y—4und 
2 *— iſt, jo folgt 
die Coordinate des Punktes 
M y=4 — ®; — , ebenſo ergiebt ſich für x — 3, — + 
—9 — 90, für 4, — 16 — MH, — — 16), fir — — 1, 
—1, fir — — 2, —48/3 — 2%), u. ſ. w., und man 


* 
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erfieht, daß die letzte Curve von A aus vechts den Yauf AWMKL... hat, 
wobei fie anfangs über der Abfciffe A K— 3 hinläuft, fi) aber von da aus 


weiter bis ins Unendliche unter X X hinabzieht, und daß fie von A aus 
links nur einen ins Unendliche auffteigenden Zweig APQ... bildet. Auch 
ift nad) dem Dbigen, W ein Wende-, fowie M ein Marimalpunft der Curve. 


Während die Curve in A und M die Richtung von X X hat, fteigt fie in 
W unter dem Winkel & — 45 Grad auf, weil für denfelben tang. @ 
—=r(2 —x)—=1ift, dagegen ift für den Neigungswinfel in K, tang.« 
— — 3, folglih — 71° 34° u. ſ. w. 


Die Quadratur der Curve ift durch das Integral 


— — ———— mo 


xt x 
-: — 20 ) vollzogen. 
Hiernach folgt z. B. für das Flächenſtück AWMK über AK—3, der 
3 
Inhalt F=Z (1 — ?/)) = ”/y, und dagegen der Inhalt des Flächen- 


— — 48 3 
ſtückes 34, über dem Abfciifenftüide 34, F, = zu —1/,)— Sa) 
=0 — 9 = — %. 


Um endlich noch die Yänge eines Gurvenftüdes, z. B. von A WM, zu 
finden, jegen wir 


s= — | "paöa, 


und bringen die im Artikel 30 abgehandelte Integrationsmethode zur An: 

wendung. Es ift Hier c—= 0, und cı — 2; nimmt man n—4 an, fo 
ci — 3 —0 

folgt Or — - = — Yg, und fegt man nun für © nad und 


n 4 
nach die Werthe O, ,, 1, ?/, und 2 in die Function 
p(x) = V1+22(2 — 2)? ein, jo erhält man die Werthe: 
(0) =VI=1,9yl)= Vi, 
op (1) —Vı 1 — VY23— 1,414... 
P@hH)=V1+ =’, und Pg@)= Vi=1, 
und daher die Yänge des Bogens A WM: 


= (PO +4) +2FO)+41P@W)+P 9) 
—=(1+5+2828+5+1).=2,411. 
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Mittels der Curve y— rn? (1-3 —— ) läßt fid) nun aud) leicht der Yauf 





x 5 
der Cuwe y— x Vi =. angeben, denn wenn man aus dem Coordi— 


natenwerthen der erfteren die Duadratwurzeln auszieht, ergeben fich die ent: 
ſprechenden Koordinaten der legteren. Da die Quadratwurzeln aus negativen 
Zahlen imaginär find, fo erftredt fic) diefe Curve nicht über den Punkt A 
hinaus, und da jede Quadratwurzel aus pofitiver Zahl zwei gleid) große 
entgegengeſetzte Werthe hat, jo läuft die neue Curve (II.) in zwei ſymmetriſchen 
Zweigen QAMK und 9, AM,K zu beiden Seiten der Abfciffenare 
XX hin. 
P(@) 


Art. 35. Wenn der Quotient y— 97a) aus zwei Functionen P (x) 


) 
und ı (x) für einen gewiffen Werth a von = den unbeſtimmten — 





annimmt, welches ſtets eintritt, wenn, wie z. B. in y — F 


Zähler 


und Nenner eines Bruches einen Factor 2 — a a haben, jo 
fann man den wirklichen Werth derfelben finden, wenn man Zähler und 
Nenner jeden für ſich differenziirt. 
Wächſt = um das Element 9x und entfprechend y um das Element ©y, 
jo erhält man: 
AH yK), 
VEIT 
Nun ift aber für æ — a: 
p(2) = 0 und Y (x) = 0, 
daher hat man für diefen Fall: 
_9p (a) 
48 
ober, da 9y als unendlich kleine Größe gegen 4 verfchtwindet: 
_ IR _2P«) _ 9 @ 
vl) Opa) Ya) 
wo P, (x) und Y, (x) die Differenzialquotienten von ꝙ (x) und % (x) be- 
zeichnen. 











Stellt ſich y = Fr E wieder = — heraus, ſo kann man von Neuem 


differenziiren, und 
op: (x) Pr (X) 
= = .1 w. 
od (2) %s (a) me 
Auf gleiche Weife find auch die unbeftimmten Ausdrüde y — 2 und 
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0.© u. ſ. w. zu behandeln, da © — a jolgih 2 ud 0.0 — n 


gefett werden fünnen. 3. B.: 
er 2— 2 
— 322 — 7x 82-20 
523 —212?+242 — 
aud) erlaubt, 


oa — 729— 82420) 4 9—14r— 8 
052° —212? 4242 — 4) 152° — 422-424 


F giebt ra 2 3 es iſt daher 


— 
zu ſetzen. 
Nun fällt aber fir æ — 2, y wieder — 2 aus, daher fest man von 


Neuem: 
_0(92?—142— 8) 18x — 14 97— 7 _1ı 
91522 —42x +2) 302-2 Be—2l 9 
Es ift aber auch wirklich der Factor 2 — 2 zwei Mal in dem Zähler 
und Nenner der gegebenen Function enthalten. Dividirt man beide durch 
x — 2, fo erhält man: 
_ sa -æ - 10 
I Sat— 11a? 
und wiederholt man diefe Divifion im legten Werthe, jo ftellt ſich 
32+5 
gg — 





alfo x —= 2 gejekt: y — — heraus. 


BE TE 
Ferner: y — u A ei giebt fir x — 0, 2: 
x 0 
Nun ift aber: 
— — 1,0% 
— —— — — 2—_.r A — — æ— 
o(a— Va x) (a? — x) Ve, 
r 
1 








daher folgt für diefen Fall: y — 7 


a—ı Ba 
Inz 
1 — 





72* Jgeſetzt, folgt —* num iſt aber: 


x 
3VYı— x’ 


Ferner et rege 
TER. und en 


daher folgt y = — —— = — — 0, 


Art. 36.] Hülfslebren aus der Aualpſfis. 63 
Endlich: 





1—siın.ctes.I — —J 
— — * giebt für — Z (909), 
1—1+0 _0 
a ra ee 7, 
daher iſt auch 
— 6(l—sin.r—+cos.r) — cos. xæ —- Sin. x 
9 a(—1-Fsin.x-teo.n 008.7 — Sin. L 
0—1 
zu jegen. 


Art. 36. Wenn für eine Function y =au—t-Br eine Reihe von zu- 
fammengehörigen Werthen der Variablen u, © und y durch Beobachtung 
oder Meflung gefunden worden ift, jo kann man nach denjenigen Werthen 
der Gonjtanten @ und B fragen, weldye von den Heinen zufälligen und un: 
gelegmäßigen Beobachtungs- oder Meflungsfehlern möglichſt befreit find und 
daher aud; den Zufammenhang zwiichen den Größen x, v und y, wovon 
u und v aud befannte Functionen einer und derjelben Variablen x bedeu— 
ten können, möglichit genau ausdrüden. Unter allen Regeln, weldye man 
zur Beantwortung diefer Frage, d. i. zur Ausmittelung der möglich oder 
wahrſcheinlich richtigften Werthe der Conjtanten anwendet, ift die ſogenannte 
Methode der kleinſten Quadrate die allgemeinfte und wiſſenſchaftlich 
begründetite. 

Sind 

U, %ı, Yı 
Ur, Cu, Ya 
Uz, U, Ya 


Un, Un Yn 
die der Function y=au—+ Pr entiprechenden Reſultate der Beobachtung, 
jo hat man für die Beobachtungsfehler und deren Quadrate folgende Werthe: 
ei —Y — (au, + ßv) 
a9 — (au + ßv,) 
23 = Ys — (au; + rs) 


| nm — (@u, + Bvn) 
und 
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e — 9 — 20a yı — 2ßeryı +a?u?+2aßu, vo + Bro} 
e? —⸗ — 2a —2Bunya + au? + 2aßu 0%: + B?v} 
d=y — 2au, Yy — 2Bv;,Y; 4 a? u 2aßu; ® u ß?v} 


e? — 2a Yan — 2Bonyn + a? u? + 2aßun 0m + Bro} 
und erhält nun für die Summe der Fehlerguadrate, wenn man ſich der Ab- 
fürzung wegen des Summationszeichens & bedient, um eine Summation 
gleichartiger Größen anzuzeigen, alfo „tt )J 
vı Yı +9 Ya + v3 Ya +. + m =2%(vy) jet, u. |. w.: 
Z(N=E(y)—2eLF(uy)—2BE(ey)+ a?! (u) 
+20ßB2(uv) + PB? (v2). 

Im diefer Gleihung find natürlich außer der als Abhängigvariablen zu 
behandelnden Fehlerguadratfumme (2?) nur die hier als Urvariable anzu- 
fehenden Conftanten & und A der Function y=au—-PBv unbefannt. Die 
Methode der kleinſten Quadrate fordert num, jowohl @ als auch B fo zu 
wählen, daß die Quadratfumme (22) zum Minimum werde; und deshalb 
mitffen wir die getvonnene Function fir &(2?) ein Mal in Beziehung auf 
«© und ein Mal in Beziehung auf B differenziiren, und jeden der fich heraus- 
ftellenden Differenzialquotienten von & (2?) gleich Null fegen. Dadurch 
ftögt man auf folgende zwei Beſtimmungsgleichungen fir « und B: 

— Z(uy)te&(u) + BE (ur)—0, 
— Z(vy) +BE(w) Ha&(ur)—0; 
deren Auflöfung auf folgende Ausdrücke führt: 
„_ZOIEW)-ZU)ZeH) 
(uw) & (v2) —Z(uv)& (ur) 
— —— 
2(G( & (02) — Z(uv) & (ur) 

Diefe Yormeln gehen für eine Function y=a-+ßr, da hier v1, 
alſo F(ur)—=L(), Z(uy)—=Ey)w&(w)—=1+1+14+--—n, 
d. i. die Anzahl der Gleichungen oder Beobachtungen ift, in folgende über: 

„_ZNEW-LZWZEEH 
— 269) — Z(v)&le) ° 
s-ZUN-ZEWEW, 
nL(v) — Z(v) & (ev) 
Für die noch einfachere Function „= Pr, wo «— Null ift, erhält man: 


und 


(vgl. „Ingenieur“ ©. 77). 
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und endlich fir den einfachften Kal /S c, wo es ſich alfo um die Aus— 
mittelung des wahrichemlichiten Werthes einer einzigen Größe handelt, iſt 
WW) 

n" 


alfo diefer Werth das arithmetifche Mittel aus allen durch Meflungen 
oder Beobachtungen gefundenen Werthen. 


* 


Beiſpiel. Um das Geſetz einer gleichförmig beſchleunigten Bewegung, d. L 
deren Anfangsgeſchwindigkeit ce und Beſchleunigungsmaß p fennen zu lernen, 
hat man die verfchiedenen Zeiten t,, fa, # u. f. w. entſprechenden Räume oder 
Wege 5), 89, S U. f. mw. gemeflen, und dabei Kolgenves gefunden: 











Zeiten . » 2 >... | 0 | 1 | 3 5 7 | 10 See. 
MRäume u % | v 4) 20 38 581, 101 Ruß. 

















St nun s=ct+ BZ das diefer Bewegung zu Grunde liegende Bewegungs: 
gefeß, fo hantelt es fih um die Grmittelung der Conſtanten c und p. Sept 
man in die obigen Kormeln v=t und vr =, fowie e=c, P=E und y=s, 
fo erhält man zur Berechnung von ce und p folgende Formeln: 

Z(tt) E(st) — Zi?) E(st2) 
FEMEH-EFNEN 
p_Z(R) (st) — Fl?) Est) 


2 (12) Et) — (td) EC) ’ 
wonach fi folgende Rechnung führen läßt: 


und 

















| elejejefel| e 
—1 1 1 l 5 D D 
3 9 27 8 20 60 180 
5 25 125 625 38 190 950 
7 49 343 2401 58,5 409,5 2866,5 
10 100 1000 10000 101 1010 10100 
Summen 184 1496 13108 222,5 1674,5 14101,5 





— 2(t2) =Zz(t})| = Fl) | =Fl(s) |= Zist)| = (st). 
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Hieraus beitimmt ſich: 


* 
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13108 . 1674,5 — 1496 . 14101,5 _ 85340 = 
— ’ — î— 4, n 
184 . 13108 — 1496 . 1496 17385 — +09 Buß un 
184 . 14101,5 — 1496 . 1674,5 39624 
* = — — 0,5155 ; : 
haP = eg. 13108 — 1496 . 1496 73800 — 155 Buß 


und daher folgende Formel für die beobachtete Bewegung: 
s —= 4,908 t + 0,5155 . #2. 


Nach diefer Formel hat man: 








für die Zeiten . ae ® J S 


19,36 


die Räume . . 5,43 








Fig. 48 








Art. 37. 
Fig. 49. 











EZE 


37,43 | 59,62 | 100,63 Fuß. 











Wenn man die Zeiten (£) 
als Abſeiſſen und fowohl vie 
beobachteten als auch die be- 
rechneten Wege (s) als Or- 
dinaten aufträgt, fo läßt fich 
durch die Endpunfte der be— 
rechneten Goordinaten eine 
Curve AB, Fig. 48, legen, 
welche fich zwifchen ven durch 
die beobachteten Coordinaten 
beitimmten Punkten M, N, 
0, P,@ fo hinzieht, daß die 
Duadratfumme der Abwei— 
chungen derfelben von dieſen 
Punkten beiderfeits möglichit 
klein ausfallen. 


Kommt es darauf an, in Ermangelung einer Formel fiir das 


ftetige Fortſchreiten einer Größe y oder 
ihre Abhängigfeit von einer anderen 
Größe x, einen Werth der Größe y, 
welcher einem gegebenen Werthe von 
= entipricht, mittels entweder aus 
Erfahrung befannter oder aus einer 
Tabelle entnommener Werthe von x 
und y zu bejtimmen, jo wendet man 
das jogenannte Interpolationg- 
verfahren an, von weldem hier 
nur das Wichtigſte mitgetheilt wer- 
den joll. 

Wenn die Abſciſſen AM — «u, 
AM=n und AM — æ, Fig. 
49, und die zugehörigen Ordinaten 
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M, P=W;, M, Pı =y, und M,P,;,—=y, gegeben find, jo fann man 
die einer neuen Abjcifie A Mr entiprechende Ordinate MP y dund) 
die formel y„=a—+ Br + yr? ausdrüden, wofern diedret dadurch beitimm- 
ten Bunfte P,, P,, P, nahe in einer geraden Yinie oder in einem wenig 
gefriimmten Bogen liegen. Yegt man den Coordinatenanfangspunft von A 
nad) M,, jo wird dadurch der Allgemeinheit nicht geichadet, wir befommen 
aber dann einfach für x — 0, y — « und folglich das conftante Glied 
& — Yo. 

Führen wir nun ein Mal x, und und ein anderes Mal x, und y, in 
die fingirte Gleihung ein, ſo erhalten wir folgende zwei Beſtimmungs— 
gleichungen : 

Y-yv=ßatyre) und 
Y—uv—=ßr+yr}, woraus jid 
— Ra 2 
ß — (Y 2) — Yo) T| und 
1 v3 3 #ı 
(yı — u) 83 — (Ya — %) &ı 


3 ergiebt. 
ag —ılı 3 


* — 
Es iſt alſo hiernach: 
_ (yı — Yo) X3 — (Ya — Yo) “) 
ven+( 2? — ax) S 
(yı — Yo) — (Ya — Yo) 2), 2 
Z; al, — ala, a 
Yäge die Ordinate y, mitten zwifchen y, und y,, fo hätte man zn, —2X 
und daher einfacher: 
3% — 451 +9 ZEN TR). 
27 ) E +( 2x, ör 
Sind nur zwei Paar Goordinaten x, % und x, Yı gegeben, jo muß 
- man die Begrenzungslinie P, P, als gerade Linie anfehen, und folglich 


i vn-( 


y= Yo + 6 L, 
alſo auch Y=y + Bei, 
ſetzen, wonad) B 42 ° md 

7 


y=y+ F—#) x folgt. 


Wenn verlangt wird, zwifchen den Drdinaten %0, Yı, Ya eine vierte Dr- 
dinate y durch Conftruction zu interpoliren, jo legt man durd) die End- 
punfte Po, Pi, P, diefer Ordinaten einen Kreis, und nimmt y gleid) der 

5* 
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Ordinate deffelben. Das Centrum C diefes Kreifes wird auf die befannte 
Weiſe dadurch bejtimmt, daß man die Punkte P,, P,, P, mit einander 
durch gerade Yinien verbindet und in den Mittelpunkten derjelben Perpendikel 
errichtet; der Durchichnitt C diefer PBerpendifel unter einander. it dad ge— 
juchte Centrum. 


Sind die Entfernungen des mittleren Bunktes P, von den beiden anderen 
Punkten P, und P,, so und s,, und ift der Abjtand P, K des Punktes P, 
von der Berbindungslinie s; = P, Pa, —h, jo hat man für den ‘Peripherie- 
winfee & — Pi P, PR =!’, Gentriwinfel P, U P;: 





j h 
sın, a — — 
So 
und folglich fir den Kriimmungshalbmeilr CP=UPR=(P, =ÜP:;. 
—— 
2sin.a 2h 


Man findet folglich das Centrum C' des durch Py, Pı, Ps gehenden 
Kreifes, wenn man mit dem mac) diefer Formel berechneten Halbmefler r 
aus P, oder P, oder P, das in der Mitte D der Sehne P, P, errichtete 
Perpendikel durchichneidet. 

Art. 38. Das Mittel änmtlicher Oxdinaten iiber der Grundlinie M, Ma iſt 
die Höhe eines Nechtedes M, M; N, N,, tiber derfelben Grundlinie Mo, Ms, 
welches mit der Fläche Mo M, P, Pı P, einerlei Inhalt hat, und läßt ſich 
daher aus dieſem Flächenraume leicht bejtimmen. Nach Artikel 29 ift 
derjelbe: 


r= ("vor (wtBrtr Ne: 
0 
x 
zT —* — = v2 
= + — * 


210,7 — ar) 





a (= — 9) ug — W- — Yo) zu 
xx — {3a = 


6.2 (8 — 2) 6 (a — 2) 


=(m + MW) _ hu) Er u) 


(HT + ) + (Yı — 0) &ı — (Wr — %) ) Pr} 
62, (2 — 5) = 
und folglid) die mittlere Oxdinate: 
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F_ tn (1 — Yo) 3 — (Ya — Yo) &ı 
23 = 2 + ( 6.0 (= %) * 


Yn == 


Wäre TR _ — fo hätte man es mit einer geradlinigen Begren— 
Yı — % 7 
zung zu thun, und e8 wäre dann einfach: 


ſowie 
_.% + yı 
Ym — Br 2 
Wäre ferner bloß x, — 2 x, alfo y, von den Grenzordinaten y, und Ya 
gleichviel abftehend, jo witrde fein: 


Ft 44 3) (fiehe Art. 30), und 


— 

Iſt ein Flächenraum My M; P; Po, 
Fig. 50, durch vier Coordinaten 
M;PR=yw. MPı=y, MP: 
— 4, M3 P, — 4; beftimnit, welche 
in gleichen Abftänden von einander 
ftehen, jo kann man die Größe deſ— 
felben einfach annähernd auf folgende 
Weiſe bejtimmen. 

Bezeichnen wir die Grundlinie 
M, M, durch x; und drei zwiſchen 
Yo und 4, in gleichen Abftänden von 
einander eingefchaltete Drdinaten 
Nı Qı, Na Q, N; Q; durch 20 ‚21,22, 
fo können wir annähernd die Fläche: 


| Er 
MM; P,PR=F=(! yHt2+ 2ı +23+ a) jegen. 


Fig. 50. 





Rum ift aber: 
at+2+3 _21+22+223 _ 
3 F 6 


24 42 22,4 2 
Pr — ẽ und 


2 + 2% 23, + 2% 
3 3 5 


y=Aa+ !la — A) ‚ Jowie 9% = 


daher folgt: — = a tn, und 
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x, 
F=['ry+ *.(yı + %)+ '/ 4] T 


% . 
= +3 (+9) + 9) , ſowie: 
_ +3 mtm)+t%, 
u 8 
Während die vorige Formel fiir y,, zur Anwendung fommt, wenn die 
Fläche in eine gerade Anzahl von Streifen zerlegt ift, läßt fich die letztere 


anwenden, wenn die Anzahl diefer Flächentheile eine ungerade ift. 
Hiernach fann man auch annähernd 


RZ — —J = ſu 3—]“ - z 


fegen, wenn 





2c za) 





+2 
%»=P(e), ı=Y ’ „er ) und 49 (cı) 
vier beftimmte u der — 909 (060) find. 
3. B. für [= — (f. Beifpiel Art. 30) ht man c—= 1, — 2 und 


JE -, daher folgt 


3 
valhmlı ya ¶ V u ν—n 
und der angenäherte Werth dieſes Integrals: 
GE) 
je U +3 +) HT 069. 
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Erſter Abſchnitt. 


Phoronomie oder rein mathematiſche 
Bewegungslehre. 


Erſtes Capitel. 
Die einfache Bewegung. 


Ruhe und Bewegung. Jeder Körper nimmt im Raume einen ge-8.1 
wiffen Ort ein, ımd ein Körper ift in Ruhe (franz. repos; engl. rest), 
wenn er feinen Ort nicht ändert; er ift hingegen in Bewegung (franz. 
mouvement; engl. motion), wenn er aus eimem Orte nad; und nad) in 
andere übergeht. Ruhe und Bewegung eines Körpers find entweder abſolut 
oder relativ, je nachdem man den Ort deifelben auf einen Raum bezieht, 
der entweder felbft in Ruhe oder in Bewegung ift, oder darin gedacht wird. 

Auf der Erde giebt es feine Ruhe, denn alle Körper auf der Erde nehmen 
an ihrer Bewegung um die Sonne und um ihre eigene Are Antheil; denken 
wir uns aber die Erde in Ruhe, fo find für uns auch alle diejenigen Erd— 
förper in Ruhe, welche ihren Ort in Beziehung auf die Erde nicht ändern. 


Bewegungsarten. Die ftetige Folge von Dertern, welche ein Körper $. 2 
in feiner Bewegung nad) und nad) einnimmt, bildet einen Raum, den man 
den Weg (franz. chemin, trajectoire; engl. way, trajectory) des bewegten 
Körpers nennt. Der Weg eines bewegten Punktes ift eine Yinie. Der Weg 
eines geometrifchen Körpers ift zwar wieder ein Körper, man verfteht aber 
unter demfelben gewöhnlich diejenige Yinie, welche ein gewiſſer Punkt, 3. B. 
der Mittelpunkt des Körpers, bei der Bewegung bejchreibt. 

Eine Bewegung ift geradlinig (franz. rectiligne; engl. rectilinear), 
wenn ihr Weg in einer geraden Linie befteht; fie ift aber frummlinig 
(franz. curviligne; engl. curvilinear), wenn dev Weg des bewegten Körpers 
eine krumme Linie ift. 


8.3 
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In Beziehung auf Zeit (franz. temps; engl. time) ift die Bewegung ent- 
weder gleihförmig oder ungleihförmig. 


Eine Bewegung ift gleihförmig (franz. uniforme; engl. uniform), 
wenn duch diejelbe in gleichen und beliebig kleinen Zeittheildhen gleiche Wege 
zurüdgelegt werden; fie ift ungleihförmig (franz. varie; engl. variable), 
wenn diefe Gleichheit nicht ftatthat. Werden mit dem Ablaufen der Zeit die 
in gleichen Zeittheildhen durchlaufenen Räume immer größer und größer, jo 
heißt die ungleichförmige Bewegung beichleunigt (franz. accelere; engl. 
increasing), nehmen diefe aber immer mehr und mehr ab, fo heift fie ver- 
zögert (franz. retarde; engl. decreasing). 

Bon der gleichförmigen Bewegung it die periodifcdhe Bewegung 
(franz. periodique; engl. periodie) dadurch unterfcjieden, daß bei diefer nur 
innerhalb gewiſſer endlicher Zeiträume, die man Perioden nennt, gleiche 
Räume durchlaufen werden. 

Das befte Beifpiel der gleichförmigen Bewegung giebt die ſcheinbare täg: 
liche Umdrehung des Fixſternhimmels; nächſtdem das Fortriiden der Zeiger 
einer Uhr. Beispiele der ungleichförmigen Bewegung geben fallende und in 
die Höhe geworfene Körper, der ſinkende Waflerfpiegel beim Ausfluß des 
Waſſers aus Gefäßen u. ſ. w. Für die periodiiche Bewegung findet man 
Beifpiele an den Pendelſchwingungen, an den Kolbenfpielen einer Dampf- 
majchine u. ſ. w. 


$.4  Gleichförmige Bewegung. Geſchwindigkeit (franz. vitesse; engl. 


SR 


velocity) iſt die Stärfe oder Größe einer Bewegung. De größer der Raum 
ift, welden ein Körper innerhalb einer gewilfen Zeit durchläuft, deſto 
ftärfer ift aud) feine Bewegung, oder defto größer ift auch feine Geſchwindig— 
feit. Bei einer gleichförmigen Bewegung ift die Gefchwindigfeit unveränder- 
lich, bei einer ungleichförmigen Bewegung hingegen ändert fie jid) in jedem 
Augenblide. Das Maß der Gefchwindigfeit in einem gewiſſen Zeit— 
punfte it der Weg, den der Körper von diefem an innerhalb der Zeiteinheit 
oder Secunde entweder wirflich zurücklegt oder zurücklegen wide, wenn von 
diefem Augenblidg oder Zeitpunfte an die Bewegung in eine gleichförmige 
überginge, aljo die Gejchwindigfeit unveränderlich bliebe. Gewöhnlich nennt 
man diefes Maß ſchlechtweg Gefchtwindigkeit. 


Wenn ein Körper in jedem Zeittheilhen den Weg 6 durchläuft, und die 
Zeitfecunde aus » (jehr vielen) folchen Zeittheilchen befteht, fo ijt der Weg 
innerhalb einer Secunde die Geſchwindigkeit oder vielmehr das Geſchwindig— 
keitsmaß: 

Be WG 
Im Laufe einer Zeit £ (Secunden) verfliegen » . £ Zeittheilchen, und in 


8. 6. 7.] Die einfabe Bewegung. 15 


jedem wird der Raum 6 zurücdgelegt, e& ift daher der ganze Wen (fram. 
Vespace; engl. the space), welcher der Zeit ! entipricht: 
sonto—n.d.td.ı 
IL) s= ct. 
Bei der gleihförmigen Bewegung tft alfo der Kaum (s) ein 
Product aus Geſchwindigkeit (ce) und Zeit (f). 
Umgefehrt ft: 
11) — r und 
8 
Id) t=-- 
) e 
Beifviele 1) Gin Dampfwagen, welcher mit einer Gefchwindigfeit von 
30 Fuß fortrollt, legt in zwei Stunden — 120 Minuten = 7200 Secunden den 
Meg s — 30 . 7200 — 216000 Fuß zurüd. 2) Wenn zum Herausziehen 
einer Tonne aus einem 1200 Fuß tiefen Schachte eine Zeit von 41/, Minuten = 
270 Secunden nöthig ift, fo hat man die mittlere Gefchwindigfeir dieſes Förder: 
aefüßes Op — — 4, — 4,444 . .. Fuß anzunehmen. 3) Ein 
Pferd, welches ſich mit 6 Fuß Geſchwindigkeit fortbewegt, braucht zum Zurück— 
legen eines Weges von einer Meile oder 24000 Fuß die Zeit — "= — 4000 
Secunden oder 1 Stunde 6 Minuten und 40 Secunden. 
Bergleicht man zwei verfchiedene gleichfürmige Bewegungen mit einander, $. 6 
fo ſtößt man auf Folgendes: 
Die Räume find s — ct und s; — ec, th, es ift daher ihr Verhältniß 


8 et ; 6 
— — — . Gebt man nun 4 — , fo hat man 2 —; nimmt man 
Sı cı bi Sı 7 

8 t 
cu — ec, fo erhält man = = ; it endlich sı — s, To folgt — _ — ne 


Die in gleihen Zeiten durdlaufenen Räume — ſich 
alſo bei verſchiedenen gleichförmigen Bewegungen wie die Ge— 
ſchwindigkeiten; die mit gleichen Geſchwindigkeiten zurückgeleg— 
ten Wege dagegen wie die Zeiten; die gleichen Räumen entſpre— 
chenden Geſchwindigkeiten ſind endlich den Zeiten umgekehrt 
proportional. 


Gleichförmig veränderte Bewegung. Eine Bewegung iſt gleich— 
förmig verändert (franz. uniformement varie; engl. uniformly variable), 
wenn ihre Gefchwindigfeit innerhalb gleicher, beliebig Kleiner Zeittheilchen um 
gleichviel zu= oder abnimmt. Sie ift entweder gleihförmig beſchleunigt 
(franz. uniforme&ment acceelere; engl. uniformly accelerated), oder gleich: 
förmig verzögert (franz. uniformement retarde; engl. uniformly retarded); 


ww 
3 
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im erften Falle findet ein allmäliges Wachfen, im zweiten ein ftetiges Ab- 
nehmen an Geſchwindigkeit ftatt. 

Gleichförmig befchleunigt fällt ein Körper im luftleeren Raume, und 
gleichförmig verzögert wiirde das Steigen ſenkrecht in die Höhe gemworfener 
Körper erfolgen, wenn die Luft feinen Einfluß auf den Körper ausübte. 


8.8 Die Stärke oder Größe der Veränderung in der Geſchwindigkeit eines 
Körpers heißt Acceleration oder Beſchleunigung (franz. acceleration; 
engl. acceleration); fie ift entweder pofitiv (VBeichleunigung) oder negativ 
(Verzögerung, retardation), je nachdem eine Zu⸗ oder eine Abnahme der Ge- 
Ichwindigfeit ftatt hat. Je mehr die Gefchwindigfeit innerhalb einer gewiſſen Zeit 
zu= oder abnimmt, deſto größer ift auch die Acceleration. Bei der gleichförmig 
veränderten Bewegung tft die Acceleration unveränderlic; es läßt ſich daher 
auch diefelbe durch diejenige Zu- oder Abnahme an Gefchwindigfeit mefjen, 
welche im Laufe einer Zeitfecunde ftattfindet. Bei jeder anderen Bewegung 
hingegen ift das Maß der Acceleration diejenige Zu: oder Abnahme an 
Geſchwindigkeit, welche ein Körper erhalten würde, wenn von dem Augen- 
blide an, für welchen man die Acceleration angeben will, diefelbe ihre Ver— 
änderlichfeit verlöre, die Bewegung alſo in eine gleichförmig veränderte 
überginge. 

Sehr gewöhnlich nennt man diefes Maß jelbjt die Acceleration oder 
Beichleunigung. 


8.9 Wenn die Geſchwindigkeit einer gleichförmig beichleunigten Bewegung in 
einem jehr kleinen (unendlic, Heinen) Zeittheilden um x zunimmt, und die 
Zeitfecunde aus n (unendlid, vielen) folchen Zeittheilchen befteht, jo ift die 
Zunahme an Gejchwindigfeit in einer Secunde, oder die fogenannte Acce- 
leration: p—na, 
und die Zunahme nad) t Secunden, — nt.x — nx.t = pt. 

It die Anfangsgefhwindigfeit (im Augenblide, wo man die Zeit i 
zu zählen anfängt) — c, fo hat man hiernad) die Endgejchwindigfeit 
d. i. die am Ende der Zeit # erlangte Geſchwindigkeit: 

v—c+ pt. 

Für die ohne Gefchwindigkeit anfangende Bewegung ift ce — 0, daher 
v = pt, und für die gleichförmig verzögerte, negative Acceleration (— p) 
befigende Bewegung ift: 

v=c— pt. 

Beifpiele 1) Die Acceleration eines im luftleeren Raume frei fallenden 
Körpers it —= 31Y, — 31,25 Auf; es erlangt daher ein folher nach 3 Secun: 
den die Gefhwindigfeit v = pt = 3125.33 — 9,75 Fuß. 2) Eine von 
einer fchiefen Ebene Herabrollende Rugel hat im Anfang ſchon die Geſchwindig— 
feit ce — 25 Fuß, und erlangt beim Herabrollen in jeder Secunde noch 5 Fuß 
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Zufag an Geihwindigfeit; es ift daher ihre Geſchwindigkeit nah 21, Secunden: 
r=—5+5.25=3+ 125 = 375 Ruß, d. 6b, fie wird, von dem 
legten Zeitpunfte an gleihformig fortgebend, in jeder Secunve 37,5 Fuß Weg 
zurüdlegen. 3) Ein mit 30 Aug Geſchwindigkeit fertgebender Dampfwagen wird 
fo gebremit, dag er in jeder Secunde 3,5 Fuß an Geihwindigfeit verliert, feine 
Acceleration alie — 3,5 Fuß beträgt; es ift deshalb feine Geſchwindigkeit nad 
6 Secunden: r = 30 — 35.6 = % — 21 = 9 Rus. 

Gleichförmig beschleunigte Bewegung. Innerhalb eines unend- 
{ich fleinen Zeittheilchens r läßt ſich die Geſchwindigkeit einer jeden Bewe— 
gung als unveränderlich anſehen; man fann daher den in diefem Zeittheilchen 
durchlaufenen Raum 

u2=-%,% 
fegen, und erhält jo den in einer endlichen Zeit # durchlaufenen Kaum, wenn 
man die Summe diefer Fleinen Räume ermittelt. Nun iſt' aber für alle dieſe 
Räumchen die Zeit r eine und diefelbe, es läßt fich daher aud) ihre Summe 
gleichjegen dem Producte aus eben diefen Zeittheilchen und aus der Summe 
der, gleichen Intervallen entiprechenden Geſchwindigkeiten. 

Bei der gleichförmig beichleunigten Bewegung iſt aber die Zumme (U +7) 
der Geichwindigfeiten im erften und legten Augenblide jo groß als die 
Summe pr + (r — pr) der Geichwindigfeiten im zweiten und vorlegten 
Augenblide, auch gleich der Summe 2pr 4 (r — 2 pr) der Geſchwindig 
feiten im dritten und vorvorlegten Augenblide u. ſ. w, und diefe Summe 
überhaupt gleich der Endgeichwindigfeit >; es iſt daher hier die Summe aller 


Geſchwindigkeiten gleich den Produete ( ) aus der Endgeſchwindigkeit— 
und aus der halben Anzahl aller Zeittheilchen, und der durchlaufene Raum 


das Product ( * 3") aus dev Endgejchwindigfeit », der halben Anzahl der 


Zeittheilchen und der Größe eines ſolchen Theilchens. Nun giebt endlich die 
Größe (r) eines Zeittheilchens, mit der Anzahl » derjelben multiplieirt, die 
ganze Zeit t an, deshalb iſt denn der innerhalb der Zeit £ gleichförmig bejchleu- 
nigt zurücigelegte Raum: 

et 

— 

Bei der gleichförmig beſchleunigten Bewegung fällt hiernach der Raum 
ebenſo groß aus wie bei der gleichförmigen Bewegung, wenn die Geſchwin— 
digkeit der letzteren Bewegung halb ſo groß iſt als die Endgeſchwindigkeit 
der erſteren. 


Ss — 


Beiſpiele. 1) Wenn ein Körper innerhalb 10 Secunden durch gleichförmig 
befchleunigte Bewegung eine Gefhwindigfeit v von 26 Fuß erlangt hat, fo iſt 
26.10 


s. 10 


der zu gleicher Zeit zurücgelegte Weg s = — 130 Fuß. 2) Gin Wa— 





2 


sl 


12 
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gen, welcher bei jeiner gleihförmig befchleunigten Bewegung im Laufe von 21/, 
Secunden 25 Fuß zurüdgelegt hat, geht am Ende mit der Gefchwinpiafeit 
2.25 50.4 


— — — u 9 x Fr 
v — —J—— 22,22... Fuß fort. 


Die beiden Grundformeln der gleihförmig bejchleunigten Bewegung: 
I) ve = pt wm 
vt 
11.) s — 7 


welche ausdrücken, daß hier die Geſchwindigkeit ein Product aus 
Ücceleration und Zeit, und der Naum ein foldhes aus der halben 
Geihwindigfeit und Zeit ift, fchließen noch zwei andere Hauptformeln 
in jich, die man erhält, wenn man aus beiden Gleichungen ein Mal v und 
ein zweites Mal t eliminit. Es folgt nämlid): 


I) s—= x und 


2? 
V) s- —. 
2p 

Hiernach ift alfo der gleihförmig bejchleunigt zuridgelegte Weg 
ein Product aus der halben Acceleration und dem Quadrate der 
Zeit, und aud der Quotient aus dem Quadrate der Endge- 
ſchwindigkeit und der doppelten Beſchleunigung. 

Diefe vier Hauptformeln geben durch Umkehrung, je nachdem man die 
eine oder die andere der in ihnen enthaltenen Größen abjondert, noch acht 
andere Formeln, und man findet diefelben im „Ingenieur“ Seite 325 in 
einer Tabelle zuſammengeſtellt. 

Beifpiele. 1) Ein mit ver Aecceleration 15,625 Fuß bewegier Körper legt 


15,625 . (1,5)? 9 


in 1,5 Secunde den Weg — 15,625 . 37 = 17,573 Buß zu: 





2 
rüd. 2) Bin durd die Neceleration p— 45 Fuß in die Gejchwindigfeit o—= 16,5 
2 
Fuß verfegter Körper hat den Raum s — „= — 30,25 Fuß durchlaufen. 


Bei der Vergleichung von zwei verjchiedenen gleichförmig befchleunigten 
Bewegungen mit einander ftößt man auf (Folgendes: 
Die Geſchwindigkeiten find — pt md v;, — pı hi, die Räume hin— 


* * 
gegen 5 — und 5, — a, es folgt hieraus: 
v pt pt? t 2 
er ED 
© Pı —8 5] put, v0 et’ pP 
Sest man nun f, —= t, fo erhält man: 
5 — P 


5 ev Pı 
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es verhalten ſich aljo bei gleihen Zeiten die durdlaufenen 
Wege wie die Endgejchwindigfeiten, oder auch wie die Beichleu- 
nigungen. 


Nimmt man ferner p, — p. Vo ergiebt ſich: 
! * t? r? 
- - dd — ——-; 


bei gleihen Bejchleunigungen und alſo aucd bei einer und der- 
jelben gleihförmig beicyleunigten Bewegung ſind aljo die End- 
geichwindigfeiten den Zeiten und die durdlaufenen Räume den 
Duadraten der Zeiten, oder auch den Quadraten der Endge- 
Ihmwindigfeiten proportional. 
i ! t 
Ferner 7, — r angenommen, giebt = — und 2 ra bei glei— 
Pı sı 1 
hen Endgefhwindigfeiten jind die Accelerationen den Zeiten 
umgefehrt, die Räume aber den Zeiten direct proportional, 
3 2 j p * 
Endlich sı —= s gelegt, giebt — = 
r 
bei gleihen Räumen die Accelerationen umgefehrt wie die Qua- 
drate der Zeiten und direct wie die Quadrate der Endgeſchwin— 
digfeiten. 


v2 2 
= 5; es verhalten ſich alfo 
ı 


Für die mit der Gefchwindigteit ce anfangende gleichförmig be— 8. 13 
ihleunigte Bewegung hat man nad) $. 9 
l.) v=c+ pt, 
und da der unveränderlichen Gejchwindigfeit c der Kaum ct, der Ucceleration 


pt 
p aber der Weg > zufommt: 


nf? 
I) s=ct + r 
Entfernt man p aus beiden Gleichungen, jo erhält man: 





I) s= a , 
und bejeitigt man #, jo jtellt ſich 
2__. 2 
IV.) en 
2p 


heraus. 


Beijpiele. 1) Gin mit der Anfangsgeſchwindigkeit e—=3 Fuß und mit der 
Acceleration p — 5 Buß bewegter Körper legt in 7 Secunvden den Weg 


s=3.7-+5. = 214125 = 185 Fuß zurüd. 
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2) Ein anderer Körper, welcher innerhalb 3 Minuten = 130 Secunden feine 
Gefhwindigfeit 2%, Fuß in die von 71, Fuß umändert, macht in dieſer Zeit 


22 e + 75 190 — 900 Fuß. 


den Weg von 
s. 14 Gileichförmig verzögerte Bewegung. Für die mit der Geſchwin— 
digfeit e anfangende gleichförmig verzögerte Bewegung gelten 
die Formeln: 
Il) v=c-— »t, 





yt? 
I) s=et — —: 
IL) s — — 
ce? —ır? 
17.3.5 
) 58 F 


welche aus den Gleichungen des vorigen Paragraphen ſogleich hervorgehen, 
wenn man darin » negativ ſetzt. Während bei der gleichförmig beſchleunig— 
ten Bewegung die Gejchwindigfeit ohme Ende wächſt, nimmt bei der gleid)- 
förmig verzögerten Bewegung die Geſchwindigkeit bis zu einem gewiſſen Zeit- 
punfte ab, wird in demfelben — Null, und fällt jpäter negativ aus, d. h. es 
geht fpäter die Bewegung in umgefehrter Richtung vor fich. 

Seen wir in der erjten Formel © — 0, fo erhalten wir pt —= c, alſo 
die Zeit, zu welcher die Geſchwindigkeit Null geworden tft: 


t— —: 


’ 


jegen wir endlich diefen Werth von £ in die zweite Gleihung, jo erhalten 
wir den Raum, welchen der Körper zu diefem Zeitpunfte zuriidgelegt hat: 


ce? 


en TE 
: 2 

Iſt die Zeit größer als 7 jo fällt der Raum fleiner ale * aus; iſt 

die Zeit — = jo ift der Kaum Null, es ift aljo der Körper nad) feinem 


Ausgangspunkt zuriidigefehrt; ift endlich die Zeit noch größer als = jo iſt 
s negativ, d. h. es befindet ficd) dev Körper von Anfangspunfte aus auf der 
entgegengejeßten Seite. 

Beifpiel. Gin Körper, welcher mit 40 Fuß Anfangsgefhwindigfeit auf einer 
fhiefen Ebene hinaufrollt, durch welche er eine Verzögerung von 8 Fuß pro 


Secunde erleidet, fteigt nur = — 5 Secunden lang und = 100 Fuß hoch, 


rollt dann zurüd, fommt nad 10 Serunden mit 40 Fuß Gefchwindigfeit in den 
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Anfangerunkt — ar gelarat ra$ 12 Secanden ſhoen m 0.12 4.12% 
oder — (40.24+4.2° — ", Auf unter ven Antanadromfi, wenn üb me 


Gbene auch abrärıs * — 


Freier Fall der Körper. Der freie oder ſenkrechte Fall der 
Körper im lufileeren Raume (ram. mouvement vertical des corps 
pesants: engl. vertical motion 05 bodies) giebt das wichtigſte Beiſpiel der 
gleichförmig beichleumigten Bewegung. Tie durch die Schwerkraft (franz. 
gravite:; engl gravity) erzeugte Acceleration dieier Bewegung bezeichnet 
man durch den Buchſtaben 7. und hat den miuttieren Werth von 

4,1 Meter, 

30,20 pariſer Fuß. 

32,20 engliſchen Fuß, 

31,03 wiener Fuß. 

31?,—31,25 preußiſchen Fuß und 
32,7 badiſchen oder Meterfuß. 


Wenn man einen dieſer Werthe ſtatt g im die gefundenen Formeln: 





— gt? ce? re 
ee ri ve —=V2os 


einführt, jo kann man alle Fragen, welche ſich in Anſehung des freien (alles 
der Körper vorlegen laflen, beantworten. Für das Metermaaf üt: 

v—= 981.1 4429 Vs, 

s — 4,905 t? — 0,0510 u? und 


t — 0,1019 0 — 0,4515 Vs; 
dagegen für das preußische Fußmaaß: 


v = 3125 .t= 7,906 Vs; 
s — 15,625 . t? = 0,016 v? und 


i = 0,032 v = 0). 2353Vs 


Beifpiele. 1) Ein Körper erlangt beim EM Bullen in 4 Secun: 
den die Gefchwindigkeit v — 3125 . 4 — 125 Auf und durdläuft in dieſer 
Zeit ven Weg s — 15,625.42 — 250 Fuß. 2) Ein von der Höhe 89 Ruf 
herabgefallener Körper hat die Sefchwindigfeit vo = 7,906 . Y9= 23,72 Auf. 
3) Ein mit 10 Ruß Gefchwindigfeit vertical emporgeworfener Körper fteigt auf 
die Höhe s — 0,016 . 10? — 1,6 Fuß und braucht dazu die Zeit: 

t = 0,082 . 10 = 0,32 
oder ungefähr Secunde. 


Wie ſich beim freien Fall der Körper die Bewegungsverhältniffe im Laufe $. 


der Zeit geftalten, wird durch folgende Tabelle vor Augen geführt: 


Welsbach's Lehrbuch der Mechanil 1. 6 


13 


82 Erſter Abſchnitt. Erſtes Gapitel. 8. 16. 


——— 
| 








Zeit in 





z oJı |2 |8 5 Je | 7 
Seeunden. | | | 
Geſchwindi | | 
ra vl: F , | 
3 O 19 24 34 19 39 byi ig 89 94 4 
Feit. 2 | 
| | | | 
a Ä 4) g FI — J | 7 | { 
Be | 0 jıf| Lt 8f 162252 |562| 1921612 |sı T100f 
\ : ; : F r 9 .y 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 
4 ! 
| | | 
FOR t ‚ 9 * / 29 7 ) f Fi 9 4 5 
Differenzen, 9 * In —* F 55 14 15-1 1 172 192 


Tie legte Horizontalcolunme dieſer Tafel giebt die Wege an, welche der 
jrei fallende Körper in den einzelnen Secunden durchläuft. Man fieht, dag 
ficd) diefe Wege wie die ungeraden Zahlen 1, 3,5, 7 u. ſ. w. zu einander 
verhalten, während die Zeiten und Geſchwindigkeiten wie die natürlichen 
Zahlen 1, 2,3, 4 u. ſ. w., und die Fallräume wie deren Quadrate 1, 4, 
9, 16 u. ſ. w. wachſen. Hiernach ift 3. B. die Gefchwindigfeit nach 6 Se: 
cunden, 69 — 187,5 Fuß, d. h. der Körper wiirde, wenn er von Ddiefer 
Zeit an gleichförmig fortginge, etwa auf einer ihm feine Hinderniffe darbie- 
tenden Horizontalebene feine Bewegung fortjegte, in jeder Zecunde den Weg 
649 —= 187,5 Fuß durdjlaufen. Dieſen Raum durchläuft ev im Yaufe der 
folgenden oder fiebenten Secunde aber nicht wirklich, jondern derſelbe beträgt 


M 7 | 

nad) der legten Golumme genau 13.5 — 13. 15,625 — 203,125 

B — .- - - — — un. .“ =. 

Fuß; im der achten Secunde ift er jogar 15 2 — 15. 15,625 = 234,375 
Fuß u. ſ. w. 


Anmerfung. Meltere deutſche Schriftiteller bezeichnen ven Raum won 15,625 
Fuß, welcher vom frei fallenden Körper in der eriten Secunde durdlaufen wird, 
durh 4 und nennen ıbm wehl auch Beichleunigung der Schwere. Sie haben 
dann für den freien Fall der Körper die Formeln: 


—— era 


wen 

8 9 == Ig' 
— — 
— (V7 


Dieſer nur in Deutſchland vorkommende Gebrauch fängt nun auch an allmälig 
zu verſchwinden, und wegen der oft vorkommenden Mißverſtändniſſe und dadurch 
herbeigeführten Fehler iſt dies auch ſehr zu wünſchen. 


$. 17.] Die einfache Bewegung. 83 


Der freie Fall mit einer Anfangsgeschwindigkeit. Geht der 8. 17 
freie Fall der Körper mit einer gewiſſen Anfangsgeſchwindigkeit (fram. 
vitesse initial; engl. initial-velocity) e vor fi, fo nehmen die Formeln 
folgende Formen an: 


e=e+gt=e + 31251 Fuß =. + 9,81 Meter, 


auch: 
r=—= Ver rt 2gs + 24 = V c? + 62,5 s Fuß ⸗ Ve + 19,62 Meter 
s=ct + 2 t? == et + 15,625 #2? Auß—ct + 4,905 Meter, 
aud): 
7 — 0? — 
s — —— 0,016 ( — ec) Fuß — 0, 1019 6 —e?). 


Wird Hingegen der Körper mit der Geſchwindigkeit c ſenkrecht in die Höhe 
geworfen, jo hat man: 
v=e—ot=e — 3125 1 Fuß = — 9,81 Meter, 








aud): 
r—= Ver — 295 = Ver — 62,55 Fuß— V 0? — 19,62 Meter, 
s= ct — 212 et — 15,625 1? Juß = et — 4,905 Meter, 
aud): 
e? . Ö, 0510 
_—- — — 0,016 (ce? — v2) Fuß 0,1949 (e? — v?) Meter. 
al 


Betrachtet man eine gegebene Geſchwindigkeit c als eine durch den freien 


Fall erlangte Endgejchwindigkeit, jo nennt man den entiprechenden Fall: 
raum 
2 
37, = — 0,016 . 02 Fuß — 0,1019 62 Meter. 
Ur ‚ . 

die Geſchwindigkeitshöhe (franz. hauteur dela vitesse; engl. height 
of velocity). Durch Einführung derjelben laſſen ſich einige der obigen 
Formeln einfacher ausdrüden. Bezeichnet man die Gejchtwindigfeitshöhe 


2 
(7) von der Anfangsgejchwindigfeit c durd) k und die der Endgejchwin- 


digfeit (&) durch 7, jo hat man für fallende Körper: 
h=k+sws—-ch—k, 
und fir fteigende: 
h=k—sws—k—h. 
Es iſt alfo der Fall- oder Steigraum ſtets gleich der Differenz 
der Gefchwindigfeitshöhen. 
Beifpiel. Sind bei einer gleichformig veränderten Gefchwindigfeit die Ger 
Ihwindigfeiten 5 Fuß und 11 Fuß, alfe die Gefchwindigfeitshöhen — 0,016 . 5? 
6* 


.18 


*4 Griter Abichniit. Erites Gapitel. 18. 13. 


— 04 Fuß une 6,016. 112 — 1.56 Aus, ſe ik ter Raum, welcher währen? 
tes Ueberganges aus ver einen Geſchwindigkeit in tie andere zuradgelegt wird: 
= 156 — 0,40 = 1556 Zu. 


— ⸗ — e? ser r? 
Das senkrechte Emporsteigen. Zegt man inder yormel sS—= —, , 
2: 
für das Tenfrechte Emporfteigen der Körper die Endgeſchwindigkeit — 0, 
io erhält man die größte Zteighöhe: 
r? 
29 


Es ift folglich die der Anfangsgeſchwindigkeit e entiprechende größte 
Steighöhe gleich der der Endgeihwindigkeit e zufommenden Fallhöhe X, 
und alfo auch e — V 29% nicht allein die Endgeſchwindigkeit für die freie 
Fallhöhe k, jondern aud) die Anfangsgeſchwindigkeit für die größte Steighöhe 
k, und es folgt daher noch, daß der ſenkrecht in die Höhe geworfene Körper 
an jeder Ztelle diejenige Geſchwindigkeit hat, die er, jedoch in umgefehrter 
Kıdıtung, haben würde, wenn er von der noch übrigen Zteighöhe bis zu 
dieſer Ztelle frei herabgefallen wäre, die er aljo aud) beim darauf folgenden 
Niederfallen dort wirklich befigt. 





Beifpiel. Ein Körper wird mit 15 Fuß Geihwindigfeit jenfrebt empor: 
geworfen und trifft bei 2 Fuß Steiaböhe auf ein elaſtiſches Hinderniß, weldes 
ibn momentan mit derſelben Geihwindigfeit zurücdwirft, mit welcher er aufichlägt. 
Wie groß if nun diefe Gefhwintigfeit und wie groß ift die Zeit zum Steigen 
und Zurüdfallen? Der Anfangsgeſchwindigkeit c — 15 Fuß entipricht die 
Eteighöhe k — 3,60 Fuß, die Gefchwintigfeitshöhe für den Augenblick des An: 
ſtoßes ift nun A = 3,60 — 2,00 = 1,60, und folglich dieſe Gefchwindigfeit 
felbt — 7,06 V 1,6 = 10 Fuß. Die Zeit zum Steigen auf die ganze Höhe 
(3,6 Ruß) wäre: t — 0,032.c— 0,052 . 15 = 0,480 Secunden, die Zeit 
zum Steigen auf vie Höhe 1,6 Ruß aber: t, = 0,082 . 10 = 0,3% Secun: 
den, es bleibt dieſemnach die Zeit zum Steigen auf die Höhe von 2 Fuß oder 
die Zeit vom Anfang bis zum Anſtoß:t — t, = 0,480 — 0,320 —= 0,160 
Secunden, aljo endlih die ganze Zeit zum Eteigen und Fallen — 2. 0,160 
— 0,320 Secunden. Diefe it alfo nur der ne 3te Theil von der Zeit, 
welche zum Aufſteigen und Zurückfallen nöthig wäre, wenn der Körper unauf- 
gehalten ftiege und fiele. Diefer Fall findet beim Schmieden des glühenden 
Gifens feine Anwendung, weil es hier wegen des allmäligen Abfühlens darauf 
anfommt, in einer furzen Zeit fo viel Hammerſchläge wie möglich erfolgen zu 
lafien. Wenn der Hammer durch eine elaftifhe Prallvorrihtung zurüdgeworfen 
wird, fo fann er unter den im Beifpiele zum Grunde liegenden Verhältniſſen 
in derjelben Zeit ziemlich dreimal fo viel Schläge thun als beim ungehinderten 
Auffleigen. 

Anmerfung 1. Das Umfegen der Geſchwindigkeit in Gefchwindigfeitshöhe 
fowie auch das Umfeßen ver leßteren in die erftere, if ein in der praftifchen 
Mechanik und namentlid in der Hydraulik fehr oft vorfommendes Gefchäft. Eine 
Tafel, wodurch daſſelbe in ein bloßes Nachſchlagen verwandelt wird, leiftet des— 
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halb dem Praftifer fehr nützliche Dienfte. Eine ſich auf das preußiſche Fußmaaß 
beziehende Tabelle diefer Art enthält ver »Ingenieur« Seite 326 bis 329. 

Anmerfung 2. Die im Vorhergehenden entwidelten Fermeln find allerdings 
nur für den freien Fall im Inftleeren Raume ftreng richtig; fie laffen ſich jedoch 
auch beim freien Fall in der Luft mit einer noch erträglihen Senauigfeit ge: 
brauchen, wenn die fallenden Körper in Beziehung auf ihr Volumen ein großes 
Gewicht haben, und wenn die Geſchwindigkeiten nicht fehr groß ausfallen. 
lebrigens werden fie auch noch unter anderen Umitänden und PVerhältniffen in 
vielen anderen Fällen gebraucht, wie fih in der Folge zeigen wird. 


Ungleichförmige Bewegung überhaupt. Die formel s — rt $, 


($. 5) für die gleichförmige Bewegung gilt auch für jede ungleichfürmige 
Bewegung, wenn man ftatt ein Zeitelement oder unendlic, Feines Zeit- 
theildhen 7, und ftatt s das innerhalb diefes Zeittheilchens zurücgelegte Raum: 
element © jegt, da anzunehmen ift, daß innerhalb eines Augenblides die Ge— 
ſchwindigkeit c, welche hier durch » bezeichnet werden foll, ſich nicht ändert, 
alſo die Bewegung gleichförmig bleibt. 

Man hat demnach, für jede ungleihförmige Bewegung: 


I.) 6 = vr, ſowie v = Gergl $.10). 


Es iſt alfo die Geſchwindigkeit (v) für jeden Augenblid durd 
den QDuotienten aus dem Raum- und aus dem Zeitelentente 
beftimmt. 

Ebenfo ift die Formel v» — pt ($. 11) für die gleihförmig bejchleunigte 
Bewegung auch für jede ımgleichförmige Bewegung überhaupt giltig, wenn 
mann ftatt £ und v das Zeitelement z und den innerhalb deifelben erlangten 
unendlich Heinen Geſchwindigkeitszuwachs x fubftituirt, da fich die Beſchleu— 


nigung p innerhalb eines Augenblides 7 nicht angebbar verändert, aljo die 


Bewegung während defjelben als gleichförmig beichleunigt angefehen werden kann. 
Hiernad hat man für alle Bewegungen: 


I) x = pr, fowie p = - 
Es ift alfo die Acceleration (p) für jeden Augenblid der Bewe— 


gung gleich dem Quotienten aus dem Geſchwindigkeits- und dem 


entiprechenden Zeitelemente, 

Setzt man die ganze Bewegungszeit * — nr, und die Gejchwindigfeiten 
in den einzelnen Zeittheilen 7, der Neihe nad) ©,, %, % - » %n, Jo find die 
entiprechenden Wegelemente 6, —=vı T, = T, ;—=t%yT.., M=WmT; 
und es ift daher der ganze in der Zeit £ zurücgelegte Weg 


— — * %y + F — On)T — rate) 


I) s— GHRrotn t— vt, wenn 


N 


nr,d. i.: 


19 
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Arm uk — die mittlere Gefchwindigfeit bei Zus 
rücklegung des Weges s bezeichnet. 

Ebenjo ift, wenn e die Anfangs- und v die Endgefchwindigfeit bezeichnet, 
und Pı, Pr - - . Pu die Nccelerationen in den ftetig auf einander folgenden 
gleichen Zeitelementen 7 find, 


v—c=(p +Pm+..+p)T= (dt = Ib) nT,d. t.: 


U 








1 ++. 4m 
11*) et Een wenn 


p —htmt.tn die mittlere Acceleration bezeichnet. 
Durd) Verbindung der Formeln I. und IT. erhält man folgende nicht min: 
der wichtige Gleichung: 
IL) ex = po. 
Nimmt bei Durchlaufung des Weges s — n6, die Acceleration nad) und 
nad) die Werthe Pi, Pe, .. Pa an, fo ift die Summe der Producte p 0; 


=(Mh+tPR+.+2)0= (@ — + E2)no 
-(atpt. tm | 


n 
wenn p die mittlere Accelevation bezeichnet. Und geht die Anfangsgeſchwin⸗ 





s— p8, 


digkeit c durch wiederholtes Wachſen um x — — in die Endgefchwindig- 


feit » über, jo tft die Summe der Producte © x: 
ent (chat + ehrt n=[ctH(ctn) + tet] 
® IE — 2 — 62 
—=(v-+ 0) — = —— — — und daher zu ſetzen: 


— c? 22 — 


v? ce? | —— 
IIT*) — =» oder s— (vergl. IV. $. 13). 





2p 
Mit Hülfe der vorftchenden Formeln laſſen ſich die vielfachften Aufgaben 
der Phoronomie und Mechanik Löfen. 
Auch ift die Zeit, in welcher dev Naum s= no mit der veränderlichen 
Geſchwindigkeit v1, %, - - - ©. zuriidgelegt wird, 


—1 —1 1 s /l 1 1 5 
IV. t==6 — — .. -) — — 1 — — .. -)=#, 


wenn der Werth + + — + ..4 +) — geſetzt, alſo deſſen Re— 
N vg » 


1 
Pu 


ciprofe » als die" mittlere Gefchwindigfeit angejehen wird. 
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Beifpiel. Wenn fih ein Körper nad dem Geſetze — ut? bewegt, fo iſt 
t+r=at+ N = alt? + 2tr+ 72). alfox=ar(2t+r), folglich 


x 
= z=?:at. 


Die Gefhwindigfeiten des Körpers am Ente ver Zeiten 7. 2r, Sr..nr find: 
ar, a(2r)2, a (3rT)?..a(nr)?, 
und es folgt daher der vurdlaufene Weg nah t=nr Secunden: 
s=[ar+a2 Tr) +..aann)) =? +2 +3? +..+0?)arz, 
oder da nach Artifel 15, IV., der analytifchen Hülfslehren 12+22+32+,.—+n? 


n3 
=7 ift: 


n3 a at? 
so —ud= — (nt? = —: 
3 z \ 3 


Phoronometrische Differenzial- und Integralformeln. Die 
allgemeinen Bervegungsformeln, welche im vorjtehenden Paragraphen ent- 
widelt worden find, nehmen tm Gewande der Differenzial- und Integral: 
rechnung, wo man das Zeitelement 7 durch Ct, das Wegelement 6 dur &s 
und das ee durch Cr bezeichnet, folgende Formeln an: 





I) = a ‚oder 08 — vr Ct, daher — — jowie = . 
I) » = m ‚oder Co—pöt, v—= | pöt, jowie = : 
z @ v.— ce! 
III) voOv = p6s, drs — — ſowie „= wenn 


e die Anfangs: und v die Endgefchwindigfeit bei Durdjlaufung des Weges s 
bezeichnet. 

Es ift alfo Hiernac die Differenz der Geſchwindigkeitsquadrate 
gleich dem doppelten Integrale von dem Producte aus der Acce- 
leration und dem Elemente Os, oder gleich dem doppelten Pro- 
ducte aus der mittleren Acceleration und dem Naume, welder 
während des Ueberganges der Gefchwindigfeit ause in v zurüd- 
gelegt wird. 

Der Lehre vom Größten und Kleinften zufolge hat der Raum ein Maxi— 
mum, alfo die Bewegung ihre größte Ertenfion erlangt, wenn: 


= —v— Null 
ift, und ift die Geſchwindigkeit am größten oder Fleinften fir: 
— — Null. 


Die vorftehenden Formeln bilden die Grundlage der — Phoronometrie 
und Mechanik. 


(8. 20) 
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Beifpiele. 1) Aus der gegebenen Gleihung s=2-+3t + #2 für den Raum, 
folgt durch Differenziiren für die Gefchtwindigfeit die Oleihung »=3+2t, und 
für die Neceleratioen p—=2; es ift alfo die lebtere conftant, und die Bewegung 
gleichformig befchleunigt. Fürt=0,1,2,3... Secunden, hat man aber 
v—3,5,7,9... (Fuß), und 
s—= 2, 6,12, % ... (Buß). 
2) Aus der dormel v—= 10 +3: — t? für die Gefchwindigfeit folgt durch 
. | 3 
Integriven die Gleihung s = fıo dt + [stat- [eat=0t4+ 0-7, 
dagegen durch Differenzüren, die Formel p—= 3 — 2. 

Hiernach ift für 3—-2:=0, d. i. für = % Secunden, die Acceleration Null 
und die Gefchwindigfeit ein Marimum (vo —=121,), und für 0 +3: —2—=0, 
d. i. t=3,+V10+%, a — 5 Secunden, die Gefchwindigfeit Null 
und der Raum ein Marimum. 

Ffurt= 0 1 23 5, 4 5 6 Secunden hat man 
= 8, L—-— — 3 — 5, — 7-9 Fuß, 
v=10, 12, 12, 10, 6. 0, — 8 Fuß, 
s—= 0, 11, 234, 34Y,, 4224, 45%, 42 Fuß. 


3) Kür das Bewegungsgefek P—=— us, wo a einen conftanten Goefficienien 
bezeichnet, hat man: 

















2 _— ec? . 2 
s = = =/prs=—-ufss=-Z ‚oder ve c? — us?,; wenad 
een V EZ gofgt, 
u 
Ferner iſt —E— — = IM — 
® Ve2-—us 2 1-(Fe) 
C 
[Ya 
ee... — U — 
May ı- sVay —VuVi-w' 
€ 
wenn Va zu geſetzt wird; und es folgt (f. Art. 26. V. der analyt. Hülfslehren) 
1 | 1 sV u 
t— 77= are. (sin. =u) = z7= are.(sin. =_# ), und 
a — c ): 
C 
ı=7, sin. (EV u), fowie 
= 88 — eV 
v= 7 =ccos. ( u) und 
——— — 
yet Va sin. (Yu). 


Anfangs, alſo fr 2=0, it s=0, v=c und p—=0, fpäter für 
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— 7 © 
{ Yu=z, tat = it se —, t=0dundp=— cyY, , ferner für 
— 7 e 
eV u —=n, oder — — s — O, — — e und p 0, ebenſo für 
u 
E:Vu=3yn, oder t= - ‚s=- 775, 0=0ımp=cYu, und für 
2Vu vn 
2n 
tVua=2n, oder — wieder s= 0, vr=cwmp=(. 
u 


Der bewegte Punft hat folglich eine ſchwingende Bewegung auf beiden Seiten 
des feiten Anfangspunftes, zu weldem er jedes Mal nah Zurüdlegung bes 


Weges 8— ya mit der von Null allmälig bis o = +c wachſenden Ge— 
ſchwindigkeit zurüdfehrt. 

Mittlere Geschwindigkeit. on der Gefhwindigfeit » — (=) $. 21 
für einen Augenblid oder während eines Zeitelementes ift 7 (0 f) diejenige 
Sefhwindigfeit c, — — verſchieden, welche ſich ergiebt, wenn man den 


Raum, welcher während einer gewiſſen Zeit, z. B. während einer Periode 
einer periodiſchen Bewegung durchlaufen wird, durch die Zeit ſelbſt 
dividirt. Man nennt dieſelbe die mittlere Geſchwindigkeit (franz. vitesse 
moyenne; engl. mean-velocity) und kann ſie auch als diejenige Geſchwin— 
digkeit anfehen, die ein Körper haben müßte, um in einer gegebenen Zeit (£) 
einen gewiſſen Raum (s) gleichförmig zurüdzilegen, welcher in Wirklichkeit in 
eben diefer Zeit ungleichförmig durdjlaufen wird. So iſt 3. B. bei der 
gleichförmig veränderten Bewegung die mittlere Gefchwindigkeit gleich der 
e+v 
2 





) aus der Anfangs: und Endgeſchwindigkeit; denn 


es ift nach $. 13 der Raum gleich diefer Summe ( T ) multiplicirt 


durch die Zeit (?). 
Allgemein tft (nach $. 19) die mittlere Gefchwindigfeit c, — 


halben Summe ( 





dı +02 F°On 

n € 

wenn 27, %,* +0, eine gleichen und ſehr Heinen Zeitintervallen entiprechende 
Geſchwindigkeitsreihe bezeichnet. 

Sig. 51, Beiſpiel. Während eine Kurbel gleihförmig im Kreife 

0 UMON, Fig. 5l, herumgedreht wird, geht bie daran 

— hängende Laſt Q, 3. B. der Kolben einer Luft: oder Waſ— 

ferpumpe u. f. w., ganz unaleichföormig auf und nieder; 

Cl die Gefchwindigfeit diefer Laſt if im tiefiten und höchiten 

⸗ Punkte U und O am kleinſten, nämlich Null, auf der hal: 

ben Höhe, in M und N, aber am größten, nämlich der 

Kurbelgeihwindigfeit gleich. Innerhalb einer halben Um: 

drehung iſt die mittlere Gefchwindigfeit gleich der ganzen 


vl 
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Steighöhe, d. i. dem Durchmeſſer TO des Kreifes, in welchem die Kurbel 
herumgeht, dividirt durch die Zeit einer halben Umdrehung. Setzen wir den 
Halbmeſſer CU — CO ves Warzenfreifes — r, alfo jenen Durchmeſſer =2r, 
und diefe Zeit — t, fo folgt demnach die mittlere Geſchwindigkeit der Laft 


2 ’ ; : , s ' 
= Die Kurbel felbit macht in viefer Zeit den Halbfreis ar; es ift 
daher ihre Gejchwindigfeit ce — — und folglih vie mittlere. Gefhwinvigfeit 


2 2 ' i 
ber Laſt c, = 7 = 5757 * = 96366 mal fo groß als die unveränderlice 


Geſchwindigkeit e der Kurbel. 


$. 22 "Graphische Darstellung der Bewegungsformeln,. Die im 
Borigen gefundenen Bewegungsgefege laſſen ſich auch in geometrifchen Figuren 
ausdrücken oder, wie man jagt, graphiſch darftellen. Graphiſche Dar- 
ftellungen überhaupt erleichtern die Auffaſſung, unterftigen das Gedächtniß, 
Ihügen wohl auch gegen Fehler und dienen fogar zuweilen zur unmittel- 
baren Ausmittelung der geluchten Größen; fie find deshalb der Mechanik 
von großem Nugen. 

Bei der gleihförmigen Bewegung ift der Raum (s) das Product (ct) 
aus Gefchwindigfeit und Zeit, und von einem Rechtecke der Geometrie ift der 


Fig. 32. Flächenraum ein Product aus Höhe und Grund— 
z linie; man kann daher auch den gleichförmig 
BD —E durchlaufenen Raum s durch ein Rechteck ABCD, 


| dig. 52, darjtellen, deifen Grundlinie AB die 
; Zeit (() und deſſen Höhe AD — BC die Ge 
SM — ſchwindigkeit (e) ift, vorausgefeßt, daß die Zeit 

mit der Gejchwindigfeit in einerlei Yängeneinheiten 
ausgedrüdt, daß aljo durch eine und diefelbe Yinie die Zeitfecunde und der 
Fuß zugleich repräfentirt werden. 





8.23 Während bei der gleichförmigen Bewegung die Geſchwindigkeit (MN) zu 
jeder anderen Zeit (AM) der Bewegung eine und diefelbe ift, fällt diefelbe 
bei der ungleihförmigen Bewegung in jedem Augenblide anders aus; 

es läßt fich deshalb diefe Bewegung nur durd) ein 

— Viereck ABCD, Fig. 53, darſtellen, welches 

zur Grundlinie AB die Zeit (t) und zur übri— 

| gen Begrenzung drei andere Yinien AD, BC 
| und OD hat, von denen bie erſten beiden 
der Anfangs: und Endgeſchwindigkeit gleich find, 
die lette aber dur) die Endpunfte (N) der 

—  verfchiedenen Geſchwindigkeiten in den Zwiſchen— 

punkten (7) beitimmt wird. Nach den ver: 


Fig. 53. 
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jchiedenen Arten von ungleichförmigen Bewegungen ift die vierte Yinie CD 
entweder gerade oder frumum: ferner von Anfang aus aufitergend oder micder: 
jteigend, endlich entweder gegen die Grundlinie concav (hohl) eder conver 
(erhaben). Im jeden: Falle iſt der Flächeninhalt dieler Figur dem ungleich 
fürmig durchlaufenen Raume (s) gleichzufegen; denn jener Flächenraum 
ABCD, Fig. 53, läßt ſich durch Höhenlinien in lauter ſchmale, als Rechtede 
anzufehende Ztreifen wie MOPN zerlegen, wovon jeder ein Broduct 
aus einem Iheile (3270) der Grundlinie und aus der diefem Theile ent- 
jprechenden Höhe (MN) oder (OP) ift, und ebenſo läßt ſich der m 
einer gewiſſen Zeit durchlaufene Raum aus Iheilchen zuſammenſetzen, 
wovon jedes ein Product aus einem Zeittheilchen und der während deſſelben 
ftattfindenden Geſchwindigkeit iſt. Die Figur führt auch die Differenz 
zwiſchen dem Geſchwindigkeitsmaß und dem im der folgenden Zeiteinheit 
wirklich zurücdgelegten Weg vor Augen. Las Rechteck ML über der 
Grimdlinie MH — Ems (1)=r.1 ift das Maß der Geſchwindig— 
fit MN — vr, wogegen die Fläche MKÄ über derjelben Grundlinie den 
wirklich durchlaufenen Raum daritellt. Ebenſo ift das Rechteck A F über 
AL — Eins, das Maß der Anfangsgeichrwindigfeit AD — e, und die 
Fläche AE der in der erſten Secunde wirklich zurückgelegte Weg. 


Bei der gleihförmig veränderten Bewegung it die Zu- oder Ab- 8. 24 
nahme » — c der Geſchwindigkeit (— pt, $. 13) proportional der Zeit (?). 
Ziehen wir nun in Fig. 54 und Fig. 55 die Linie DE der Grundlinie AB 
parallel, und jchneiden wir dadurch von den die Geſchwindigkeiten vorftellen 


Fig. 54. Ka. 55. 
\ — U D — * * 
De F ie 
I 
| | 
J— — — B — — —B 
M M 


den Pinien BC und MN die der Anfangsgeſchwindigkeit AD gleichen Stücke 
BE und MO ab, fo bleiben uns die Yinien CE und NO als Geſchwin— 
digkeitszu⸗ oder Gefchwindigfeitsabnahmen übrig, fir welche nach dem Obigen 
die Proportion: 

NO:CE=DO:DE 
gilt. 

Eine ſolche Proportion bedingt, daß N umd fo auch jeder Punkt der Linie 
CD, im der geraden Verbindungslinie zwifchen C und D liegen, daß aljo 
jene, die verſchiedenen Gefchwindigfeiten (ZN) begrenzende Yinie CD felbit, 
gerade fein muß. 
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Dieſem zufolge läßt ſich alſo der gleichförmig beichleunigt und gleichför- 
mig verzögert durchlaufene Kaum durch den Inhalt eines Trapezes ABCD 
darftellen, da® zur Höhe AB die Zeit (f) und zu den (parallelen) Grund: 
linien AD und BC die Anfangs: und Endgeſchwindigkeit hat. Auch iſt 
c+v 


— t in vollfommener Ueber: 





damit die $. 13 gefundene Formel s — 


einftimmung. Bei der gleichförmig bejchleunigten Bewegung fteigt die vierte 
Seite D C vom Anfangspunfte an aufwärts, und bei der gleichförmig verzöger: 
ten Bewegung läuft diefe Yinie abwärts. Bei der mit Null Gefchwindigfeit 
anfangenden gleichförmig beichleunigten Bewegung geht das Trapez in ein 
Dreied vom Inhalte !, BC. AB — \/;vt über. 


272 
* 
wre 


Die mittlere Gefhwindigfeit einer ungleichförmigen Bewegung ift 
der Quotient: Raum dividirt durd Zeit; fie giebt alfo mittelft Multi— 
plication durd) die Zeit, den Weg und läßt fic) deshalb auch als die Höhe 
AF= BE dbesjenigen Redtedee ABEF, Fig. 56, anjehen, das zur 
Grundlinie AB die Zeit hat und an Inhalt dem den zurücgelegten Weg 
oder Raum meſſenden Bierede ABCND gleich if. Die mittlere Ge— 
ſchwindigkeit ergiebt ſich demnach auch durch Verwandlung des Viereckes 
ABCND in ein gleich langes Rechteck ABEF. Ihre Beſtimmung iſt 
befonders bei periodifchen Bewegungen, welde faft bei allen Majchinen 
vorkommen, von Wichtigkeit. Das Geſetz diefer Bewegungen wird durch eine 
Schlangenlinie ODEFG, ig. 57, repräfentirt. Schneidet die mit AB 





Rig. 56. i Fig. 57. 
F 2 E 
A M B A N u) pP B 


parallel Taufende Gerade LM denfelben Raum wie die Schlangenlinie ab, 
ift alfo Z.M gleichſam die Are, um welche ſich CDEFG windet, fo ift 
der Abftand AL — BM zwiſchen beiden parallelen Yinien AB und LM 
die mittlere Geſchwindigkeit der periodifchen Bewegung, dagegen AC, OE, 
BG u. ſ. w. die größte und ND, PF u. f. w. die fleinfte Gefchwindigfeit 
einer Periode AO, OB u. ſ. w. 


8.26 "Auch die Acceleration oder der im der Zeitfecumde erfolgte Zufag an 
Geſchwindigkeit läßt fich im der Figur leicht nachweifen. Bei der gleich 
förmig veränderten Bewegung ift fie unveränderlich; fie ift deshalb die Diffe- 
venz PQ, Fig. 58 und Fig. 59 zwifchen zwei Geſchwindigkeiten OP und 
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MN, wovon die eine einer um eine Zecunde (MO) größeren Zeit angehört 
als die andere. Iſt die Bewegung ungleihförmig verändert, aljo die Ge- 


Fig. 58. fig. 59. 
C Di: 
N * | u 
D | | ı Pc 
| | 
| ) 
| Ele 
A M 6 B A MO 


ſchwindigkeitslinie CD eine Curve, fo ift für jeden Zeitpunkt (II) die Acce- 
leration eine andere, und deshalb iſt fie auch nicht die wirkliche Differenz 
PR zwiſchen den um eine Secunde MO von einander abjtehenden Geſchwin— 
digfeiten OP und? MN — 00, Fig. 60 und 61, fondern fie ift die Zu- 
nahme RQ der Geſchwindigkeit MN, welche eintreten witrde, wenn von dem 





Augenblide M an die Bewegung in eine gleichförmig bejchleunigte, alfo die 
frumme Gefchwindigfeitslinie N PC in eine gerade Linie NE überginge. Nun 
ift aber die Tangente oder Berührungslinie NE diejenige Gerade, im welche 
eine Curve DN weiter fortgeht, wenn fie von einer gewiſſen Stelle (N) an 
ihre Richtung unverändert beibehält; es fällt demnac) die neue Geſchwindig— 
feitslinie mit der Tangente zufammen, es ijt ſolchemnach auch die bis zu diejer 
Linie gehende Höhenlinie OR die Geſchwindigkeit, welche nad) einer Secunde 
eintreten wide, wenn die Bewegung vom Anfang derjelben an in eine 
gleihförmig befchleunigte itbergegangen wäre, und daher die Differenz; RQ 
zwifchen dieſer Gejchwindigfeit und der anfänglichen (MN) die Accelevation 
für den Augenblid, welcher dem Punkte M in der Zeitlinte AB entſpricht. 

Man fann natürlich auch die Zeiten und Nccelerationen als die Coordi— 
naten einer Curve anjehen, in welchem Falle natürlich die Geſchwindig— 
feiten durch Flächenräume repräfentirt werden. 


* — — — — — — — 


x 
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Zweites Gapitel. 
Zufammengefegte Bewegung. 


Zusammensetzung der Bewegungen. Win und derielbe Körper 
fann gleichzeitig zwei oder mehrere Bewegungen befigen; jede (relative) Be— 
wegung beftcht ja aus der Bervegung innerhalb eines Raumes umd aus der 
Bewegung diejes Naumes innerhalb oder in Beziehung auf einen zweiten 
Kaum. So befigt ſchon jeder Punkt auf der Erde zwei Bewegungen; denn 
er läuft täglich einmal um die Erdare und mit diefer zugleich jährlicd) einmal 
um die Sonne. Cine auf dem Schiffe gehende Perſon hat in Beziehung 
auf die Ufer zwei Bewegungen, ihre eigene und die des Schiffes; das Wafler, 
welches durch eine Boden- oder Zeitenöffnung eines Gefäßes ausfliegt, das 
auf einem Wagen fortgefahren wird, hat zwei Bewegungen, die Bewegung 
aus dem Gefäße und die Bewegung mit dem Gefäße u. ſ. w. 

Man umtericheidet hiernach einfache und zujammengejegte Bewe- 
gungen. Einfach (franz. und engl. simple) find die geradlinigen Bewe— 
gungen, aus welchen andere gerad- oder frummmlinige Bewegungen, die man 
aber deswegen zufammengefegte (franz. composés; engl. composed) nennt, 
beftehen oder beſtehend gedacht werden fünnen. 

Die Zufammenfegung mehrerer einfachen Bewegungen zu einer einzigen 
und die Zerlegung einer zufammengefegten Bewegung in mehrere einfache 
werden im Folgenden abgehandelt. 


Erfolgen die einfachen Bewegungen in einer und derjelben geraden Yinie, 
jo giebt die Summe oder Differenz derfelben die refultirende zuſammengeſetzte 
Bewegung, erfteres, wenn die Bewegungen nad gleichen Richtungen vor ſich 
gehen, legteres, wenn ihre Richtungen entgegengefegt find. Die Nichtigkeit 
diejes Tages leuchtet Jogleich ein, wenn man die gleichzeitigen Räume der 
einfachen Bewegungen zu einem einzigen vereinigt. Den gleichförmigen Be- 
wegungen mit den Gejchwindigfeiten ec, und c, entjprechen die gleichzeitigen 
Räume ce, t umd ey; haben diefe Bewegungen eine und diefelbe Richtung, 
jo iſt demnach der Raum nad) f Secunden: 

s — cit - cat — (ei + o)t, 
und folglich iſt die reſultirende Geſchwindigkeit, mit welcher die zuſammen— 
geſetzte Bewegung vor ſich geht, die Summe der Geſchwindigkeiten von den 
einfachen Bewegungen. Bei entgegengeſetzten Richtungen beider Bewegun— 
gen ijt: 
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s—=at— ot= (nn — lt, 
hier iſt aljo die rejultirende Geſchwindigkeit der Differenz der einfachen Ge: 
ſchwindigkeiten gleid). 


Beifpiele. 1) An einer Perfon, welche fh mit 4 Fuß Gefhwinvigfeit auf 
dem Verdecke eines Schiffes in der Bemequngsrichtung deſſelben fortbeweat, wäh- 
rend das Schiff ſelbſt 6 Fuß Geſchwindigkeit hat, fcheinen die Gegenftände an 
den Ufern mit 4 +6 — 10 Fuß Geichwindigfeit vorbei zu gehen. 2) Das 
Wafler, welches aus der Seitenöffnung eines Gefäßes mit 25 Ruß Gefchwindig- 
teit ausfließt, während es mit dem Gefäße zugleich in der entgegengejegten 
Richtung mit 10 Auf Geſchwindigkeit fortacht, bat in Beziehung auf die übri- 
gen in Ruhe befindlichen Gegenftände nur 35 — 10=15 Ruß Gefchwinvigfeit. 


Diefelben Berhältwiife finden aud; bei den ungleichjörmigen Bewegungen $. 


jtatt. Hat ein und derfelbe Körper außer den Anfangsgeichwindigfeiten e, 
und cz noch die conftanten Accelerationen pı umd pP, jo find die entjprechen- 
den Räume cyt, czt, Y/g Pıt?, Ya 252, und haben nun Geſchwindigkeiten 
und Accelerationen eine gleiche Richtung, jo ift der ganze Raum, welcher 
diefen einfachen Bewegungen entipricht: 

2 


j t 
s—=(h +#s)t-+ (p +) 7 


Setzt man nun a Ft =cewdp +» — p, jo erhält man 
— /2 
dig 62. er + P z, und es folgt hiernach, daß nicht allein durch 


A 
(3. die Summe der einfachen Geſchwindigkeiten die Geſchwindigkeit, 
B jondern aud) durd) die Summe der Accelerationen der einfachen 

Bewegungen die Acceleration der refultivenden oder zujammen- 
| gejegten Bervegung gegeben wird. 


Beifpiel. Ein Körper auf dem Monde erhält von der Mond: 
maſſe die Acceleration 9, —= 5 Fuß und von der Erbe die Acce— 
leration 99 — 0,01 Ruf. Es fällt daher ein Körper A, Fig. 62, 
außerhalb des Mondes M und der Erde Z, mit 5,01 Fuß, und 
ein Körper B innerhalb M und E, mit 4,99 Fuß Befchleunigung dem Mittel: 
punfte des Mondes zu. 





Parallelogramm der Bewegungen. Hat ein Körper zwei in den 
Richtungen von einander abweichende Bewegungen zugleich, jo nimmt er eine 
zwifchen beiden inneliegende Bewegungsrichtung an, und find diefe Bewegun— 
gen ungleichartig, ift 3. B. die eine gleichförmig und die andere gleichförmig 
bejchleunigt, jo ift die Richtung an jeder Stelle der Bewegung eine andere, 
die Bewegung ſelbſt aljo eine Frummlinige. 

Man findet den Ort O, Fig. 63 (a. f. ©.), welchen ein nad) den Rich— 
tungen AX und A V zugleich bewegter Körper nach einer gewiſſen Zeit (t) 


$. 30 
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einnimmt, wenn man den vierten Eckpunkt (0) des Parallelogrammes 
AMON auffucht, das durch die gleichzeitigen Wege AM — r ud AN 
— y, jowie duch den Winkel NAY gegeben iſt, um weldyen die Bewe- 


Fig. 63. gungsrichtungen von einander abweichen. Bon der 
Y Z Richtigkeit diefes Verfahrens wird man überzeugt, 


wenn man die Wege x umd y als midjt auf ein— 
mal, ſondern nach einander zuridgelegt annimmt. 
Vermöge der einen Bewegung durdjläuft der Kör— 
> — per den Weg AM — x, und vermöge der ande— 
⸗ / ven von M aus in der Richtung AY, alſo in 
einer mit A Y parallelen Linie IMZ, den Weg 
AN—=y Macht man mm MO —= AN, jo 
erhält man in O den Ort des Körpers, weldjer beiden Bewegungen x 
und y zugleid) entipricht und, der Gonftruction zufolge, der vierte Eckpunkt 
eines Barallelogranınes AMON iſt. Auch kann man fid) vorftellen, daß 
der Kaum AM — x in einer Yinie AX zurücgelegt werde, die mit allen 
ihren Punkten zugleich, in der Richtung A Y fortgeht, alſo auch M mit AY 
parallel fortführt und diefen Punkt den Weg MO —= AN — y beidrei- 
ben läßt. 








Parallelogramm der Geschwindigkeiten. Erfolgen die beiden 
Bewegungen in den Richtungen AX und AY gleihförmig und mit den 
Geſchwindigkeiten c, und ca, fo find die Räume nad) einer gewiſſen Zeit (): 

= Ccit und y— al; 


es ift alfo ihr Verhältniß J zu allen Zeiten daſſelbe, eine Eigen— 
ar 1 


thünlichfeit, die nur der geraden Linie AO, Fig. 64, zufommt. Es folgt 
alfo hieraus, daß die zufanmengejegte Bewegung in einer geraden Linie vor 
Hg, 64. fid) geht. Gonftruirt man ferner aus den Ge— 

Y ſchwindigkeiten AB= ca und AC=c« das 
Parallelogranın ABCD, jo giebt deilen vierter 

Eckpunkt den Ort D an, wo id) der Körper am 





N Ende einer Secunde befindet. Da aber die reſul— 
/ — tirende Bewegung eine geradlinige iſt, ſo folgt, 
c} — / daß diefe überhaupt in der Richtung der Diago— 
/ ‚ ⸗ nale des aus den Geſchwindigkeiten conſtruirten 
— — Parallelogrammes vor ſich geht. Bezeichnet man 
B ii nun den Weg AO, welcher in der Zeit (f) wirt- 


lic) zuriicgelegt wird, durch s, fo hat man wegen Aehnlichkeit der Dreiede 
AMO md ABD: 
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8 AD 
== Tr e8 folgt demnach diefer Weg: 
_#AD _ct.A — 


Der legten Gleichung zufolge iſt der Weg in der Diagonale der Zeit (?) 
proportional, aljo die Bewegung ſelbſt gleihförmig, ihre Gefchtwindigfeit e 
gleich) der Diagonale AD. 

Es giebt aljo die Diagonale eines aus zwei Geſchwindigkeiten 
und dem von ihnen eingefchlofjenen Winkel gebildeten Baralle- 
(ogrammes die Richtung und Größe derjenigen Gefchwindigfeit 
an, mit welcher die rejultirende Bewegung wirflid vor ſich geht. 
Man nennt diejes Parallelogramm Parallelogramm der Geſchwindig— 
feiten (franz. parall&logramme des vitesses; engl. parallelogram of ve- 
loeities), die einfachen Gefchwindigfeiten heißen auch wohl Componenten 
oder Seitengefhwindigfeiten (franz. composantes; engl. components) 
und die zufammengefette Geſchwindigkeit die reſultirende oder mittlere 
(franz. resultante ; engl. resultant). 


Durch die Anwendung trigonometrifher Formeln läßt ſich die Rich- $. 
tung und Größe der mittleren Geſchwindigkeit auch rechnend finden. Die Auf- 
löfung von einem der gleichen Dreiede, 3. B. von ABD, aus denen dad 
Parallelogramm ABDC (Fig. 65) der Gefchwindigfeiten befteht, giebt die 

Fig. 65. mittlere Geſchwindigkeit AD — ce aus den 
Seitengefhwindigfeiten AB = cı und AC 
— 6, und aus dem von ihren Nichtungen ge— 
bildeten Winkel BAC— « durd) die Formel: 
cc} + 20,0, 608.8, 
und den Winfel BAD — 9, den die mittlere 
Geſchwindigkeit mit der Geſchwindigkeit c, ein- 
Ichließt, durch die Formel: 


j 69 sin. 
sin. y oder 





Ca sin. & Ca sin. J— 
oder cotang. P = cotang. a + —— 
Cı + Ca 608. € 


Aud) ift fang. & — =, — — : Hang. 


Sind die Gefchtwindigfeiten c, und c, einander gleich), ift alfo das Parallelo- 
gramm derjelben ein Rhombus, jo ergiebt fid) in Folge der Kechtwinfeligfeit 
zwiſchen den Diagonalen einfacher: 
e — 2c,cos.Y,a und $ —= 1/20. 
Weisbach, Lehrbuch der Mehanif. J. 7 








tang.g = 





98 Griter Abfchnitt. Zweites Gapitel. [s. 33. 


Schließen endlich) die Gefchwindigfeiten einen Rechtwinkel ein, jo erhält 
man ebenfalls einfacher: 


c—Ve?+c! und tan. ꝙ — =. 
1 


Beifpiele. 1) Das aus einem Gefäße oder aus einer Mafchine ausfließende 
Wafler bat eine Geihwindigfeit c, — 25 Fuß, während fih das Gefäß ſelbſt 
mit einer Geſchwindigkeit c; — 19 Fuß in einer Richtung bewegt, die mit der 
des ausfliegenden Waflers einen Winfel «® — 130% bildet. Welches ift die 
Richtung und Größe der refultirenden, oder wie man wohl fagt, der abfoluten 
Gefchwindigteit des Waſſers? 

Es it c—=Y 25°?+192-+2,.25,19 c0s.1300 — Y 625 -+361 — 50.19.c08.50° 

— V 986 — 950 cos. 500 — Y 986 — 610,7 = V 3753 — 19,37 Fuß 
die gefuchte refultirende Gejchwindigfeit. 

0 
er = 0,9808 sin. 50° = 0,7518, und ſonach der 
Winkel, um welden die Nefultirende ven der Gefhwindigfeit c, abweicht, 
p — 48042°, alfo der Winfel, welchen fie mit der Bewegungsrihtung des Ge: 
füßes einfhließt: « — 9 — 810 18°. 

2) Wären die vorigen Gefhwindigfeiten winfelrecht gegen einander gerichtet, 
fo würde cos, « = cos. WI — 0, und deshalb die mittlere Geſchwindigkeit 
c—=V 986 — 31,40 Fuß fein; für ihre Richtung wäre tang. 9 = %Yy, = 0,76, 
daher die Abweichung derfelben von der eriten Geſchwindigkeit: g = 370 14. 


Berner sin. po = 





8.33 Man kann auch jede gegebene Gejchwindigfeit aus zwei Seitengeichwin- 
digfeiten beſtehend anfehen, und deshalb, gewiſſen Bedingungen entfpredjend, 
in ſolche zerlegen. Sind z. B. die Winfel DAX = 9, und DAY= y, 
Fig. 66, gegeben, welche die zu fuchenden Ge- 
Ihwindigfeiten mit der mittleren AD — c 
einschließen follen, jo ziehe man durch den End- 
punkt D der die c vorftellenden Graden andere 
Linien parallel zu den Richtungen AX und 
AT: die fid) ergebenden Durchſchnittspunkte B 
und D fchneiden nun die gefuchten Geſchwin— 
digkeiten 
AB=c md AC—=co ab. 
—X dDie Trigonometrie giebt diefe Geſchwindig— 
feiten durch die Formeln: 
— _esin.y * esin. PP 
Tin. +’ Tin (p+H) 
In den gewöhnlichen Fällen der Anwendung find die beiden Gefchwin- 
digfeiten winfelvecht gegen einander, dann ift alo + Y = 90°, 
sin. (@ + Y) = 1, und es folgt: 
4 = € 008. ꝙ und c. = c sin. 9. 


Fig. 66. 
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Uebrigens kann auch aus einer Seitengefchwindigfeit (c,) und ihrem Rich— 
tungswinfel (P) die Richtung und Größe der anderen Seitengefchtwindigfeit 
gefunden werden. Endlich laſſen ſich auch aus den Sejchwindigfeiten e, cı 
und c, ihre Richtungswinfel beftimmen, wie man aus den drei Zeiten eines 
Dreiecks die Winkel deffelben findet. 


Beifpiel. Es fei die Gefchwindigfeit ce — 10 Fuß in zwei Geitengefhwin: 
digfeiten zu zerlegen, deren Richtungen um die Winfel @ — 65° und 700 
von ihrer Richtung abweichen. Diefe Gefchwindigfeiten find: 

__ 108:n.70° _ 9,397 10 sin. 650 9,063 





Zusammensetzung und Zerlegung der Geschwindigkeiten. $. 34 
Durch wiederholte Anwendung des Parallelogrammes der Geſchwindigkeiten läßt 
ſich jede beliebige Anzahl von Geſchwindigkeiten in eine einzige Sefchwindigfeit ver- 
wandeln. Die Conftruction des Parallelogrammes ABDC (Fig. 67) giebt die 
mittlere Gefchwindigfeit AD zu e, und e,; durch Conftruction des Paralle— 
logrammes ADFE erhält man in AF die mittlere Gefchwindigfeit zu AD 
und AE — c,, und ebenfo ftellt ſich durch Conſtruction des Parallelo— 
gramme® AFHG die mittlere Geſchwindigkeit AM —= c von AF umd 
AG = c,, und dadurch aud) die von c,, €, ©; und ec, heraus, 

Am einfachiten ergiebt ic die in Frage ftehende mittlere Gefchwindigfeit 
dur) Konftruction eines Polygones ABDFH, deflen Seiten AB, BD, 
DF und FH den gegebenen Gejchwindigfeiten ci, €, €; und c, parallel 
und gleich gemacht werden, und deſſen legte Seite AH allemal die reſul— 
tirende Gefchwindigfeit ift. 


Fig. 67. Fig. 68. 
H 





Auch in dem Falle, wenn die Geſchwindigkeitsrichtungen nicht in einerlet 
Ebene liegen, läßt ſich die mittlere Gefchwindigfeit durd) mehrfache Anwen- 
dung des Parallelogrammes der Gejchwindigfeiten finden. Die mittlere Ge— 
ſchwindigkeit AF— ec (Fig. 68) von drei nicht in einer Ebene befindlichen 
Gefchwindigfeiten AB — Ci, AC—= «a und AE = cz ift die Diagonale 

7 * 
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eines Parallelepipeds BCHG, deſſen Seiten diefen Gefchwindigfeiten gleich 
find. Man fpricht daher wohl aud) von einem Parallelepiped der Ge— 
Ihwindigfeiten. 


$.35 Zusammensetzung der Accelerationen. Zwei gleichförmig 
beichleunigte und mit Null Geſchwindigkeit anfangende Bewegungen 

geben in ihrer Zufammenfegung wieder eine gleichförmig beſchleunigte Be— 
wegung in der geraden Linie. Bezeichnet man die Accelerationen diefer nad) den Rich— 
tungen AX und AY (Fig. 69) vor ſich gehenden Bewegungen durd) p, umd 

Fig. 69. 29, jo find am Ende der Zeit tdie Räume: 


AM—=ı=— —* und 





— — 


2 
und es iſt ihr Verhältniß 
5 — NM 
PU Ps 


von * Zeit gar nicht abhängig, deshalb 

— * alſo der Weg AO der zuſammengeſetzten 

Bewegung ein geradliniger. Macht man 

AB=p, und BD= AC—P, ſo erhält man ein Parallelogramm 
ABDOC, welches dem Parallelogramm AMON ähnlich und für welches 
= = nl 1, alſo AO—= MAD. if. 

Diefer Gleichung zufolge ift der Weg AO der zufanmengejegten Bewegung 

dem Quadrate der Zeit proportional, die Bewegung ſelbſt aljo gleihförmig 

befchleunigt, und die Ncceleration derjelben die Diagonale AD des aus 

den einfachen Accelerationen p, und 2, conftruirtenen Parallelogramm. 

So wie man alfo durd) das Parallelogramm der Gejchwindigkeiten Ge- 
ſchwindigkeiten zufammenfeßt und zerlegt, ebenfo laſſen fich nad) genau den- 
jelben Regeln durch ein Parallelogsamım, welches man das Parallelo- 
gramm der Accelerationen (franz. parallelogramme des accelerations; 
engl. parallelogram of accelerations) nennt, Accelerationen zu einer einzi- 
gen vereinigen, ſowie in mehrere andere zerlegen. 


$.36 Zusammensetzung von Geschwindigkeiten und Accelera- 
tionen. Aus der Bereinigung von einer gleihförmigen Bewegung 
mit einer gleidhförmig befchleunigten geht eine gänzlich ungleid)- 
fürmige Bewegung hervor, wenn die Bewegungsrichtungen nicht zuſammen— 
fallen. In einer gewiffen Zeit wird bei der Gefchwindigfeit e in der einen 
Richtung AY, Fig. 70, der Weg: 
AN=yJz=#L 
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und in derfelben Zeit bei einer umveränderlichen Acceleration in einer gegen 
die erftere vechtwinfeligen Richtung AX der Weg: 


— } x 
AM=:3= 2 


zurüdgelegt, und es ift der Körper im Edpunfte O des aus y — ct umd 


2 


pt ‚ . : 
= Z conftruirten Parallelogrammes. Mit Hülfe diefer Formeln läßt 
fi zwar der Ort des Körpers zu jeder Zeit finden, allein derfelbe liegt nicht 
in einer und derfelben Geraden; denn nehmen wir aus der erften Gleichung 
i= z und jegendiefen Werthindie zweite, fo erhalten wir die Bahngleihung: 
_»py 
20 


Diefer zufolge verhalten fich die Wege (2) in der zweiten Bewegungsrichtung 
nicht wie die Wege felbft, fondern wie die Quadrate (y?) der Wege in der 


Fig. 70. Fig. 71. 





erſten Bewegungsrichtung, und es ift deshalb der Weg des Körpers aud) 
feine gerade, fondern eine gewiſſe krumme Linie, welche man in der Geometrie 
unter dem Namen die Parabel (franz. parabole; engl. parabola) fennen 
lernt. . 


Anmerfung. Es fei ABC, Fig. 71, ein Kegel mit Freisförmiger Baſis 
AEBF, fowie DEF ein Schnitt veffelben parallel zur Seitenlinie BC und wins 
felreht zum Durchſchnitt ABC geführt, und OPNQ ein zweiter, mit der 
Baſis paralleler und deswegen ebenfalls Freisförmiger Durchſchnitt. Es fei 
ferner EF die Durdfchnittslinie zwifhen der Bafis und dem eriten Schnitte, 
und ON vie zwifchen beiven Schnitten; denfen wir uns endlich im triangulären 
Durchſchnitte ABC die parallelen Durchmeffer AB und PQ und im Schnitte 
DEF vie Are D@ geführt. Alsdann gilt für die halbe Kreisfehne MN—=MO 


die Gleihung MN?=PM.MQ; aber MQ it = @B und für PM gilt die 
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Proportion PM: DM=4AG:DG, es ergiebt ſich daher: 
DM.AG 
2 — — 
MN®:=B@G. DG 
Ebenſo it aber uf GE?= BG. AG; dividirt man daher beide Gleichungen 
durch einander, fo folgt: 

DM _MN? 

DE" Te’ 
es verhalten fid alfo fie auf der Are abgefhnittenen Stüde (Ab— 
feiffen), wie die Quadrate der entfprehenden Perpendikel (Ordi— 
naten). Diefes Gefeg ſtimmt mit dem oben gefundenen Bewegungsgefeße voll: 
fommen überein; es geht alfo diefe Bewegung in einer frummen Linie DNE 
vor fi, welche einem Kegelſchnitte angehört. 

Neber die Gonftruction, Tangentenlage und andere Gigenfchajten der Parabel 
ift im Ingenieur Seite 175 u. f. w. nachzuſehen. 








$. 37  Parabelbewegung. lim die aus der Zuſammenſetzung von Gejchwin- 
digfeit und Acceleration hervorgehende Bewegung vollftändig zu fennen, muß 
man auch noch die Richtung, Geſchwindigkeit und den durchlaufenen 

Weg für jede Zeit (f) angeben können. Die Gefchwindigfeit parallel zu 

AY ift unveränderlid — c, die parallel zu AX aber veränderlicd und 

— pt; conftruirt man nun aus diefer Geſchwindigkeit OQ — ce ud OP 

— pt das Parallelogramm OPRQ, Fig. 72, jo erhält man in dev Dia- 

Fig. 72. gonale OR deſſelben die mittlere 
oder diejenige Geſchwindigkeit, mit 
welcher der Körper in O die para— 
bolifche Bahn AOU verfolgt. Diele 

y Gefhwindigkeit felbft ift: 
v—=Ve+ (pt). 

Ebenfo giebt OR die Tangente 
oder Richtung, in welder der Kör- 
per in O einen Augenblid lang fort- 
geht, und es ift file den Winkel 
POR=XTO= 9, welden 

diefelbe mit der zweiten Nichtung (Are) AX einfchließt, durch die Formel: 
c 


IT OR DE 








gegeben. 

Um endlich noch den durchlaufenen Kaum oder Curvenbogen 40 —s 
zu finden, kann man ſich dev Gleichung = vt ($. 19), wonach ſich die als 
Elemente anzufehenden Heinen Theile deffelben berechnen laſſen, bedienen. 


Uebrigens giebt auch die höhere Geometrie eine complicirte Formel zur Bes 
rechnung der Länge eines Parabelbogens, 
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Wir haben feither angenommen, daß die urfprünglichen Bewegungsrich- $. 38 
tungen einen Rechtwinkel einfchliegen, und miffen unn uod) denjenigen Fall 
näher Tennen lernen, bei welchem die Richtung der Wcceleration mit der 
Geſchwindigleit einen gewiſſen Winkel einfchließt. Hat der Körper in der 
Richtung A Y, (Fig. 73) die Geſchwindigleit ce und in der Richtung 4Xi, 

Fig. 73. welche mit der erften den Winkel 

X, AY, = einſchließt, die Ae— 

Mon celeration p, fo ift A nicht mehr 
Scheitel und AX, nicht mehr Axe, 

| - fondern nur die Arenrichtung der 
Parabel. Der Scheitel C fteht 


| vielmehr um die Koordinaten 
Mn \ CB=aund BA=b, wovon 
u y die erftere in die Are felbft fällt 


und die legtere winfelrecht darauf 
fteht, von dem Anfangspunfte A. 
der Bewegung ab. Die Gefhwin- 
digkeit AD befteht aus den Seitengefchwindigfeitn AF—esin.« und 
AE= ccos. c. Bon ihnen ift die erjtere immer diefelbe, die letztere aber 
der veränderlichen Gejchwindigfeit pt gleich zu fegen, vorausgeſetzt, daß der 
Körper die Zeit & nöthig gehabt hat, um vom Scheitel C nad) dem eigent- 
lichen Anfangspunkte A zu gelangen. Es ergiebt ſich alfo: 

C.C0S. & 






Xı 








€ cos. — pt, folglid t = ‚ daher 
ın. pl? __ 0o?cosa? 
1, 0OB = ——— — und 
c? sin. cos. & c? sin.2« 
2) BA=b=ecsin a. t= ———— = _ I. 
# 


» 2p 
Hat man durch diefe Abftände den Scheitel C der Parabel gefunden, fo 
fann man, von da ausgehend, für jede beliebige Zeit den Ort O des Kör— 
pers beftimmen. Uebrigens gilt au, CM = x ud MO —=y geſetzt, die 
allgemeine Yormel: 


py V 20 
— — 0 ü ñ e 5n. — ⸗ 
x — oder Y i 


Anmerkung. Die ſeither abgehandelte Theorie der paraboliſchen, aus einer 
unveränderlichen Geſchwindigkeit und einer conftanten Acceleration hervorgehen— 
den Bewegung findet ihre Anwendung in der Balliſtik, ober der Lehre von 
der Wurfbewegung. Die ſchief aufs over abwärts geworfenen Körper würden in 
Folge ihrer Anfangsgefhwindigfeit (c) und ber Acceleration der Schwere (g — 
31%, Fuß) einen Parabelbogen durdlaufen, wenn der Widerſtand ‚der Luft be- 
feitigt wär, oder die Bewegung im Iuftleeren Raume vor ſich ginge. Iſt die 
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Wurfgefhwindigfeit nicht groß und der geworfene Körper fehr fhwer in Hinficht 
auf fein Volumen, fo fällt die Abweichung von der Parabel flein genug aus, 
um dieſelbe ganz vernachläfftgen zu Föonnen. Am vollfommenften wird noch bie 
parabolifhe Bahn an fpringenden Wafferftrahlen, wie fie fih beim Ausfluffe aus 
Gefäßen, bei Sprigen u. f. w. bilden, vorgefunden. Abgefchoflene Körper, wie 
3. B. Gefchüsfugeln, befchreiben in Folge des großen Luftwiderftandes, von der 
Parabel beveutenn abweichende Bahnen. 


$.39  Wurfbewegung. Ein unter dem Efevationswintel YAD=u« (Fig. 74) 
abgejchoffener Körper fteigt auf eine gewiſſe Höhe BC, welche die Wurfhöhe 


Big. 74. (franz. hauteur du jet; 

y engl. height of projection) 
genannt wird, und er erreicht 

T 7 C die Horizontalebene, von der 


er in A ausgegangen if, 
in einer Entfernung AD, 
welhe die Wurfweite 
(franz. amplitude du jet; 





a D engl. range of projection) 
N B e 
heißt. 
Aus der Geſchwindigkeit 
u c, der Acceleration g und 


dem Elevationswinkel folgt, 
nad $. 38, Inden man p durch 4 und «® durch 900 + «°, alfo cos. « 
durch) sin. & erfegt u. f. w.: 
c? sin. @? 


die Wurfhöhe CEB=ua— — und 
— 
die halbe Wurfweite AB—b— . 


Aus der letzten Formel erſieht man, daß die Wurfweite am größten aus— 
fällt, wenn sin. 2« — 1, alſo 2& — 909, d. i. « — 450 iſt. Ein unter 
dem Elevationswinkel von 45 Grad aufſteigender Körper erreicht alſo die 
größte Wurfweite. 

Auch iſt 

gb? 

2 0? cos. a?’ 
und für einen Punkt O der Wurfbahn hat man, wenn CM = x und 
MO = y deflen Goordinaten find: 


u = 


gu 
2.c? cos. a2’ 
oder, wenn er durch die Coordinaten AN —= x, und NO — yı angegeben 
werden joll, da 


= = 
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z—= C(M=BC— NO =a— y ımd 
y—=MO=AB-AN=b— a if: 

9b — x)? 


ATNTT ST eo, a’ 
folglid): 
' 9 (b — x)? gb? = 
— a — =, oder - — — *20 
— 2 0? cos. «?’ BR 2.02 cos. «2 iſt, 
age I, 
TEEN 2.02cos.«? 
Segt man inder Gleichung yı = xı fang. « — — für — 
2.02 cos. a?’ cos. cꝰ 


den Werth 1 + tang. «2, und Löft man diefelbe in Beziehung auf tang.« auf, 
jo erhält man folgenden Ausdrud für den Wurfwinfel (@), bei welchem ein 
durch die Coordinaten x, und y, gegebenes Ziel erreicht wird: 


tung.a = EEVe)=- 4 - (1 rt en). 








c 20? Yı E 
— —] - 4 — 2— ıa?r? . 
St — ri, ‚oder et — 2 gyı c?—=g?x/, alfo: 
=-Vsu +Va+ , 
To fällt einfach 
t 2 
ang. & — — 
; 9% 


aus. Kleinere Werthe fiir ce machen fang. « imaginär, und größere Werthe 
für e führen auf zwei Werthe für fang. @; im erften Falle ift das Ziel gar 
nicht zu erreichen, und im zweiten alle wird e8 entweder beim Steigen oder 
beim Fallen des geworfenen Körpers getroffen. 


Beifpiele 1) Ein unter dem Elevationswinfel von 66% mit 20 Fuß Ge: 
ſchwindigkeit auffteigender Waflerftrahl, dem alſo die Gefchwindigfeitshöhe 
h = 0,016 . 20? = 6,4 Fuß zufommt, fteigt auf die Höhe a=h sin. ?= 
6,4 (sin. 66°)? — 5,354 Fuß und hat die Wurf- oder Sprungweite 2b = 
2 .6,4 sin. 1320 = 2. 6,4 sin. 48° = 9,51 Fuß. Die Zeit, welde jedes 
Maffertheilhen braucht, um den ganzen Barabelbogen ACD zu durchlaufen, iſt 

Desin.a 2.20.sin. 66° 


i= — — — 1,17 Seeunde. Die Höhe, welche dem Ho: 
rizontalabſtande AN = x, = 3 Fuß entſpricht, iſt 
— 81,25 .9 0,35156 
— MB az ——— u nen 
91 = 3. Bang. 66° — 2 oo, (cos. war = OT Grass 


— 6,738 — 2,125 = 4,613 Fuß. 
2) Der aus einer horizontalen Röhre ausfliegende Wafferftrahl hat auf einer 
Höhe von 1%/, Fuß eine Sprungweite (halbe Wurfweite) von 5Y, Buß; wie 
groß ift die Sefäwindigfeit des Waſſers? 
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2 2 2 
Aus der Formel & — = fg A = — hierin x = 175 und 


2c?2 
’ 5,252 Re z 
y = 5,25 gefeßt, ergiebt ſich A—= I1n” 8,937 Buß, und die biefer Höhe 
+4 


entfprechende Gefchwindigfeit c = 15,68 Ruf. 


$. 40 Springende Wasserstrahlen. Die Eigenthinmlichfeiten der Bervegung 
des Waſſers in fpringenden Strahlen werden befonders durch Folgendes dar- 
gethan und zur Anſchauung gebracht. Nad) dem VBorftehenden find 
gx2[1 + (tang. «)?] * 
2c? 
 ge?[l + (tang. 0,)?) 
| 2.0? 
die Gleichungen der Parabeln, welche zwei mit derfelben Gejchwindigfeit c 
unter verfchiedenen Neigungswinfeln & und « auffteigende Wafferftrahlen 
bilden. Sept man x, — x und fubtrahirt man diefe Gleichungen von ein- 
ander, fo erhält man die neue Gleichung 





y=xtang. a — 


Yı = xı fang. , 


x? 
y— yı =x(tang. a — tang. a) — lang. «)? — (tang. &,)?] 


—= 2 (lang. a — tang. a) (1 — * (tang. a + tang. a)) . 


Nimmt man ferner an, daß diefe beiden Wafferftrahlen nahe unter den- 
jelben Winkeln auffteigen, und verlangt man endlich, daß beide Parabeln 
einen Punkt gemeinfchaftlich haben, fo hat man yı —=y, daher 


® (lang. a — tang. &,) (1 — BT (tang. & + tang. «) — 0, alſo 


© 
3; (ang. +tang. a) =1, 
oder, da ſich &; a fegen läßt, einfach 
9% tang.« 
c? 


Führt man diefen Ausdrud in der Gleichung 


ce? 


= 1, folglid) tang. a — 7: 


2 
y—ztang.a— > [1 + (fang. a)?] 


ein, jo erhält man die Gleichung 
BR 2 
9 20 g? =) u 
dev Curve DPSPD, Fig. 75, welche durch die benachbarten Punfte 
geht, worin fich je zwei der mit verfchiedenen Winkeln aus einem und dem- 
felben Punkte A auffteigenden Parabeln fchneiden, und daher auch das ganze 
Syſtem der Parabeln ACD, AOR u. f. w. berührt oder umhüllt. 
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2 
Die Sprunghöhe des fenfrecht auffteigenden Strahles iſt AS — 7 
und die Sprungweite des unter dem Winkel « — 45 Grad auffteigenden 


Big. 75. 





2 ej 2 — 
Strahles ACD iſt AD—= 2. Tg. — 248 
29 29 


Berlegt man den Coordinatenanfangspunft von A nad) S, erjegt man 
alfo die Koordinaten AN—=x und NP= durch die Coordinaten 
SU=uwm UP=v, fo hat man 

2 
y=4S—SU= — —-umr=4AN=UP=o, 
daher geht die obige Gleichung 


c? g#: 


— — ——_ in folgende über: 
3, 20 folg 
2 22 
ER — As oder vo? — er u. 
20? 9 


Dieſe Gleichung gehört der gemeinen Parabel mit dem Parameter p — 
902 — 
44 an, und es iſt daher auch die Umhüllungscurve DPSPD 
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der jämmtlichen aus demfelben Punkte A auffteigenden Waflerjtrahlen die 
gemeine Parabel mit dem Scheitel S und der Are SA. 


Fig. 76. 





Ein nad) allen Richtungen aus A auffteigender Strahlenbündel wird 
folglicd) von einem Paraboloid umhüllt, welces durch Umdrehung der Um: 
hüllungseurve DPSPD um AS entjteht. 

It £ die Zeit, in welcher der in einer Parabel auffteigende Körper den 
Bogen A O, ig. 76, zurücklegt, deffen Koordinaten AN—=x und NO=y 
find, jo hat man 


—— — gt: 
x = ct cos. und y — ctsin.a — — folglich auch 


tꝰ 
et 

Set man nun diefe Werthe für cos. und sin. in die befannte trigo- 
nometrifche Formel (cos. ©)? + (sin. «)? — 1 ein, fo erhält man folgende 
Gleichung: 








x ; 
008.0 = TE und sin. & — 
C 


x 4: (y + 1/, gt2)? 

(et)? (et)? 
Wenn von einem Punkte A, Fig. 76, aus gleichzeitig in derfelben Ver— 
ticalebene Körper unter verſchiedenen Neigungswinkeln emporgeworfen werden, 








— 1, oder HH y+Hl,gt)?—et. 
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jo find die Orte, welche diefelben nad) irgend einer Zeit ? einnehmen, durch die 
zuleßt gefundene Gleichung beftimmt, welche einem Kreife vom Halbmefjer 
r — ct angehört, defjen Mittelpunkt um die Größe a — !/, gt? ſeukrecht 
unter dem Ausgangspunfte A liegt und ſich daher auch im der Form 
x? +(y-+ a)?=r? darftellen läßt. Diefer Kreis wird daher aud) gleid- 
zeitig von den im einem und demfelben Augenblide aus A auffteigenden 
Elementen fpringenden Waſſerſtrahlen ACD, AOP, ALS... ewreidtt. 

c? 


z 
—— 045% nd AB=—, 
c 008.0 2 


Va daher die Zeit zum 


Setzt man in der Formel fd, — 


e 
2905.45 


Durchlaufen des Parabelbogens ACD, t — 2, = ve ‚ und den Halb- 


mefjer des Kreifes DLD, welder von den verjchiedenen Wafferelementen 
gleichzeitig erreicht wird: 


ein, jo erhält man f, — 


KD—r—=c— —V2 — —A—— — 2,828. 48, 
jowie den Abjtand des Mittelpunftes K von A: 
41 I— 0 — a — 540 
Az mei gi u er —2468 

Theilt man nun DK in 4, ſowie AK in 16 gleiche Theile, jo kann 
man, da r mit und a mit £? proportional wächſt, aus den Theilpunften 
1,4, 9 von AK mit Y, DK, ?/,DK und 3/, DK andere Kreiſe bejchrei- 
ben, welche andere in gleichen Zeiten durchlaufene Parabelbögen abjchneiden. 
So jchneidet 3. B. der aus (1) mit 1@a—=!/, DK beichriebene Kreis in 
den Punkten &, «,..., fowie der aus (4) mit 46 — DA befchriebene 
Kreis in den Punkten 6, ß,... gleichzeitig durdhlaufene Parabelwege A «, 
Acı..., jowie Aß, Aßı... ab. 

Dreht man diefe Kreife um die verticale Are XL, jo bejchreiben fie die 
Kugelflächen, welche die gleichzeitig durchlaufenen Parabelwege begrenzen, 
wenn die Strahlen rund herum, nad) allen Richtungen und unter allen Nei— 
gungswinkeln aufjteigen. 


Krummlinige Bewegungen überhaupt. Aus der Bereinigung $. Al 
von mehreren Gefchwindigfeiten mit mehreren unveränderlichen Accelerationen 
entipringt ebenfalls eine parabolijcdhe Bewegung, denn es lafjen ſich nicht 
nur die Gefchwindigkeiten, jondern auch die Accelerationen zu einer einzigen 
vereinigen; es ijt alfo das Ergebniß daffelbe, ald wenn nur eine Geſchwin— 
digfeit und nur eine Acceleration, d. i. nur eine gleichförmige, und nur eine 
gleichförmig beichleunigte Bewegung vorhanden wäre. 

Sind die Accelerationen veränderlid), jo fann man fie ebenjo gut zu einer 
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mittleren vereinigen, als wenn fie conftant wären, denn es iſt erlaubt, die- 
jelben in einem unendlich Heinen Zeittheilden (r) als unveränderlid), die 
entfprecjyenden Bewegungen aljo innerhalb diefes Theilchens als gleichförmig 
befchleunigt anzufehen. Allerdings ift die refultivende Acceleration veränder- 
li), wie ihre Gomponenten ſelbſt. Bereinigt man num diefe rejultirende 
Acceleration mit der gegebenen Gejchwindigfeit, jo läßt ſich ein Kleiner Para— 
belbogen angeben, in welchem die Bewegung während eines Heinen Zeittheil- 
chens jtatthat. Beſtimmt man jo für das folgende Zeittheilchen wieder die 
Sejchwindigfeit und die mittlere Acceleration, jo läßt ſich ein neues, einer 
anderen Parabel angehöriges Bogenſtück finden, und fährt man fo fort, fo 
erhält man nad) und nad) die angenäherte vollftändige Bahncurve. 


$.42 Man kann jeden fleinen Bogentheil irgend einer Curve als einen Kreis— 

bogen anfehen. Der Kreis, welchen diefer Bogen zugehört, heißt Krüm— 

mungskreis (franz. cerele osculateur; engl. circle of curvature), und 

fein ihm zugehöriger Halbmeffer Krümmungshalbmefjer (franz. rayon 

de courbure; engl. radius of curvature). Es läßt ſich ebenjo die Bahn 

eines bewegten Körpers aus Kreisbogen zufammenjegen, und deshalb eine 
Formel für ihre Halbmeffer entwideln. 

Es ſei AM (dig. 77) ein fehr Heiner gleichförmig befchleunigt zurück— 


gelegter Weg = in dev Richtung AX, und AN ein fehr Fleiner, 
Fig. 77. gleihförmig durchlaufener 


Weg y=rr, und O der 
vierte Endpunft des aus x 
und y conftruirten Baralle- 
fogramms, d. i. der Punkt, 
welchen der von A aus 
gehende Körper am Ende 
des Zeittheilchens (7) ein- 
nimmt. Legen wir 40 
rehtwinfelig gegen AY 
und fehen wir num zu, aus 
welchem Punkte C in die- 
ſer Linie ſich ein Feiner 
Kreisbogen durch A und O 
befchreiben läßt. Wegen 
der Kleinheit des Bogens 
AO fünnen wir annehmen, 
daß nicht allein CA, jon- 
dern auch die Gerade CO.P 
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vechtwinfelig gegen A Y ftehe, daß aljo im Heinen Dreiede NOP ber Winkel 
NPO ein rechter fei. Die Auflöfung diefes Dreieds giebt: 


2 ry 
OP= ONsin. ONP— AM sin. XAY— —* sin. a, 
und die Tangente 
pr? pr 
AP=AN+NP=vt+ z— o.0= (e 4 eoa. e) t. 


welche ſich — vr fegen läßt, weil T cos. @ wegen des unendlich Heinen 


Factors T gegen v verjchwindet. Nun ift aber nach der Pehre vom Kreife 
AP—= PO.PO+ 2C0), oder, da PO gegen 2 CO verjchwindet, 
AP®— PO.2CO; es folgt daher der gefuchte Krümmungshalb- 


mefjer: 
AP? "  gir? v? 

ZN 2PO prsina psina 

Um den Kriimmungshalbmeffer conftruivend zu beftimmen, trage man auf 
die Normale zur anfänglichen Bewegungsrihtung A Y die Normalaccele- 
ration, d. i. den normalen Componenten p sin. al8 AD auf, verbinde 
den Endpunkt EZ der Gefchwindigfeit AZ — v mit D durd) die Gerade 
DE und ziehe EC winkelrecht auf DE; der dadurd) beftimmte Durchfchnitt 
C mit der erſten Normalen ift der Mittelpunkt des Krümmungsfreifes durch A. 

Durch Umkehrung der Tegten Formel folgt die Normalacceleration 








‚2 
n = psin.a — —; es wächft hiernach diefelbe wie das Quadrat der Ge- 


ſchwindigkeit vo und umgekehrt wie der Krümmungshalbmeffer *, alfo direct 
mit der Stärke der Krümmung. 


Beifpiel. Bür die dur die Acceleration der Schwere bewirfte parabolifche 


2 
Bahn ift 7 — 0,082 * er und im Scheitel diefer Eurven, wo « — 900, alfo 


sin.e —=1, fällt r = 0,032 c? aus. Bei einer Gefhwindigfeit von 20 Fuß 
ergäbe fih alfo r — 12,8 Fuß; je mehr ſich aber der Körper vom Scheitel ent- 
fernt, defto Heiner wird « und defto größer wird folglich der Krümmungshalb- 
meffer. 


Hat der Punkt A da8 Wegelement AO — 0 durchlaufen, fo ift feine 8. 43 
Geſchwindigkeit eine andere geworden, weil ſich nun zur anfänglichen Ge- 
ſchwindigkeit » in der Richtung von A Y die erlangte Gefhwindigfeit pr in 
der Richtung von AX gefellt, und es ift folglich fir den neuen Geſchwin— 
digfeitswerth ©, dem Parallelogramm der Gefchwindigfeiten zu Folge: 

vv? + 2vpr cos. + pr? = v? + pt(2vcos.a@ + pr), 
oder da pr gegen 2vcos.« verſchwindet, 
vo; =v? + 2pvr cos. c. 
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Noch ift vr das Wegelement AN— AO=0, und p cos.a die Tangen- 
tialacceleration, d. i. der Component k der Ucceleration p in der Tan- 
genten- oder Bewegungsrichtung, daher hat man: 

v — vꝛ¶ 





= ko. 


Auch ift 6cos. « die Projection ARE, ded Wegelementes in der Rich— 
tung der Acceleration, daher hat man aud): 
ve — v? 
49 
Bei fortgefeßter Bewegung geht nad) und nad) ©, in %g, 23... ©, über, 
wobei die projicirten Wegtheile um 62 Ey... &u wachſen, es ift 





— — 











” — Mo v2 — v; vu — vi 
— p&:, — = DE... — —=pE, 
daher folgt durqh Addition: 
* * —6* 44 


wenn x die Projection des ganzen — in der Richtung AX der 
Acceleration bezeichnet. Auch läßt ſich 

»—- Pr Mr ahTta t2) 

—— * n — 
ſetzen, wenn die Acceleration variabel iſt und nach und nach die Werthe 
Ps Pa -.- Pu annimmt. 

Es ift alſo die Gefhwindigfeitsveränderung gar nicht von der Geftalt 
und Größe, fondern nur von der Projection z des Weges in der 
Richtung der Acceleration abhängig. Aus diefem runde haben z. B. die 
Waſſerelemente ſämmtlicher fpringenden Strahlen in Fig. 76, wenn fie eine 
und diefelbe Horizontale FH erreichen, eine und diefelbe Geſchwindigkeit. Ift, 
wie oben, ce die Austritts- oder Anfangsgefchwindigfeit, © die Gefchwindigfeit 
in HH, und b die Höhe der Linie ZZ über dem Anfangspunft A, fo 
hat man 

v2 — 02 
—— 9b, und daher 
v—Ve — 2gb. 

Iſt an einer gewiffen Stelle der Dewegung, « — 90 Grad, fo füllt die 
Zangentialacceleration A — p cos. « — 0 aus und die Normalacceleration 
n — psin.a mit der mittleren Acceleration p zuſammen. Auch ift dann die 
Beränderung des Gefchwindigfeitäquadrates bei Durdjlaufung eines Weg- 
elementes 0, 2? — 0? —0, alfo 7, —=r; und wenn fid) num bei fortgejegter 
Bewegung in einer Curve die Richtung der Acceleration jo ändert, daß fie 
jtets normal zur VBewegungsrichtung bleibt, aljo eine Tangentialacceleration 
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ar nicht vorkommt, fo it auch bei Durchlaufung eines endlichen Curven— 
weges, — 7? —0. allo »,—r. unveränderlich, aljo die Endgejchwindigkett 
gleich der Anfangsgeſchwindigkeit r. 
Die Normalacceleration, bei welcher diefe Beſtändigkeit dev Geſchwindigkeit 
ſtatthat, ift 
Me E 
und jie fällt bei der Bewegung im Kreife AOD, Fig. 78, da hier der 
Krümmungshalbmefler (A—=CO—CD=r conſtant ift, ebenfalls 
unveränderlich aus. Umgekehrt bringt aud) 





Ätg. 78. 
eine unveränderlicdye Acceleration, weldye den 
Ari — BAR ER 
— — Körper unaufhörlich rechtwinkelig von ſeiner 
£ — * Bewegung ablenkt, eine gleichförmige Umdrehung 
im Kreiſe hervor. 
n b 
ic 
| Beifpiel. Gin Körper, welder in einem 
\y P, Kreife von 5 Ruß Halbmeffer fo herumgeht, daß 
DI E22 er zu jeder Umdrehung 5 Secunden Zeit braucht, 
— ca 
s hat vie Gefchwindigfeit ce — = = en - 
u (6,283)2 : 
—=2.n = 6,2853 Ruß, und die Normalacceleration 2 = 7586 Fuß; 


dv. h. er wird in jeder Secrunde um , p = \, . 7,896 = 3,948 Fuß von der 
geraden Linie abgelenft. 


Krummlinige Bewegungen überhaupt. Bewegt jid) ein Punkt ?, 
Sig. 79, nach zwei Nichtungen AX und AY zugleich, fo laſſen jich feine 
Wege AK—=LP—=x ud AL—KP=y als Goordinaten der von der 

tg. 79. Bahn deijelben gebildeten Kurve 
APW anjehen, und ift num 
öt das Zeitelement, innerhalb 
deffen der Körper die Weg— 
elemne PR =65x uw 
RQ = 0y zuriidlegt, jo hat 
man nad) ($. 20) die Ab— 
ſeiſſengeſchwindigkeit:— 

x 


jowie die Ordinatenge— 
Ichwindigfeit: 

oY 

ot’ 

und daher die daraus refulti» 


Welebach' Lehrbuch der Metanif Bp. 1. 3 


2) v= 
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rende Tangential= oder Curvengeſchwindigkeit, werm die Bewegungs— 
richtungen AX ımd A Y den nn einschließen: 

— ey [6x2 +9y: — +oy:_ 
3) v—=Vute— | (= +(4 el Baar Y? =—, 
wo Os das Gurvenelement PQ bezeichnet, welches nach Art. 32 der analy- 
tiichen Hülfslehren 





Vor +0y? zu jegen tft, 
Ebenfo ift die Abfeiffenacceleration nad) (S. 20): 


* eu 
Fig. 80. 4) v ——, 
3 At 
jowie die Ordinatenacce- 
(eration: 
on 
5 ge 
) = rg 


Für den Tangentemwin- 
el PTZ=0OPR>K m 
welchen die Bewwegungsrichtung 
Pw von der Abfciffenrichtung 
abweicht, hat man: 





ve 0%Y 
— long. = ————, 
? u 0x 
: ſowie aud): 
a v 0y 
Ne sin. « ⸗ ——— und 
es 
u 0% 
008.0 = ————: 
w ös 


Die Accelerationen p und 4 laſſen ſich nad) der Tangentialrihtung P7 

und nad) dev Normalrichtung PN in die Gomponenten: 

Pı = peos. « und P, — p sin. «&, ſowie 

gı — gsin. ec und 1 = q cos. 
zerlegen, woraus ſich durch eine andere Zufammenfegung die Tangential- 
acceleration: 

k=p + =peoos.e + qsin.« 

_ du u EEE uou + rör 


— Te IT wöt 
und die Wormalacceleration: 
n=m — J.e — P Sin. & — gcos. 
—u or u __vou— uor 
U vo dB ww wot 


ergiebt. 
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Rum folgt aber aus u? + oe — we? durch Differenzitren: 
ueutrör—=wcw, 
daher iſt einfach die Tangentialacceleration: 





Ferner ergiebt ſich aus tang.a— —: 
1 


ucr—rcu 
lang. a —— 
u 
(1. analyt. Hülfslehren Art. 8), und es it der Krümmungshalbmeſſer CP 
— (0% des Bogenelementes PQ, nad) Art. 33 der analytischen Hilfslehren : 
cs? 


Ce x?Ctang.a' 


r—= — 


daher folgt: 

ve du — uor—= — u?ctang. a — ——— = — 
9 ror? röt? r 

und daher die Normalacceleration einfach 








u? 0s3 Cs? es (= 2  w?ös 





= wos w 0s ww? 
= ——-.—_. 
rwot r 01 r 
Endlich folgt: 

ow es, 

Kor =; 08—  ör=wön; 
woraus ſich nun wie in ($. 20): 

. w?—.c? » 
8) - — = /kOs 


ergiebt, wenn man annimmt, daß bei Durchlaufung des Weges s die Ge- 
ichwindigfeit e in = übergeht. Es iſt aljo auch bei der frummlinigen 
Bewegung die halbe Differenz der Gejhwindigfeitswerthe das 
Product aus der mittleren Acceleration (k) und dem Wege s. 
Ebenſo ift pox + yOy=udutrer—=uwbe, aljo auch nod): 


ww? — ec? 


2, — /(pöxr+goy)= [por + fa0y, umd 





10) [kes — /p0x + / a°y, oder 
kös=p0or + q9y. 
Das Product aus der Tangentialacceleration und dem Cur— 
venelemente ift aljo glei der Summe von den Producten aus 


den Coordinatenaccelerationen und den ihmen entjprehenden 
Eoordinatenelementen. 


3” 


116 Erſter Abſchnitt. Zweites Gapitel. Is. 44. 


Beiipiel. Gin Körper bewegt ſich in der einen Are AX mit ver Geſchwin— 
digkeit 4— 128, undin ver anderen Are AY mit der Gefhwindigfeit — 41° -— 9: 
man foll die übrigen Verhältniffe ver hieraus refultirenden Bewegung ermitteln. 
Die entſprechenden Goorvinatenaccelerationen find: 

Pp==12, und g= — =, 
und vie zugehörigen Geordinaten oder Arenwege jelbit: 


s=fust= [ıztdt = 6%, und 


’ * 4 
y-/[vii= [ur -Nt=zH — 9, 
® ‘ 3 
wofern diefe Näume mit der Zeit t = 0 beginnen. Die Curven- oder Tangen— 
tialgefchwindigfeit iſt: 
v=-V @tR-Viar tar P- Ver +rRe+e=irH+N, 
folglih die Tangentinlacceleration: 
d 
— — St 
v8 
— der Orvinatenacceleration q, und der Gurvenweg: 
2 . 4 
s=/ ve=/ a2 +N)M= = 


Ferner ift für die Bewegungsrichtung: 
v 42 —9 a — 9 





tang.e = == 57 > as: 
daher: 
42 +9 
dtang.e == ET 
ind. —— 1942 df, 
und der Krümmungshalbmefier der Bahn: 
at En 2, BT SUR 
— dardtang.e iaedefy Im 
Meet 
12 


Hiernach iſt nun noch die Normalacceleration, wodurch der bewegte Körper die 
ftetige Richtungsänderung erleidet: 


w? u 
n=——=— 12, alfo conitant. 
Fi 
Die Sleihung der Bahneurve folgt, wenn man d = V Fa in der obigen 


Gleichung für y einfept: 


34V VE=@e- VE 


Die Ordinate y ift”ein Marimum rev = Od. if =, alfo für 


3 ; 9 __27 
er MR ZI F IT 
4 9 3 3 
Sie if dagegen = 0, für a 7, oder t — und = 3. Es 
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läuft alfe die Bahncurve anfangs unter der Abfeiffenare bin, durchſchneidet nad 
der Zeit £ —— und zwar bei der Abſciſſe x — Se diefelbe, und bleibt 


von da an über diefer Are. 

Folgende Tabelle enthält eine Zufammenitellung der aufammengebörigen Merthe 
von £, u, v, w, x, %, tang. «, r und s, wonach die entfprechende Bahncurve 
ABUDE in Fig. 81 conitruirt if. 


Fig. 81. 
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Relative Bewegungen. Bei der gleichzeitigen Bewegung zweier $. 45 

Körper findet eine immmerwährende Veränderung in der gegenfeitigen Lage, 

Entfernung u. 1. w. derfelben ftatt, welche jid; mit Hilfe des Obigen für 

jeden Zeitpunkt wie folgt beftimmen läßt. Es ſei in Fig. 82 (a. f. S.) A der 

Anfangspunft des einen Körpers, B der des anderen; jener rücke in der 
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Richtung AX im einer gewiſſen Zeit (M) nach M, diefer in der Richtung 
BY in eben diefer Zeit nach N; ziehen wir nun MN, fo erhalten wir in 
diefer Pinie die relative Yage und Untfernung der Körper A und B am 
Ka. 82. Ende diefer Zeit. Yegen wir AO 

. parallel mit MN und madjen aud) 


AO—=MN, fo wird die Yinie AO 
— — die gegenſeitige Lage der Körper 4 
und B ebenfalls angeben. Ziehen 
/M wir noch ON, fo erhalten wir ein 
Parallelogramm, in weldem auch 
ON=AMift. Machen wir end- 
fid} noch BQ parallel und gleidy der NO und ziehen 0 Q, fo erhalten wir 
ein neues Barallelogranım BNOQ, in welchen die eine Seite BN der 
abjolute Weg („) des zweiten Körpers, die andere Seite BQ der nad) ent- 
gegengefegter Nichtung gelegte Weg (x) des erften Körpers, und der vierte 
Edpunft O der relative Ort des zweiten Körpers ift, wofern ev nämlich auf 

den als unveränderlicdy anzufehenden Ort des erften Körpers bezogen wird. 
Man findet alfo den relativen Ort O eines bewegten Körpers (B), 
wenn man diefen Körper außer feiner eigenen Bewegung (BN) mod) die: 
jenige AM des Körpers (A), worauf man den Ort bezieht, in umgekehrter 
Richtung, alfo 37 Q, beilegt, und nun nad) den gewöhnlichen Regeln, 5. B. 
mit Hilfe eines Parallelogrammes BN OQ, diefe Bewegungen zufanmenfegt- 
8.46 2 Sind die Bewegungen der Körper A und 2 gleihförmig, ſo kann man 
für AM und BN die Geſchwindigkeiten e und c,, d. i. die Wege im einer 
Secunde, einjegen. Man erhält deshalb die relative Geſchwindigkeit 
des einen Körpers, wenn man demfelben außer feiner eigenen 
abjoluten Geſchwindigkeit auch noch die des Körpers, auf wel: 
hen man die erſte Geſchwindigkeit bezieht, in entgegengefegter 
Richtung beilegt. Auch findet daſſelbe Verhältniß mit den Accelerationen 

ftatt. 

Bewegt ſich z. B. ein Körper A, Fig. 83, in der Richtung 40 gleich— 
förmig mit der Gefchwindigfeit c, und ein Körper B in der Richtung BY, 
Fig. 8. welche mit BX den Winfel « einſchließt, 
bei Null Anfangsgeichwindigfeit mit der 
conftanten Acceleration p, jo kaun man 
and) annehmen, daß A ftill ftehe und P 
außer der Acceleration p noch die Ge: 
ichwindigfeit (— ec) in der Nichtung 
BX, || AX befige, wobei ex folglich) 
relativ eine paraboliſche Bahn ZOP 
— durchläuft. Die in der Zeitet durch— 
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nt? 

laufenen Wege in den Richtungen BY und BX, find: BN — 2 und 
2 

BM= et, wovon fid) die eritere in die Componenten N R= "“ c08. & 


ud BR= 2 sin. ee zerlegen läßt, welche parallel und rechtwinkelig zu 
AX geridjtet find. Sind mın AC—= a und CB — b die anfänglichen 
Coordinaten des Punktes B in Hinfiht auf A, fowe AK—=xr um 
KO= y die Coordinaten deilelben nad) der Zeit Z, jo hat man, da 
AK=AU—ON— NR KO=ÜB—BR if, 


{? 2 ; 
2=a—ct— cos. « ud y—=b — —* sin. « und die 


entiprechenden relativen Gefchwindigfeiten: 
u —c— ptcos.a dv —= — pt sin. @. 
Aus der Abfeife x bejtimmt ſich bie Zeit: 


ea ı ( c ) c 
p cos. « (2 « pcos. x 


dagegen aus der Ordinate y: 








— 2 — 9) 
psin.« 


Yäuft der Körper B in der Yinie AX dem Körper A entgegen, fo ift ſo— 
wohl b = 0, als ud) « — 0, daher 


= ı + (2 se 


und fest man x — 0, jo folgt die Zeit, nad) — die Körper zuſam— 


menſtoßen: 
= vage (2) - _V2aop+@—e 
pP p 
Läuft dagegen der Körper B in der eine Fr den Körper A voraus, ſo 
iſt « — 180°, daher die Entfernung defjelben vom legten Körper: 


pt? 2 5 — 
= u—e.t+ IT, und umgekehrt, die Zeit, an deren Ende die Körper 


um 2 von einander entfernt find: 


+ « Bu Sa 


Die entjprechende — u —c+ pt iſt = O, und die Ent- 
23 A C c? 
fernung & ein Minimum für E — si und zwar 2a — —- 


— 
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Für jeden anderen Werth von — giebt es zwei Zeitwerthe, dem einen 


größer und den anderen fleiner als = 


Anmerkung. Die vorftehende Theorie der relativen Bewegung findet fowohl 
in ver Himmels- als auch in der Mafchinenmechanif vielfache Anwendung. Behan— 
deln wir hier nur folgenden Ball. Ein Körper A, Fig. 84, bewegt fich in der Richtung 
AX mit der Gefhwindigfeit c,, und foll von einem anderen Körper B getroffen 
werben, welcher die Gefchtwindigfeit c, hat; welche Richtung iſt demfelben zu geben? 
Ziehen wir AB, tragen wir c, an B in umgefehrter Richtung, und vollenden 
wir aus c, und c, ein PBarallelogramm Be,cca, defien Diagonale ce auf AB 
fällt, fo erhalten wir in ver Richtung der Seite Bez —= cy deſſelben zugleich 
die gefuchte Richtung 3 Y, in welcher der Körper B zu bewegen ift, damit er 
den Körper A treffe, und zugleih in dem Durdfchnittspunfte C der beiden 
Richtungen AX und BY die Stelle des Jufammenftoßes. Iſt « der Winfel 
BAX, um welden AX, und 3 der Winfel ABY, um weldhen BY ven AB 
abweicht, jo hat man: 

sin.ß _ 6 

sine 5 
Diefe Formel findet auch ihre Anwendung in der Aberration des Ster: 
nenlichtes, welche aus der Zufammenfeßung der Gefchwindigfeit c, der um 
N die Sonne laufenden Erde A und der Gejchwin- 
Sig. 84. digfeit c, des Sternenlichtes B hervorgeht. Es ift 








D c; circa 4 Meilen und cz — 42000 Meilen, folglich: 
/ * —— — 4 sin. vin. 
/ 000 — 10500’ 
/ — und hiernach die Aberration oder der Winkel ABC 
— — ß, um welchen die Nichtung AB, in welcher 


/ £ man den als unendlich entfernt anzufehenden Stern 
; / iieht, von der Richtung BC oder AD abweicht, in 

Y — velcher er fi wirklich befindet, 3 = 20” sin. e; 

c WW ü alfo für « — 900, d. i. für einen Stern, welcher fich 

I winkelrecht über der Erdbahn (in dem ſogenannten 

J Ekliptikpol) Befindet, 3=20". In Folge dieſer Ab— 

weichung fiehbt man alfe einen Stern in der Bewer 

gungsrichtung der Erde ſtets 20” von feinem wahren Orte abgerüct, und es 
befchreibt folglich ein Stern in ver Nähe des Ekliptifpoles im Laufe eines Jahres 


Fig. 85. Icheinbar einen Heinen Kreis von 20 Ses 
0 2 cunden Halbmeffer um feinen wahren Ort. 
— Bei Sternen, welche in der Ebene der 


Erdbahn ſtehen, bildet dieſe ſcheinbare 
Bewegung eine gerade Linie, und bei den 
übrigen Sternen gehen dieſe ſcheinbaren 
Bewegungen in Ellipſen vor ſich. 
Beiſpiel. Ein Dampfwagenzug fährt 
auf der Schienenbahn AX, Fig. 85, von 
A aus mit 35 Fuß Gefchwindigfeit; ein 
anderer gleichzeitig von B aus auf einer 
Bahn BY, welche mit ver eriteren den 
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Winfel BDX — 56° einfchließt, mit 20 Fuß Gefchwindigfeit. Wenn nun die 
anfänglichen Abitände AC — 30000 Ruß und CB=24000 Fuß betragen, wie 
groß if die Entfernung AO beiver Wagenzüge nad einer Viertelitunde? Aus 
der abioluten Gefhwindigfeit BE= ec, —=20 Fuß des zweiten Zuges, der um: 
gefehrten Geſchwindigkeit BF= c = 35 Fuß des erſten Zuges und dem 
eingefchloffenen Winfel EBF=a«—=180° — BD C = 180% — 560 — 1249 folgt 
die relative Gefchwindigfeit des zweiten Zuges: 

BG=Ve®+c?+2cocos.«a— V35? + 202 — 2.35.20. cos. 56° 
— V 1225 + 400 — 1400 cos. 56° —= V 1625 — 782,9 — V 842,1 = 29,02 Fuß. 

Kür den Winkel GBF = 9, den die Richtung der relativen Bewegung mit 
der eriten Bewegungsrichtung einſchließt, if: 

c, sin. 56° 20. 0, 8290 
2902 29,02 
Der in 15 Minuten = 900 Ser. relativ durdlaufene Weg ift BO = 29,02.900 
— 26118 Fuß, die Entfernung AB = V (30000)? + (24000)? = 38419 Fuß, 

2 
der Winkel BAC—= ABF, da deſſen Tangente a —= 0,8 iſt, hat den 
Werth w= 38040’, daher ift der Winkel ABO= + vw = 34° 50’ + 380 40’ 
— 7330, und die Entfernung der beiven Wagenzüge nah 15 Minuten: 


AO=V 
— V 384192 + 261182 — 2. 38419 . 26118 cos. 730 30° 
— V 1588190000 — 39850 Fuf. 


sin. g—= ; Log. sin. g = 0,75690 — 1, daher 9= 349, 50". 
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Zweiter Abſchnitt. 


Mechanik oder phyſiſche Bewegungslehre 
im Allgemeinen. 





Erftes Capitel. 
Grundbegriffe und Grundgefebe der Mechanik. 


Mechanik. Die Mechanik (franz. mecanique; engl. mechanics) ift die 
Wiſſenſchaft, welche von den Bewegungsgejegen materieller Körper handelt. 
Sie ift in fofern eine Anwendung der Phoronomie oder Cinematik auf 
die Körper der Außenwelt, als die legtere ji) nur mit der Bewegung 
geometrifcher Körper befaßt und die Urfachen der Bewegung außer Be- 
tracht läßt. 

Die Mechanik ift ein Theil der Naturlehre (franz. physique generale; 
engl. natural-philosophy) oder der Lehre von den Gejegen, nad) welchen 
die Veränderungen in der Körperwelt erfolgen, nämlich derjenige Theil, 
welcher fic) mit den aus meßbaren Bewegungen hervorgegangenen Ber: 
änderungen in der materiellen Welt beichäftigt. 


8.485 Kraft. Kraft (franz. force; engl. force) ift die Urjache der Bewegung 


oder der Bewegungsveränderung materieller Körper. Jede Bewegungsver: 
änderung, 3. DB. jede Veränderung in der Geſchwindigkeit eines Körpers ift 
als die Wirkung einer Kraft anzusehen. Aus diefen Grunde mejlen wir 
denm auch jedem frei fallenden Körper eine Kraft, die fogenannte Schwer: 
fraft, bei, weil derjelbe feine Geſchwindigkeit unaufhörlich ändert. Auf der 
anderen Seite iſt aus der Ruhe oder aus der Umnveränderlichfeit im Bewe— 
gungszuftande eines Körpers noch nicht auf die Abwejenheit von Kräften zu 
ichliegen; denn es können ſich die Kräfte eines Körpers gegenfeitig aufheben, 
ohne eine Wirkung übrig zu laſſen. Die Schwerkraft, mit welcher ein Kör— 
per zur. Erde niederfällt, befigt derfelbe auch nod), wenn er auf einem Tiſche 
ruht, e8 wird aber hier ihre Wirkung durch die Feſtigkeit des Tifches oder 
einer anderen Unterlage aufgehoben. 
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Gleichgewicht. in Körper ift im Gleichgewicht (franz. equilibre; $. 49 


engl. equilibrium), oder die Kräfte eines Körpers halten einander das 
Gleichgewicht, wenn diefelben ohne eine Wirkung übrig zu laffen, oder 
ohne Bewegung zu erzeugen oder zu verändern, einander aufheben oder ver: 
nichten. 

Bei einem an einem Faden aufgehängten Körper ift 3. ®. die Schwer: 
fraft in demfelben mit der Gohäfion des Fadens im Gleichgewicht. Das 
Gleichgewicht unter Kräften wird aufgehoben, und es entſteht Bewegung, 
wenn man eine von den Kräften entfernt oder auf andere Weife aufhebt. 
So geht z. B. die durch ein Gewicht gebogene Stahlfeder in Bewegung 
über, wenn dieſes Gewicht weggenonmmen wird, weil nun diejenige Kraft der 
Feder, welche man ihre Elaſticität nennt, allein noch wirft. 


Statif (franz. statique; eng. staties) iſt derjenige Theil der Mechanik, 
welcher von den Geſetzen des Gleichgewichts handelt; die Dynamik (franz. 
dynamique; engl. dynamics) hingegen handelt von den Kräften, imviefern 
fie Bewegungen hervorbringen. 


Eintheilung der Kräfte. Nad) ihren Wirkungen find die Kräfte 
entweder bewegende (franz. forces motrices, puissances; engl. moving 
forces) oder widerjtehende (Widerftände, franz. resistances; engl. resi- 
stances). Jene bringen Bewegungen hervor, oder vermögen diefelben zu 
erzeugen, diefe hingegen können diejelben nur verhindern und mäßigen. Die 
Schwerkraft, die Elaſticität einer Stahlfeder u. |. w. gehören zu den bewegen: 
den Kräften, die Neibung, Fejtigkeit der Körper u. ſ. w. find widerftehende Kräfte 
oder Widerftände, weil durd) fie nur Bewegungen verhindert oder vermindert 
oder beivegende Kräfte aufgehoben, aber Feineswegs Bewegungen hervor: 
gerufen werden fünnen. Die bewegenden Kräfte theilt man wieder ein in 
befchleumigende (franz. acceleratrices; engl. accelerating) und in ver— 
zögernde (franz. retardatrices; engl. retarding). Jene erzeugen eine 
pofitive, dieſe eine negative Acceleration, durch jene wird alfo eine beſchleu— 
nigte, durch diefe eine verzögerte Bewegung hervorgebracht. Die Widerftände 
find ftet3 verzögernde Kräfte, aber wicht alle verzögerude Kräfte find wider: 
jtehende. Bet einem ſenkrecht in die Höhe geworfenen Körper wirkt 3. B. die 


Schwerkraft verzögernd, deswegen iſt aber die Schwerkraft noch feine wider: 


jtehende Kraft, denn beim daranf folgenden Herabfallen des Körpers nimmt 
fie wieder die Stelle einer bewegenden Kraft ein. 

Noch unterjcheidet man beftändige (conftante, franz. constantes; engl. 
uniform) und veränderliche Kräfte (franz. variables; engl. variable) 
von einander. Während conftante Kräfte immer auf gleiche Weife wirken 
und eben deshalb in gleichen Zeittheilchen gleiche Wirkungen, d. i. gleiche 
Zufäge oder Abnahmen in der Gejchwindigfeit hervorbringen, find bei den 


RR 
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veränderlichen Kräften diefe Wirkungen zu verfchiedenen Zeiten verſchieden; 
während alſo aus jenen Kräften gleichförmig veränderte Bewegungen her— 
vorgehen, entiprechen diefen Kräften ungleichförmig bejchleunigte oder un- 
gleichförmig verzögerte Bewegungen. 


8,51 Druck. Drud (franz. pression; engl. pressure) und Zug (franz. 
traction; engl. traction) find die erjten Wirfungen der Kräfte auf materielle 
Körper. Vermöge derfelben werden Körper zuſammengedrückt und ausge 
dehnt, oder iiberhaupt in ihrer Form verändert. 

Der durch die lothrecht abwärts wirkende Schwerkraft hervorgebradhte 
Druck oder Zug, welchen die Unterlage eines ſchweren Körpers oder der 
Faden, woran eim Körper aufgehängt ift, auszuhalten hat, heißt das Ge— 
wicht (franz. poids; engl. weight) des Körpers. 

Druck und Zug, und alfo aud) Gewicht find Größen eigenthitmlicher Art, 
die zwar nur unter einander verglichen werden, aber als Wirkungen der 
Kräfte zum Maße derſelben dienen können. 

Die einfachiten und deshalb gewöhnlichiten Mittel zum Meilen dev Kräfte 
find Gewichte. 


8.52 Gleichheit der Kräfte. Zwei Gewichte oder auch zwei Drücke oder 
Züge, und alfo aud) die Kräfte, welche legteren entfprechen, find gleich, 
wenn man eine durch die andere erjegen kann, ohne dadurd) eine andere 
Wirkung zu erhalten. Wenn z. B. eine Stahlfeder durch ein ange- 
hängtes Gewicht G genau jo gebogen wird wie durch ein anderes, genau 
ebenfo angehängtes Gewicht G,, To find diefe Gewichte, und deshalb auch 
die Schwerfräfte in beiden Körpern, gleich. Wenn ebenfo eine belaftete 
Waage (franz. und engl. balance) jowohl durch das Gewicht @ als auch 
durch ein anderes Gewicht G,, welches man an die Stelle von G fegt, zum 
Einfpielen gebracht wird, fo find diefe Gewichte GE und G, gleich, die Waage 
mag librigens gleich oder ungleiharmig, und die RE Belaftung derfelben 
mag groß oder Hein fein. 

Ein Drud oder Gewicht (Kraft). ft 2, 3, 4 u. ſ. w. und itberhaupt 
nmal fo groß als ein anderer Drud u. |. w., wenn er diefelbe Wirfung 
hervorbringt als 2, 3, 4 . . . » Drüide der zweiten Art zufanımen. Wenn 
eine Übrigens beliebig belaftete Waage durch ein Gewicht (GT) ebenfo zum 
Einfpielen gebradjt wird, als durch Auflegen von 2, 3, 4 u. ſ. w. gleichen 
Gewichten (6), fo ift jenes Gewicht ((6) 2, 3, 4 u. ſ. w. mal fo groß als 
diefes Gewicht (Gr). 


8.53 Materie. Materie (franz. matiere; engl. matter) ift Dasjenige, wo- 
durch die Körper der Außenwelt, die wir, im Gegenfag zu den Körpern der 
Seometrie, auch materielle oder phyſiſche Körper nennen, auf unfere 
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Sinne wirfen. Maſſe (franz. und engl. masse) ift das Quantum dev einen 
Körper bildenden Materie. 

Körper von gleihem Volumen (franz. und engl. volume) oder gleichen 
geometrischen Inhalte haben meiſt verschiedene Gewichte, wenn ſie aus ver: 
Ichtedenartigen Materien beitehen. Man fanı daher aus dem Volumen 
eines Körpers auf defien Gewicht noch nicht ſchließen; es it dazu vielmehr 
nöthig, daß man das Gewicht von einer Bolumeneinheit, 3. B. von einem 
Eubiffuß, Cubikmeter u. j. w. der Materie des Körpers fenne. 


Gewichtseinheit. Das Meſſen von Gewichten oder Kräften beiteht $. 54 
in einer Vergleichung derjelben mit einen gegebenen und unveränderlidyen, 
zur Einheit angenommenen Gewichte. Die Answahl diefer Gewichts- oder 
Krafteinheit iſt zwar an ſich willkürlich, es ift jedoch praktiſch vortheilhaft, 
hierzu das Gewicht von einem allgemein verbreiteten Körper bei einem der 
gebräuchlichen Raumeinheit gleichen Bolumen hierzu auszuwählen. 

Eine derartige Gewichtseinheit it das Gramm, welches durch das 
Gewicht von einem ubifcentimeter reinen Wafjers tm Zuftande der größten 
Dichtigkeit (bei ungefähr 4% C. Temperatur) gegeben wird. Aber aud) das 
alte preußifche Pfund it eine auf das Gewicht des Waſſers zurück 
geführte Kinheit, e8 wiegt nämlich ein preußiſcher Cubikfuß deſtillirten 
Waſſers im Iuftleeren Raume und bei 15% R. Temperatur, 66 preußiſche 
Pfund. Nun it aber ein preußifcher Fuß — 139,13 Pariſer Linien 
— 0,3157946 Meter, es folgt daher ein preußiſches Pfund — 467,711 
Gramm. Das preußische Neu- oder Zollpfund ift genau !/, Kilogrammı. 


Trägheit. Trägheit oder Beharrungsvermögen (franz. ‚inertie; $. 55 
engl. inertia) ift diejenige Eigenjchaft der Materie, vermöge welcher diejelbe 
durch fich allein weder Bewegung annehmen, noch erhaltene Bewegung ab- 
ändern kann. Jeder materielle Körper bleibt fo lange in Ruhe, als feine 
Kraft auf ihn eimwirkt, umd jeder einmal in Bewegung gejetste materielle 
Körper bleibt in einer geradlinigen gleihförmigen Bewegung, jo 
lange als er ohne Einwirkung einer Kraft ift. Wenn alfo in dem Bewe— 
gungszuftande eines materiellen Körpers Veränderungen vor ſich gehen, 
wenn ein Körper jeine Berwegungsrichtung verändert, oder wenn ev eine 
größere oder Fleinere Gefchwindigfeit annimmt, jo iſt diefelbe nicht dem Kör- 
per, als einem gewiſſen Quantum von Materie, an ſich beizumefien, jondern 
es muß eine fremde Urſache, d. i. eine Kraft, diefelbe herbeigeführt haben. 

Infofern bei jeder Aenderung im Bewegungszuftande eines materiellen 
Körpers eine Kraftentwidelung vor fich geht, inſofern läßt ſich die Trägheit 
auch den Kräften beizählen. 

Könnten wir die auf eine bewegte Mafje wirkenden Kräfte gänzlich ent: 
fernen, jo würde diefelbe fich ohne Ende gleichförmig fortbewegen; wir finden 
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aber eine ſolche gleichförmige Bewegung nirgends, weil es uns nicht möglich, 
ift, eine Maſſe der Einwirkung aller Kräfte zu entziehen. Bewegt ſich eine 
Maſſe auf einem horizontalen Tische, jo übt zwar die nun vom Tiſche auf: 
genommene Schwerkraft eine unmittelbare Wirkung auf den Körper nicht 
aus, allein aus dem Drucke des Körpers gegen den Tiſch entjteht ein Wider: 
jtand, den wir in der ‚Folge unter dem Namen Reibung näher kennen lernen 
werden, welcher dem bewegten Körper unaufhörlich Geſchwindigkeit entzieht, 
weshalb er aus diefem Grunde eine verzögerte Berwegung annimmt und end- 
(ich zur Ruhe übergeht. Indeſſen auch die Luft fegt dem bewegten Körper 
einen Widerftand entgegen, und wenn auch die Reibung des Körpers ganz 
bejeitigt werden fünnte, jo würde ſchon diejes Hinderniffes wegen eine all- 
mälige Abnahme au Geſchwindigkeit eintreten. Wir finden aber, daß der 
Verluſt an Geſchwindigkeit um fo Kleiner wird, die Bewegung ſich alſo um 
jo mehr und mehr einer gleichförmigen nähert, je mehr wir diefe Widerjtände 
der Zahl und Stärke nad) vermindern, und können daraus fchließen, daß bei 
Bejeitigung aller bewegenden Kräfte und Widerftände eine gänzlich gleid)- 
förmige Bewegung eintreten muß. 


3.56 Kräftemaass. Die Kraft (P), welche eine träge Maſſe (M) accelerirt, 


=? 


ift proportional der Acceleration (p) und proportional der Maſſe (M) jelbit; 
fie wächſt bei eimerlei Maſſen wie die in unendlich fleinen Zeiten erlangten 
Zunahmen an Gefchwindigfeit und nimmt bei gleichen Geſchwindigkeits— 
zunahmen in demfelben Maße zu, als die Mailen größer werden. Die 
mfache Ucceleration einer und derjelben Maſſe oder gleicher Maſſen erfordert 
eine mfache Kraft und die nfache Mafje macht bei einerlei Acceleration auch 
die nfache Kraft nöthig. 

Da wir aber bis jegt ein Maß der Maſſen noch nicht ausgewählt haben, 
jo fünnen wir deshalb jogleid): 

P=Mp, 
die Kraft gleich dem Producte aus Mafje und Acceleration an— 
nehmen, und zugleich jtatt Kraft ihre Wirkung, d. i. den von ihr hervorge- 
brachten Drud einfegen. 

Die Nichtigkeit diefes allgemeinen Bewegungsgeſetzes läßt fich allerdings 
wohl durch directe Verfuche darthun, indem man z. B. gleiche und verfchie- 
dene, auf einem horizontalen Tifche bewegliche Maſſen durc gebogene Stahl- 
federn fortichnellen läßt, indeſſen Liegt diefelbe aud) ſchon darin, daß alle aus 
dieſem Gejege gemachten Folgerungen und entwidelten Negeln für zuſam— 
mengejegte Bewegungen den Beobachtungen und Erſcheinungen in der Natur 
vollkommen entjprechen. 


Masse. Alle Körper fallen an einem und demſelben Orte der Erde und 
im luftleeren Raume gleich ſchnell nieder, nämlich mit der unveränderlichen 
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Aocceleration a — 981 Meter — 31!, Kuh ıı 15): üt daher De Manſe 
eined Körpers — M und das die Schwerkraft deifelben meilende Gewicht 
— G, io bat man nadı der legten formel auch 
G = Ma. 
d. i. das Gewicht eines Körpers ift cın Product aus deſſen Maſſe 
und der Acceleration der Zchwere, und umgekehrt 
9 

d. i. Maſſe eines Körpers iſt Gewicht deſſelben dividirt durch 
die Beſchleunigung der Schwere, oder Maſſe iſt dasjenige Gewicht 
eines Körpers, welches derſelbe haben würde, wenn die Acceleration der 
Schwere — Eins, z. B. ein Meter, ein Fuß u. ſ. w. wäre. An dem 
Punkte auf oder in der Nähe der Erde oder eines anderen Weltförpers, wo 
die Körper nicht mit 9,81 Meter, jondern mut 1 Meter Geſchwindigkeit 
(nad) der erften Secumde) niederfallen, wird hiernach die Maſſe, oder viel 
mehr nur das Maß derjelben, durch das Gewicht des Körpers mittelbar 
angegeben. 

Je nachdem wir die Beſchleunigung der Schwere in Metern oder Außen 
ausdrüden, haben wir nun die Maſſe: 


G | 
= — — 96 
A 931 0,1019 6 oder 
G | 
— 5125 = 0,032 G. 


Hiernach ift 3. B. die Maſſe von einem 20 Pfund jchweren Körper, 
M = 0,032.20 — 0,64 Pfund, umd umgekehrt, das Gewicht einer Maſſe 
von 20 Pfund, @ = 31,25 . 20 — 625 Pfund. 


Nenn wir die Beſchleunigung (7) der Schwere als umveränderlich anneh- $. 58 
men, jo folgt, daß die Mafje eines Körpers dem Gewichte deifelben voll 
kommen proportional ift, daß aljo für die Maffen I und A, mit den Ge— 
wichten @ und G, ift: 


wen) 
Mm 6 


Wir erhalten hiernad) das Gewicht als Maß der Maſſe eines Körpers, jo 
daß aljo ein Körper um fo mehr Maſſe hat, je größer fein Gewicht ift. 
Allerdings ift die Beichleunigung der Schwere etwas veränderlid); fie 
wird größer, je näher mıan den Exrdpolen kommt, und nimmt um fo mehr 
ab, je mehr man fich dem Erdäquator nähert, ift alfo an den Polen am 
größten und am Aequator am Heinften. Auch nimmt fie ab, je mehr ein 
Körper über dem Niveau des Meeres befindlic) ift, und verändert fic mit 
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der Tiefe des fallenden Körpers unter dem Nivea des Meeres. Da num 
aber eine Maſſe, jo lange man zu ihr Nichts Hinzumimmt umd von ihr 
Nichts wegnimmt, etwas Umveränderliches ift, alſo auf allen Punkten der 
Erde und ſelbſt außerhalb derjelben, 3. B. auf dem Monde, noch dieſelbe bleibt, 
jo folgt daraus, daß aud) das Gewicht eines Körpers veränderlic) und von 
dem Orte der Körper abhängig, überhaupt aber der dem Drte entiprechenden 





s 
u 


; — — * 
Aceceleration der Schwere proportional, oder G = — ſein müſſe. 
A 
Es wird alſo hiernad) eine und diefelbe Stahlfeder durch ein und daſſelbe 
Gewicht an verfchiedenen Orten der Erde, verjchieden gebogen, am Aequator 
ud anf hohen Bergen am fchwächlten, in der Nähe der Exrdpole und im 
Niveau des Meeres am ftärkiten, 


Dichtigkeit. Dichtigfeit (franz. densite; engl. density) iſt die 
Stärfe der Nanmerfüllung der Materie. Ein Körper ift um fo dichter, je 
mehr Mlaterie derjelbe in feinem Raume einjchlieft. Das natürliche Maß 
der Dichtigfeit iſt dasjenige Quantum an Materie (diejenige Maſſe), welches 
die Volumeneinheit ausfiilt; weil fid) aber die Materie nur durd Gewichte 
meſſen läßt, jo dient das Gewicht von einer Bolumeneinheit, 3. B. von einem 
Cubikmeter oder Cubikfuße, einer zweiten Materie als Maß der Dichtigfeit 
derjelben. 

Hiernad) ift 3. B. die Dichtigfeit des Waſſers — 61,75 Neupfund und 
die des Gußeiſens — 448 Pfund, weil ein Cubikfuß Wafler 61°/,, und 
ein Cubikfuß Gußeiſen 448 Pfund wiegt. 

Aus dem Bolumen V eines Körpers und der Dichtigfeit Y deſſelben folgt 
jein Gewicht G — VY. 

Volumen mal Dichtigfeit giebt alſo das Gewicht eines Körpers. 

Die Dichtigfeit der Körper ift entweder gleichförmig (franz. uniforme, 
homogene; engl. uniform) oder ungleichförmig (franz. variable, hete- 
rogene; engl. variable), je nachdem gleiche Volumentheile deſſelben gleich 
oder verjchieden ſchwer find. Es ift z. B. die Dichtigkeit der einfachen Metalle 
gleichförmig oder es find die Metalle homogen, weil gleiche, Übrigens noch jo 
fleine Theile derſelben, gleichviel wiegen; hingegen ift Granit ein Körper 
von ungleichförmiger Dichtigkeit, weil ev aus Theilen von verſchiedener 
Dichtigfeit befteht. 


Beifpiele 1) Wenn die Dichtigfeit des Bleies 700 Pfund beträgt, fo wiegen 
3.2 Cubikfuß Blei: = Vy=70.3,2—=2240 Pfund. 2) Zit die Dichtigfeit 
des Stabeifens — 472 Pfund, fo hat ein Stüd deffelben von 205 Bfund Gewicht 

(F 205 


das Belumen V = T = m 0,4343 Cubikfuß = 0,4843 . 1728 = 750,5 
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Bubifzoll. 3) Wiegen 10,4 Eubiffuß vellfommen mit Wafler angefhwängertes 
Tannenholz 577 Pfund, fo ift die Dichtigfeit diefes Holzes: 
G 577 


yz= 7 = 104 555 Pfund. 


Specifisches Gewicht. Specififches, auch eigenthitmlicdhes 8. 


Gewicht (franz. poids speeifique; engl. specific-weight, specific gravity) 
ift das Verhältniß der Dichtigkeit eines Körpers zu der als Einheit ange 
nonmmenen Dichtigfeit eines anderen, gewöhnlid) des Waſſers. Nun ift aber 
die Dichtigfeit gleich dem Gewichte dev Volumeneinheit; daher ift auch fpeci- 
filches Gewicht das Verhältniß zwilchen dem Gewichte eines Körpers zu dem 
eines anderen, 3. B. des Waſſers, bei gleichem Bolumen. 

Um das fpecififche Gewicht nicht mit dem Gewichte zu verwechfeln, welches 
einem Körper von beftimmter Größe zukommt, pflegt man das leßtere ab— 
folutes Gewicht (franz. poids absolu; engl. absolute-weight) zu nennen. 

Iſt y die Dichtigfeit der Materie (des Waſſers), auf welche wir die Dich- 
tigfeiten anderer Materien beziehen, und Y, die Dichtigfeit irgend einer diefer 
Materien, deren fpecifiiches Gewicht wir durch & bezeichnen wollen, fo gelten 
die Formeln: 


my e.y, 


r 
es iſt alfo die Dichtigfeit eines Stoffes gleich: fpecififches Ge- 
wicht defjelben mal Dichtigfeit des Waſſers. 
Das abfolute Gewicht F einer Maſſe von Volumen V und fpecififchem 
Gewichte & ift: 
G = Vy = Vey. 


Beifpiele. 1) Die Dichtigfeit des reinen Silbers ift 676,5 Pfund und die 
des Wafferse — 66 Nltyfund, folglih das fpecifiiche Gewicht des erfteren (in 
5 
Hinſicht auf Waſſer) = * — 10,25, d. h. jede Silbermaſſe iſt 10 mal 
fo ſchwer als eine ebenſo viel Raum einnehmende Waſſermaſſe. 2) Das ſpeei— 
fiſche Gewicht des Queckſilbers — 13,598 angenommen und die Dichtigkeit des 
Waſſers — 61,74 Neupfund geſetzt, folgt die Dichtigkeit deſſelben, 
y — 13,598. 61,74 — 839,54 Neupfund; 
eine Mafie von 35 Cubikzoll deffelben wiegt, da 1723 Cubikzoll einen Eubiffuß geben: 
839,54 . 35 
1728 
Anmerfung. Der Gebrauch des frangöfifhen Maßes und Gewichtes ge: 
währt bei diefen Rechnungen den Bortheil, daß man die Multiplication von & 
und y durch bloßes Verrüden des Decimalftrihes vollziehen kann, weil ein 
Gubifcentimeter Wafler ein Gramm und ein Gubifmeter eine Million Gramm 
oder 1000 Kilogramm wiegt. Die Dichtigfeit des Queckſilbers ift hiernad für 
das franzöfiihe Maß und Gewicht y, — 13,598 . 1000 — 13598 Kilogramm, 
dv. i. ein Gubifmeter Duediilber wiegt 13598 Kilogramm. 
Weisbach's Lehrbuch ver Mechanik. 1. 9 





G=3954.V = — 17,005 Neupfund., 


g. 61 


8. 62 
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Folgende Tabelle enthält die ſpecifiſchen Gewichte von einigen, vorzlig- 
lich in der praktischen Mechanik in Anwendung fommenden Körpern. Eine voll- 
ftändige Zufammtenftellung diefer Gewichte giebt der „Ingenieur“, ©. 310. 





— ——— —— — ——— — — — ———— — — 
Mittleres fpecififches Gewicht Mauerwerk mit Kalfmörtel, von 
ver getrockneten Laubhölzer = 0,659 Bruchſteinen: 

mit Waſſer geſättigt . = 1,110 J — 2,46 
Mittleres fpecififches Gewicht eo a a ee — 2,40 
der getrockneten Nadelhölzer — 0,453 

mit Wafler gefättigt. - = 0,839 *) Mauerwerk mit Kalfmörtel, von 
Quedülber . 2... .. — 13,56 Eandfteinen: 

2 — 11,33 friſchh..* — 212 

Kupfer, gegoffen und dicht. — 8,75 trocken.. — 2,05 
t ...—m 89 j 

Neffin g A ae 8 n Mauerwerk mit Kalfmörtel, von 

Gifen, Gußeifen, weißes . — 7,50 Ziegelfteinen: | 

» » graues „= 7,10 friſch Pr Tr Se — 1,55 bis 1,70 

» » hafbirtes — 7,06 troden -» » -. +» — 1,447 » 1,59 

Br Stabeifen Pe — — — — — 7,60 Erde, lehmige, feftgeftampft: 
Zink, gegofien. - - + + » — 7,05 ; 

. gewalzt DE — 754 friſch Pau Be Tr Se Be er Be Zr — 2,06 
— — 2,50 bis 3,05 tOden con ra. —= 1,93 
Gniß +... —239 » 271 Gartenerde: 

Kalten . —240 » 286 |frilh... + - Sg — 2,05 
Sanpftein. .»».=1%W » 2,70 endet: 2 ae —= 1,63 


Ziegelſtein. ..—=140 » 2,22 Trodene magere Erde . . —=134. 


Aggregatzustände. Die Körper erfcheinen uns nad) dem verſchiedenen 
Zufammenhange ihrer Theile in drei Hauptzuftänden, die wir die Aggre— 
gatzuftände derfelben nennen. Ste find entweder fejt (franz. solides; 
eng. rigid) oder flitffig (franz. luides; engl. fluid) und im legteren Falle 
wieder entweder tropfbar flüffig (franz. liquides; engl. liquid) oder 
elaſtiſch flüffig (franz. gazeux, aöriformes; engl. aöriform). Feſte 
oder ftarre Körper find diejenigen, deren Theilhen fo ſtark unter fid) 
zufammenhängen, daß eine gewiſſe Kraft nöthig ift, die Geftalt diefer Körper 
zu verändern oder eine Zertheilung derſelben zu bewirken. Flüffige Kör— 
per hingegen find ſolche, deren Theile durch die Heinjte Kraft am einander 
verſchoben werden fünnen. Die elaſtiſch flüfjigen Körper, deren Re— 
präfentant die atmofphärifche Luft ift, unterfcheiden ſich dadurd) von den 
tropfbar flüffigen, durd) das Waſſer vepräfentirten Körpern, daß den- 


*) ©. das Wafferanfangen des Holzes, polytechniſche Mittheilungen Bd. IT. 1845. 
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jelben ein Beſtreben, ſich immer weiter und weiter auszudehnen, inne wohnt, 
welches Beftreben dein Waller u. ſ. w. mangelt. 


Während die feiten Körper eine eigenthümliche Geſtalt und ein beſtimmtes 


Volumen haben, befigen die tropfbar flüfjigen oder waſſerförmigen Körper 
nur ein beftimmtes Volumen ohne eigenthiimliche Form, die elaftifch- oder 
ausdehnfam flüfjigen Körper endlich weder das eine noch das andere. 


u, 


Eintheilung der Kräfte. Ihrer Natur nad) find die Kräfte fehr $. 69 
verfchieden; wir führen hier nur die vorzüglichjten an: 


1) Die Schwerkraft, vermöge welcher fich alle Körper dem Mittel- 
punkte der Erde zu nähern fuchen. 

2) Die Kraft der Trägheit, welche bei Geſchwindigkeits- und Rich— 
tungsveränderungen bewegter Maſſen hervortritt. 

3) Die Muskelkraft der befeelten Wefen, oder die mitteljt dev Muskel 
von Menjchen und TIhieren ausgeübte (animalische) Kraft. 

4) Die Elafticität oder Federfraft, welche Körper bei ihren Form— 
und Bolumenveränderungen äußern. 

5) Die Wärmefraft, vermöge welcher ſich Körper beim Wechſel der 
Temperatur ausdehnen oder zufammenziehen. 

6) Die Cohäfionskraft, die Kraft, mit welcher die Theile eines Kör— 
pers zufammenhängen, mit welcher aljo auch diefelben einer Trennung 
widerftehen. 

7) Die Adhäſionskraft, mit welcher zwei in nahe Beriihrung gebrachte 
Körper einander anziehen. 

3) Die Magnetfraft, oder die Anziehungs- und Abſtoßungskraft der 
Magnete. 

Nächftdem noc die elektrifchen und elektromagnetiſchen Kräfte 

ſ. w. 

Die Widerftände der Reibung, Steifigkeit, Feftigkeit u. ſ. w. entjpringen 


vorzüglich aus der Cohäfionsfraft, welche, wie die Elafticität u. |. w., aus 
der fogenannten Molefularfraft, oder der Kraft, mit welder die Mo— 
(efüle oder Hleinften Theile eines Körpers auf einander wirfen, hervorgeht. 


Bestimmungsstücke einer Kraft. Bei einer jeden Kraft unter- 


ſcheiden wir: 


1) Den Angriffspunft (franz. point d’application; engl. point of 
application), den Punkt des Körpers, auf welchen eine Kraft unmit— 
telbar wirft. 

2) Die Kraftrihtung (franz. und engl. direction), die gerade Yinie, 
in welcher eine Kraft den Angriffspunft fortbewegt, oder fortzubewegen 
oder deſſen Bewegung zu verhindern ſucht. Die Kraftrichtung hat, 

9% 


$. 64 
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wie jede Bewegungerichtung, zwei Seiten; ſie fann von links nad) 
rechts oder von rechts nach links, ferner von oben nad) unten oder von 
unten nad) oben gehen. Man neunt die eine die pojitive und die 
andere die negative Da wir von links nach rechts umd von oben 
nad) unten leſen und fchreiben, jo wäre es am geeignetiten, diefe Be- 
wegungen pofitive und die entgegengejegten Bewegungen nega= 
tive zu nennen. 

3) Die abjolute Größe oder Intensität (franz. grandeur absolue, 
intensitö; engl. intensity) der Kraft, die nad) dem Obigen durch 
Gewichte, 3. B. Pfunde, Kilogramme u. |. w., gemeſſen wird. 

Man jtellt die Kräfte graphiich durch gerade Yinien dar, welche durch 

ihre Richtung und Yänge die Richtung und Größe oder Ztärfe, jowie durd) 
ihre Anfangspunfte die Angriffspunfte ver Kräfte angeben. 


8.65 Wirkung und Gegenwirkung. Die erfte Wirkung, welche eine 
Kraft in einem Körper hervorbringt, ijt eine mit Ausdehnung oder Zuſam— 
mendritdung verbundene Form- oder Bolumenveränderung, welche im An— 
griffspunft ihren Anfang nimmt und jich von da aus immer weiter umd 
weiter im Körper ausbreitet. Durch diefe innere Veränderung des Körpers 
wird aber die in ihm liegende Klafticität angeregt, die ſich mit der Kraft 
ins Gleichgewicht jest und deshalb derfelben gleich iſt und ihr entgegengefeßt 
wirft. Man jagt hiernady: Wirkung und Gegenwirfung find ein- 
ander gleich und entgegengeießt. Diejes Gefeg findet nicht nur bei 
den durch Berührung erzeugten Einwirkungen der Kräfte, fondern auch bei 
den jogenannten Anziehungs- und Abjtoßungsfräften, wohin die magnetijche 
und ſelbſt die Schwerkraft zu rechnen find, ſtatt. So jtarf ein Magnet 
einen Eifenftab anzieht, ebenjo ftarf wird der Magnet vom Eifenftabe jelbft 
angezogen. Die Kraft, mit welcher der Mond von der Erde angezogen 
wird (ducc die Schwerkraft), it gleich der Kraft, mit welcher der Mond 
auf die Erde zurlidwirt. 

Die Kraft, mit welcher ein Gewicht auf eine Unterlage drückt, giebt diefe 
in der entgegengeiegten Nichtung zuritd; die Kraft, womit ein Arbeiter an 
einer Mafchine zieht, fchiebt u. ſ. w, wirft auf den Arbeiter zurück und 
ſucht denfelben in entgegengejeßter Richtung zu bewegen. Wenn ein Körper 
gegen einen anderen jtößt, jo drückt der erjte den anderen genau jo viel, wie 
der andere den erjten. 


8.66 Eintheilung der Mechanik. Die gefammte Mechanik wird nad 
den zwei Aggregatzuftänden dev Körper in zwei Hauptabtheilungen gebradit, 
nämlich: 

1) in die Mechanik der feften oder ftarren Körper, welche man auch 


$. 67.] Grundbegriffe und Orundgejege der Mechanik. 133 


wohl Geomechanik (franz. mecanique des corps solides; engl. 
mechanies of rigid bodies) nennt, und 
2) in die Mechanik der flüſſigen Körper, Hydromechanik, aud) 
Hydraulik (ram. mecanigue des Huides, hydraulique; engl. 
mechanics of fluids). Die legtere teilt man wieder ein 
a) in die Mechanik des Waſſers und der tropfbar flüſſigen 
Körper überhaupt, Hydromechanik, aud Hydraulik (franz. 
hydraulique; engl. hydraulic), und 
b) in die Mechanik der Yuft umd anderer luftförmigen Kör— 
per überhaupt, Aſßromechanik (franz. mecanique des fluides 
aörıformes; engl. mechanics of elastic fluids). 
Nimmt man nun noch auf die Eintheilung der Mechanik in Statik und 
Dynamik ($. 49) Rückſicht, jo erhält man folgende Theile: 


1) Statik der feiten Körper, oder Geoftatif, 

2) Dynamik der fejten Körper, oder Geodynamik, 

3) Statik des Waffers u. f. w., oder Öydroftatif, 

4) Dynamik des Waſſers u. |, w., oder Öydrodynamif, 

5) Statik der Luft (der Safe und Dämpfe), oder Asroſtatik, 
6) Dynamik der Yuft, oder Nörodynamif, aud Pneumatik. 


Zweites Gapitel. 
Mechanik des materiellen Wunftes. 


Ein materieller Bunft (franz. point materiel; engl. material point) $. 67 
ift ein materieller Körper, deſſen Dimenjionen nad allen Zeiten hin unend- 
(ich Hein find in Hinficht auf die von ihm zurücdgelegten Wege. Um den 
Vortrag zu vereinfachen, wird im Folgenden zunächjt nur von der Bewegung 
umd dem leichgewichte eines materiellen Punktes die Rede fein. Ein 
(endlicher) Körper ift eine ftetige Verbindung von unendlich vielen materiel- 
(en Punkten oder Molekülen. Wenn fich die einzelnen Punkte oder Elemente 
eines Körpers alle vollkommen gleich, d. i. in parallelen geraden Linien 
gleich fchnell bewegen, jo fann man die Theorie der Bewegung eines mate- 
riellen Punktes auch auf die des ganzen Körpers anwenden, weil ſich in 
diefem Falle annehmen läßt, daß gleiche Mafjentheile des Körpers durch) 
gleiche Krafttheile getrieben werden. 
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8.68 Einfache constante Kraft. Iſt p die Acceleration, mit weldyer eine 
Mafle M durch eine Kraft fortgetrieben wird, jo hat man nad) $. 56 
fir dieſe: 


e 
P = Mp, fowie umgefehrt, die Acceleration p — 7 


Setzen wir ferner die Maſſe M = n wo @ das Gewicht des Körpers 
und g die Beſchleunigung der Schwere bezeichnet, jo ijt die Kraft: 


1) pP — r @, 
und die Ncceleration: 
P 
9 — —_gq. 
ern 


Man findet aljo die Kraft (P), welche einen Körper mit einer 
gewiffen Acceleration (p) forttreibt, wenn man das Gewidt (G) 


des Körpers durd) das Verhältniß 4 feiner Ncceleration zu 
4 


der der Schwere multiplicirt. 


Es ergiebt ſich umgekehrt die Acceleration (p), mit welder ein 
Körper durch eine Kraft (P) fortbewegt wird, indem man die 


Ucceleration (g) der Schwere durd) das VBerhältniß () zwi— 
ſchen Kraft und Gewicht des Körpers multiplieirt. 


Beiſpiel. Man denke ſich einen Körper auf einem horizontalen und ſehr 
glatten Tiſche liegend, welcher dem Körper feine Hinderniſſe in den Weg ſetzt, 
wehl aber vie Schwerfraft in demfelben aufhebt. Wird diefer Körper von einer 
horizontal wirkenden Rraft gedrüdt, fo muß der Körper der Einwirkung berfel- 
ben nachgeben und in der Richtung diefer Kraft fortgcehen. Iſt das Gewicht 
diefes Körpers: ( — 50 Pfund und die auf ihn unauégeſetzt drüdende Kraft 
P = 10 Pfund, fo wird er in eine gleichförmig befchleunigte Bewegung mit 

P 10 
der Neceleration p = G I=5. 31,25 — 6,25 Ruß übergehen. Sit hin- 
gegen die Acceleration, mit welder ein 42 Pfund ſchwerer Körper durch eine 


Kraft (P) befchleunigt wird, 7 = 9 Fuß, fe wird diefe Kraft P= r G 


9 
= . 42 = 0,032 . 378 = 12,1 Pfund betragen. 


869 Iſt die Kraft, welche auf einen Körper wirft, conftant, fo entjteht eine 
gleichförmig veränderte Bewegung, und zwar eine gleichförmig befchleunigte, 
wenn die Kraftrichtung in die anfängliche Bewegungsrichtung fällt, und da- 
gegen eine gleichförmig verzögerte, wenn die Kraftrichtung der anfänglichen 
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Bewegungsrichtung entgegengeſetzt iſt. Setzen wir nun in den phoronomiſchen 


Formeln (K. 13 und 8. 14) ſtatt p den Werth 5 — g ein, fo befom- 


men wir Folgendes: 
I. Für gleihförmig bejhleunigte Bewegungen: 
— „pP u P 
1) v—=c+ZGgt=e+31,25 Gt Fuß —=c + 9,81 zz (Meter, 
— Pot ———— == ei 
2) s=cd+ zZ met 15,625 5 Fuß ⸗et + 4,905 53 Meter. 
II. Für gleichförmig verzögerte Bewegungen: 


P — 
1) v=e— Ze 31,25 Gtäu—=c— 9,81 G Meter, 


P gt? pP Fo P 
2) s=ct— ayme — 15,625 — t’ Fuß ci — 4,9057 {? Meter. 


— 


Mit Hülfe dieſer Formeln laſſen ſich alle Fragen, welche ſich in Anſehung 
der durch eine beſtändige Kraft veranlaßten geradlinigen Bewegungen von 
Körpern ſtellen laſſen, beantworten. 


Beiſpiele. 1) Ein 2000 Pfund ſchwerer Wagen geht mit 4 Fuß Geſchwin— 
digkeit auf einer horizontalen, ihm Feine Hinderniſſe entgegenſetzenden Bahn 
fort, und wird 15 Secunden lang durch eine unveräinderliche Kraft von 25 Pfund 
vorwärts gefcheben; mit welcher Gefchwindigfeit wird er nach Ginwirfung diefer 
Kraft fortgehen? Es ift diefe Gejchwindigfeit P=c+31355t;0a bier c—=4, 
P=23, G = 200 und — 15, fe folgt v= 4-+31,35 . 305 
+ 5,859 = 9,859 Buß. 2) Unter gleihen Umſtänden wird cin 5500 Pfund 
ſchwerer Wagen, der vorher während 3 Minuten gleihförmig fortgehend 950 
Fuß zurüdgelegt hat, durch eine 30 Secunden lang anhaltend wirkende Kraft 
fo fortgetrieben, daß er fpäter in 3 Minuten 1650 Fuß gleichförmig durch: 





15 4 





läuft. Welches war dieſe Kraft? Hier iſt Anfangsgeſchwindigkeit ce — a 
— 5,277 Ruß, und Entgefchwindigfeit vo — — — 9,166 Fuß, daher ot 
— — c= 3,889, und bie Kraft P= — = 0,032 . 3,889 . I 


— 0,1945 . = — 92,81 Pfund. 3) Gin mit 15 Fuß Gefhtwindigfeit fort: 


gleitender, 1500 Pfund ſchwerer Schlitten verliert in Folge der Reibung auf der 
horizontalen Unterlage innerhalb 25 Secunden feine ganze Dewegung; wie groß 
it diefe Reibung? Hier ift die Bewegung gleichförmig verzögert und die End— 
ee Zn Pt Ge 1500 . 15 
geihwindigfeit v—0, daher ce = 31,25 Gm P=0,032 z — (0,032. 55 


— 0,032 . 90 — 3,8 Pfund die in Frage ftehende Neibung. 4) Gin anderer 
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Sälitten von 1200 Pfund Gewicht und 12 Fuß Anfangsgefchwinvigfeit hat bei 
feiner Bewegung eine Reibung von 45 Pfund zu überwinden; welche Geſchwin— 
digfeit hat derſelbe nach 8 Secunden, und wie groß ift fein zurüdgelegter Weg? 


Die Endgefhwindigfeit it v —= 12 — 31,25 . 





— -9 — 
1500 7 = 12 - - 9,375 = 2,625 


Fuß, und ver jurüdgelegte Weg s— (< — ")t= - (£% +2. | .8=58,5 Ruß. 





8. 70 Mechanische Arbeit. Yeiftung oder Arbeit einer Kraft (franz. 
travail mecanique; engl. work done, labouring force) ift diejenige Wir- 
fung einer Kraft, welche diefelbe bei Leberwindung eines Widerftandes, 
3. B. der Schwerkraft, der Reibung, der Trägheit u. ſ. w., hervorbringt, 
Man verrichtet alſo eine mechanijche Arbeit, indem man Laſten empor: 
hebt, Maſſen eine größere Geſchwindigkeit ertheilt, Körper in ihrer Form 
verändert, zertheilt u. ſ. w. Die feiftung oder Arbeit hängt nicht allein von 
der Kraft, fondern auch von dem Wege ab, auf welchen diefe thätig ift oder 
einen Widerftand überwindet; fie wächlt überhaupt mit der Kraft und dem 
Wege gleichzeitig. Heben wir einen Körper langjam genug in die Höhe, um 
feine Trägheit vernachläffigen zu können, jo ift die verrichtete Arbeit feinem 
Gewichte und der Höhe, auf welche der Körper gehoben wird, proportional ; 
denn 1) die Wirkung ift diefelbe, ob ein Körper vom m (3) fachen Gewichte 
(m @) auf eine gewiſſe Höhe gehoben wird oder ob m (3) Körper vom ein- 
fachen Gewichte (@) auf diefelbe Höhe gehoben werden; fie ift nämlich mmal 
fo groß als die nöthige Wirkung zum Aufheben des einfachen Gewichtes auf 
die nämliche Höhe; und ebenfo ift 2) die Leiſtung diefelbe, ob ein und daſſelbe 
Gewicht auf die n (5) fache Höhe (nk) oder ob e& n (5) mal auf die ein- 
face Höhe gehoben wird, überhaupt aber n (5) mal fo groß, als wenn 
daflelbe Gewicht um die einfache Höhe (%) emporfteigt. Ebenſo ift die von 
einem langjam jinfenden Gewichte verrichtete Arbeit der Größe diefes Ge— 
wichtes und der Höhe, von welcher es herabgefunfen ift, proportional. Diefe 
Proportionalität findet aber auch bei jeder anderen Art der Arbeitöverrichtung 
ftatt; um bei eimerlei Tiefe einen Sägeſchnitt von doppelter Yänge auszu: 
führen, find noch einmal jo viel THeilchen zu trennen, als beim Schnitt von 
der einfachen Yänge, ift alfo auch die Arbeit doppelt fo groß; die doppelte 
Fänge erfordert aber auch den doppelten Weg der Kraft, es ift folglich die 
Arbeit dem Wege proportional. Ebenſo wird die Arbeit eines Mahlganges 
offenbar mit der Menge der Körner einer gewiflen Getreideart, welche der- 
jelbe bis zu einem gewiſſen Grade zerveibt, wachjen. Diefe Menge ift aber 
unter übrigens gleichen Umpftänden der Zahl der Umdrehungen oder vielmehr 
dent Wege, welchen der obere Mühlftein (Yäufer) während des Mahlens 
diefer Getreidemenge gemacht hat, proportional; es wächſt folglich auch die 
mechanische Arbeit mit dem Wege gleichmäßig. 
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Die angegebene Abhängigfeit der Arbeit einer Kraft von der Größe und $. 


dem Wege der Kraft erlaubt uns diejenige Arbeit, welche bei Ueberwindung 
eines Widerftandes von der Größe der Gewichtseinheit (3. B. Kilogramm, 
Pfund u. ſ. mw.) längs eines Weges von der Größe der Yängeneinheit (3. B. 
Meter oder Fuß) aufgewendet wird, als Einheit der mechaniſchen Ar- 
beit oder Peiftung (franz. unite dynamique; engl. dynamical unit, unit 
of work) anzunehmen und nun das Maß diefer gleichzufegen dem Producte 
aus Kraft oder MWiderftand umd aus dem mährend der Leberwindung des 
Widerftandes in der Kraftrichtung zuriidgelegten Wege. 

Segen wir die Größe des Widerftandes ſelbſt — P, und den bei feiner 
Ueberwindung von der Kraft oder vielmehr von ihrem Angriffspunfte zurlid- 
gelegten Wege, — s, jo tjt hiernad) die bei Ueberwindung diefes Widerftandes 
aufgewendete Arbeit oder die Leiſtung 

A — Ps Arbeitseinheiten. 

Um die Arbeitseinheit, für welde man auc den einfachen Namen 
Dynamie gebrauchen kann, näher zu bezeichnen, giebt man gewöhnlich die 
Einheiten beider Factoren P und s an, und jagt deshalb ftatt Arbeitsein- 
heiten Kilogrammmeter, Pfundfuß, auch umgekehrt, Meterfilogramm, Fuß: 
pfund u. . w., je nachdem Gewicht und Weg in Kilogramm und Meter 
oder in Pfund und Fuß ausgedrücdt werden. Der Einfachheit wegen jchreibt 
man ftatt Meterfilogranm mA oder km, und ebenfo ftatt Fußpfund, Fpfd. 


Beijpiele. 1) Um einen Pochſtempel von 210 Pfund Gewicht 15 Zelt hoch zu he: 
ben, tft die mechanische Arbeit A —210. 8 — 262,5 Fußpfund nöthig. 2) Durch 


eine mechaniſche Leiſtung von 1500 — kann ein Schlitten, welcher bei 
ſeiner Bewegung 75 Pfund Reibung zu überwinden hat, um 


00 
— 4 * = — 20 Ruß fortgezogen werben. 


Nicht nur bei unveränderlicyer Kraft oder conſtantem Widerftande ıft die 
Arbeit ein Product aus Kraft und Weg, fondern aud) dann, wenn der 
Widerftand während feiner Lleberwindung veränderlich ift, läßt jich die Arbeit 
als das Product aus Kraft und Weg ausdrüden, wenn man nur als Kraft 
einen mittleren Werth aus der jtetigen Folge von Kräften annimmt. Das 
Verhältniß ift hier dalielbe wie das zwiſchen Zeit, Geſchwindigkeit und 
Raum; denn aucd) dev legtere läßt ſich ja als ein Product aus Zeit umd 
einem mittleren Werthe der Geſchwindigkeiten anfehen. Auch hier find die- 
jelben graphifchen Darftellungen anwendbar. Es läßt ſich die mechanifche 
Arbeit als Flächeninhalt eines Nechtedes ABCD, ig. 86 (a. f. ©.), an 
jehen, deſſen Grundlinie AB der zurückgelegte Weg (5) und dejjen Höhe ent- 
weder die unveränderliche Kraft (2) ſelbſt oder das Mittel von den verjchte- 
denen Kraftwerthen iſt. Im Allgemeinen läßt ſich aber die Arbeit durch 


SI> 


— 


tv 
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den Flächenraum einer Figur ABCND, Fig. 87, darftellen, die zur Orund- 
linie den Weg s hat und deren Höhe über jeder Stelle der Grundlinie gleid) 


Fig. 86. 


ijt der diefer Stelle des Weges entiprechenden Kraft. 





Fig. 87. 
N 
F -—T — E 
D | ” 
Ä M B 


Perwandelt man die 


Figur ABCND in ein Rechteck ABEF von gleicher Grundlinie und 
gleichem Inhalte, jo erhält man in der Höhe AF = BE deſſelben den 


mittleren Werth diefer Kraft. 


$. 73 Die Arithmetik und Geometrie geben verjchiedene Mittel an, um aus 
einer ftetigen Folge von Größen einen mittleren Werth derjelben ausfindig 

zu machen; man findet aud) die vorzüglichjten im „Ingenieur“ angegeben. 
Unter ihnen ift aber die fogenannte Simpfon’fche Regel dasjenige, welches 
man in der Praris am häufigften anwendet, weil fie in vielen Fällen 
große Einfachheit mit einem hohen Grade von Genauigkeit in fich vereinigt. 

In jedem Falle iſt es nöthig, den Weg AB=s (fig. 88) un n 


Fig. 88. 





(möglichit viel) gleiche Theile, wie AE 
—= EG = @Iu.f.w., einzutheilen und 
die Kräfte ZF=P,,@GH—=P,,IK=P; 
u. ſ. w. an den Enden diefer Wegtheile zu er: 
mitteln. Segen wir dann nod) die anfäng- 
liche Kraft A D= P, und die Kraft BC 
am Ende P,, jo erhalten wir die mittlere 
Kraft: P=(, R+P +PR+P 
+ +++ Pa-ı + Ya Pa): n, und daher 
die Arbeit derjelben: 





P= (BR +P+PR+ + Bat Ya B)—- 


It die Anzahl (n) der Theile eine gerade, nämlich 2, 4, 6, 8 u. ſ. w., 
jo giebt die Simpfon’jche Kegel noch) genauer die mittlere Kraft: 
P=(PR, +4Pı +2P, +4P;+---+4P.ı + P):3n, 


und daher die entjprechende Arbeit: 


Ps=(P, +4PL +2 P,+4P, +. +4P,.M\+P,) 


8 
3n 
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ft »2 ungerade, jo läßt ſich fegen: 
Ps=[?/, (PR +3P,+3P, + P,)+'5(P, +4Pı +2P; 


+...+4P,.-ı+ Pl: (S. Art. 38 der analyt. Hülfslehren.) 


Beifpiel. Um die mechanifche Arbeit eines Zugpferdes zu finden, welde 
diefes beim Fortzichen eines Wagens auf einer gewiffen Straße verrichtet, be: 
dient man fi eines Kraftmeflers (Dynamemeters), welcher auf der einen Seite 
mit dem Wagen und auf der anderen Seite mit den Strängen der Pferde in 
Berbindung gefegt it, und beobachtet an demſelben von Zeit zu Zeit die Größe der 
Kraft. Wenn vie anfänglide Krait P, = 110 Pfund, die nad Zurücklegung 
von 25 Ruß Weg, 122 Pfund, nah Zurüdlegung von 50 Fuß, 127 Pfund, bei 
einem Wege ven 75 Zus, 120 Pfund und am Ende des ganzen Weges von 
100 Zuß, — 114 Pfund beträgt, fo hat man den mittleren Kraftwertb nad der 
eriten Formel: 

P=(Y.110-+ 122 + 127 + 120 + 1, . 114): 4 = 120,25 Piund, 
und die mechanifche Arbeit: 

Ps = 120,25 . 100 = 12025 Fußpfund; 
nach der zweiten Formel aber: 

P=(110-+4.1922+2.127 44.120 + 114) : .9=42.=105 PR. 
und die mechanifche Leiftung: 

Ps = 120,5 . 10 = 12050 Fufpfunv. 


Prineip der lebendigen Kräfte. Gegen wir in der $. 14 ent 8. 74 
—— ce? 22 — ec? 


widelten Formel der Phoronomie s — or oder Ps — = 





für 


> 
die Acceleration p ihren Werth z g ein, fo erhalten wir die mechanifche Arbeit: 
12 — c? 


— 


—— )«. oder, wenn wir die Geſchwindigkeitshöhen 


29 
c? 
und 25 durch A und % bezeichnen: 


Ps=(h—k)@. 
Diefe fir die praktische Mechanik überaus fruchtbringende Gleichung fagt: 
Die mehanijhe Arbeit (Ps), welche eine Maffe entweder in fid) 
aufnimmt, wenn fie aus einer Heineren Geſchwindigkeit (c) in eine größere 
(v) übergeht, oder hervorbringt, wenn fie aus einer größeren Gefchwindigfeit 
in eine Hleinere überzugehen genöthigt wird, ift ftets gleich dem Pro- 
ducte aus dem Gewichte dieſer Maffe und der Differenz der 
beiden Geſchwindigkeiten entſprechenden Gefchwindigfeitshöhen 


e? ce? ) 
— 


Beiſpiele. 1) Um einen 4000 Pfund ſchweren Wagen auf einer vollkommen 
glatten Schienenbahn in eine Geſchwindigkeit ven 30 Fuß zu verſetzen, iſt eine 


29 


— 


Ss. 75 
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2 
mechaniſche Arbeit Ps — * G —= 0,016 v2 G —= 0,016 . 900. 4000= 57600 


Fußpfund nöthig; und ebenfo viel Arbeit wird diefer Wagen verrichten, wenn 
man ihm einen Widerſtand entgegenfegt und ihn dadurch allmälig in Ruhe 
überzugehen nöthigt. 2) Ein anderer Wagen von 6000 Pfund geht mit 15 
Fuß Gefchwindigfeit fort und wird durd eine auf ihn wirfende Kraft in eine 
Geſchwindigkeit von 24 Fuß verjeht; wie groß ift die von dieſem Wagen in fi 
aufgenommene oder von der Kraft verrichtete Arbeit? Den Gefchwindigfeiten 
2 
15 Fuß und 24 Ruß entfprechen die Gejchwindigfeitshöhen k — 5* 3,6 Fuß 
2 
un h = + — 9,216 Fuß; demnach iſt die gefuchte mechaniſche Arbeit: 


Ps =(h—k) G = (9,216 — 3,600) . 6000 = 5,616 .. 6000 — 33696 Fpfd. 
Kennt man nun den Weg, auf welchem dieſe Gefchwinbigfeitsveränderung vor 
fich geht, jo läßt fi vie Kraft finden, fennt man dagegen diefe, fo fann man den 
Weg beftimmen. Soll. z. B. im legten Falle der Weg des Wagens nur 100 
Fuß betragen, während deſſen Zurücklegung die Gefchwindigfeit von 15 Fuß in 
die von 24 Fuß übergeht, fo hat man die Kraft P= (h— k) £ = * 
— 336,96 Pfund. Wäre aber vie Kraft ſelbſt 2000 Pfund, fo würde der Weg 
(Fr 33696 ; 
s—(h—k) 3 = 16,848 Fuß betragen. 3) Wenn ein 500 
Pfund fchwerer Schlitten in Folge der Reibung auf der Bahn feine Gefchtwin- 
digfeit von 16 Fuß nach Zurücklegung von 100 Ruß Weg gänzlich verloren hat, 
fo ift der Reibungswiderſtand: 
hG 500 


P= — = 0016.16 —5 = 0,016 . 256 . 5 —= 20,48 Pfund 
* 





Die im vorigen Paragraphen gefundene Arbeitsformel: 
v2 — c? 
P=(—*) G—=(h— MG 
gilt nicht allein für conftante, fondern auch für veränderliche Kräfte, 
wenn man nur (nad) 8.73) ftatt P den mittleren Kraftwerth einführt; denn 
da nach III*) in $. 19 für jede ftetige Bewegung iiberhaupt 
2 — ⸗2 
— 
HF 
N 
iprechende mittlere Acceleration bei dem Durchlaufen des Weges s bezeichnet, 
jo hat man aud) 
— +PR+:'+P 
ei nM 


v2 — e? — P, — Ps 4 ir + =) . 
(°-3 )4= (AtArı _.—# )s, und 





= ps ih, 





wenn p — die gleichen Wegelementen 6 ent: 


folglich 


n 


$. 75.] Mecanif des materiellen Punktes. 141 


P PR, +--:+P, 

— — da a ei das Mittel aller nad) Zurück— 
— 25 35 

(egung der Wege —, = - ... = gemeſſenen Kraftwerthe bezeichnet. 

Vebrigens läßt id natürlich P —* nach einer der letzteren Formeln des 
$. 73 berechnen, wenn zumal die Zahl » der Theile nicht ſehr groß ange— 
nommen wird. 

Sehr oft ift die Gefchwindigfeitsveränderung zu ermitteln, welche 
eine gegebene Maffe M7 bei Aufnahme einer gewilien mechanifchen Arbeit Ps 
erleidet. Die gefundene ee: wird in der Form 


P > 
Pr +29 — angewendet. 





* Mr ; i s 28 38 
Hat man mittel® diefer Formel die den Wegen pe re ent- 
iprechenden Endgefchtwindigfeiten ©, 25, ©; * ©, beitinmmt, fo kann man 
durch — der Formel 
—1 l 
ee en 
2, Un 
die Zeit, in welcher der Beg s DRS wird, berechnen. 
2Ps Ps 
c In Ga — Mı = — — — — —— ⸗ 
In der Form 6 Ma Bo ide 5 dient end- 


(ich die gefundene Hauptgleichung mod) dazu, un die Maſſe M * — 
bei welcher die mechaniſche Arbeit Ps eine gegebene Geſchwindigkeitsverände— 
rung © — ce hervorbringt. 

Wenn bei der (ftetigen) Bewegung eines Körpers die Endgefchwindigfeit 
v gleich iſt der Anfangsgeſchwindigkeit c, fo fällt die hierbei in Anspruch 
genommene Arbeit — Null aus, d. h. es nimmt der befchleunigte Theil der 
Bewegung gerade jo viel Arbeit in Anſpruch, als der verzögerte Theil der- 
jelben verrichtet. 

Beifpiel. Wenn ein ohne Reibung auf einer Eifenbahn fortgehender Wa- 
gen von 2500 Pfund Gewicht zur Vermehrung feiner Gefchwindigfeit, die an- 
fangs nur 10 Fuß betrug, eine mechanische Arbeit von 8000 Fußpfund in fich 
aufgenommen "7 jo wird feine ae nach Aufnahme diefer Arbeit 





— V 100 + 200 = 17,32 Fuß betragen. 





Anmerfung. Dean nennt, Ei einen befonderen Begriff damit zu ver: 
binden, das Product aus Mafle N=7 und Quadrat der Gefchwindigfeit (09), 


alfo Mev2, die lebendige Kraft (franz. force vive; enal., eigentlich lat. vis 
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viva) der bewegten Mafle, und kann hiernah die mecdhaniiche Arbeit, welche 
eine bewegte Maffe in fih aufnimmt, gleichfegen der halben lebendigen Krajt 
derjelben. Geht eine träge Maffe aus Liner Geſchwindigkeit c in eine andere v 
über, fo ift fowohl die gewonnene als auch die verlorene Arbeit gleich der hal: 
ben Differenz zwifchen den lebendigen Kräften am Ende und am Anfange der 
Sefhwindigfeitsveränderung. Diejes Geſetz von der mechanifchen Yeiftung ver 
Körper durch ihre Trägheit nennt man das Princip der lebendigen Kräfte 
(franz. princeipe des forces vives; engl. principle of vis viva). 


$. 76 Zusammensetzung der Kräfte. Wirfen zwei Kräfte P, und P, 
auf einen und denjelben Körper 1) in gleicher oder 2) im entgegengefegter 
Richtung, fo ift die Wirkung diefelbe, als wenn nur eine Kraft auf den 
Körper wirkte, welche 1) der Summe oder 2) Differenz diefer Kräfte gleid) 
ift, denn diefe Kräfte ertheilen der Maſſe MM die Acceleration: 


a — 
P—=Ir umd p, = 7 
es iſt folglich nad) $. 29 die aus beiden reſultirende Acceleration: 
MD 
pP=ntp = — 


und demnach die derſelben entſprechende Kraft: 
P=M=-PRTtP.. 

Man nennt die aus den beiden Kräften hervorgehende, gleich viel ver 
mögende (äquipollente) Kraft P die Reſultirende (franz. resultante; engl. 
resultant), ihre Beftandtheile P, und P, aber die Componenten ai 
composantes; engl. components). 


Beifpiele. 1) Ein auf der flahen Hand liegender Körper drüdt nur fo 
lange mit feinem abfoluten Gewichte auf diefelbe, fo lange die Hand in Ruhe 
ift oder mit dem Körper gleichförmig aufs oder abwärts bewegt wird; hebt 
man aber die Hand befchleunigt empor, fo erleidet diefelbe einen ftärferen Druck, 
geht man dagegen beſchleunigt mit der Hand fenfrecht nieder, fo wird der Drud 
Heiner als das Gewicht; er wird fogar Null, wenn man die Hand mit ber 
Acceleration der Schwere herabführt. Iſt der Drud auf vie Sand = P, fo 
fällt der Körper nur mit der Kraft @— P nieder, während feine Mafle 


us iſt; ſetzen wir daher die Acceleration, mit welcher die Hand mit dem 
darauf liegenden Körper niedergeht, = p, ſo folgt & — P= p, und daher 


der Druck P=@ — G= (1 — 5) G. Läßt man dagegen den Körper auf der 
Hand mit der Meceleration p auffteigen, fo ift p der Acceleration g entgegen: 
gefeßt, daher der Drud auf die Sant, P = ( — G. Je nachdem man 
einen Körper mit 20 Fuß ge ab: oder aufwärts jteigen läßt, it 
der Drudf auf die Sand — (> 31 35) G = (1 -— 0,64) @ = 0.36 des Kör: 
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pergewichtes oder — 1 + 0,64 — 1,64 defielben. 2) Wenn ich mit der flachen 
Hand einen Körper von 3 Pfund Gewicht 14 Fuß hoch fenfrecht in die Höhe 
fchleudere, indem ich ihn auf die erften zwei Fuß Höhe mit der Hand unaus: 
gefeßt forttreibe, fo ift die verrichtete mechaniſche Arbeit Ps= Gh=3.14 


42 
— 49 Fußpfund, und demnach der Drud des Körpers auf bie Hand : P=z 


— 21 Pfund. Während alfo der ruhende Körper mit 3 Pfund drüdt, wirft er 
während des Merfens mit 21 Pfund Kraft auf die Hand zurüd. 
3) Welche Lat Q vermag der in einem Gylinder AACC, Big. 89, 
„bewegliche Kolben un DK = s—= 6 Fuß hoch zu heben, wenn er auf der 
j eriten Weghälfte von innen durch die aus 
Big. 89. einem großen Reſervoir zuftrömende Luft 
mit der Kraft P= 6000 Pfund, und auf 
der zweiten Weghälfte durch die im Cylinder 
abgefperrte und nach dem Mariotte’fchen 
Gefege mit allmälig abnehmender Kraft 
wirkende Luft fortbewegt wird, während 
die Äußere Luft conftant auf den Kolben 
mit 2000 Pfund entgegenwirft? Da fid 
die im Cylinder abgefperrte Luft am Ende 
der zweiten Hälfte bes ganzen Kolben— 
weges um das Doppelte ausgedehnt hat, 
fo ift die Kraft derfelben zulegt nur 
Y,.P= 300 Pfund. Gs drüdt die im 
Cylinder abgefperrte Luft am Ende dee 
Kolbenweges von 3 Fuß noch mit 6000 Pfund, dagegen am Ende des Weges 
von 4 Fuß mit 3%, . 6000 = 4500 Pfund, am Ende des Weges von 5 Fuß mit 
3/, .6000 — 3600 Pfund, und am Ende des ganzen Weges von 6 Fuß mit 
3/, „6000 — 3000 Pfund, wonach fi die mittlere Kraft während der Grpanfion 








— 1/, [6000 + 3 (4500 4 3600) -+ 3000] = Sm 4162 Pfund, und julglic 
die mittlere Kraft bei der ganzen Kolbenbewegung, — mi 5081 


Pfund ergiebt. Zieht man hiervon den conftanten Gegendruck von 2000 Pfund 
ab, fo folgt das vom Kolben aufzuhebende Gewicht 
Q = 5081 — 2000 —= 3081 Pfund. 
Die bewegende Kraft bei der erften Weghälfte ift: P— (Q-+ 2000) = 6000 
— 5081 — 919 Pfund, folglich die Meceleration der Bewegung: p= (= o L g 
> 31,25 — 9,82 Fuß, ferner die Gefhwindigfeit am Ende des Kolbenweges 





= 3081° 
= > —3 Fuß: »—V2ps—=V 6.9,82—= V 55,92 — 7,478 Fuß, und die 
Zeit, in welcher diefer Kolbenweg zurüdfgelegt wird: t, = eu — 0,802 Se⸗ 


eunden. Der Kolbenweg, bei welchem ſich Kraft und Laſt das Gleichgewicht halten, 
alfo die bewegende Kraft und folglich auch die Acceleration Null, und die Kol: 
bengefchwindigfeit ein Marimum ift, hat die Größe: 

— pP ) s __ 6000.3 _ 18000 
XQ-+2000/ 2 7 5081 5081 








— 3,543 Fuß. 


8. 77 
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RAR; 





Am Ende des Rolbenweges = — 3,2715 Fuß ift vie innere Kolbenfraft 
= — 5508, folglich die bewegende Krafi — 5502 — 5081 = 421 Piunb, 


und der mittlere Werth verfelben, während der Bewegung des Kolbens von 


( 49 
3 bis 3,543 "PP BEER. de ER — 434 Bund. Die entfpredende 


6 
J 
mittlere Acceleration iſt — = Su — 4,402 Ruß, folglich die 


Marimalfolbengefhwintigfeit am Ende des Weges 2 — 85, + 8, — 3,543 Ruß: 
tm—=Vr+2ps,—V 55,92 + 2.4,402.0,543 — V 60,70 — 7,791 Fuß. 
Die Zeit zum Durdhlaufen des Weges 5, — 0,543 Ruß läßt fich ſetzen: 





a | ı 1 ) * 

„= — + — 10.2715 —— =) — S 

bo - 4 "es 71 75 4 7731 0,071 Serunden 
f En 18000 
Hat der Kolben den Meg 5,5 zurüdgelegt, fo ift die bewegende Kraft: = 
— 5081 — — 1808 Pfund, und fteht der Kolben im Mittel zwifchen viefem 
Punkte und dem Punkte ver Marimalgeichwindigfeit, fo ift diefe Kraft: — nut 
— 5081 = — 1100 Pfund und es find die entfprechenden Nccelerationen folgende: 

1808 . 31,25 2% — 1100.31,25 __ i 
= — 71:7 TE — — 1834 Ruß und — — — — 11,16 Ruß. 


Beim Durchlaufen des Wegſtückes 5,500 — 3,543 — 1,957 Fuß, iſt folglich 
0+4. au + 1834 _ _ 050 Kuß, und 
demnach die am Ende diefes Meges erlangte Geichwindigfeit: 

— Y 60,70 — 2. 10,50 .1,957 — V 19,60 — 4,427 Fuß. Für die erfte Hälfte 
0-+11,16 
2 
5,58 Fuß, daher die Geihwindigfeit am Ende des Weges von 4,5215 Fuß: 


=Y 60,70 — 2.5.58 .0,9785 — V 49,78 — 7,055 Ruß. 
Nun ir er ” Zeit zum zn > ne 8; = 1,957 Fuß: 
—— 
= en +2 tz ) —0,3% (gr sort To * — 5 57) 0326.0,9212 
— 0,300 a Ferner läßt fich die Zeit für das letzte Stück s,—0,5 Ruß des 
ganzen Kolbenweges, Wet = — 0,226 Secunden fegen, und es folgt 


nun die Zeit des ganzen Kolbenhubes: 
t—=t, +1, +13 +2, = 0,802 + 0,071 + 0,300 -H 0,226 — 1,40 Seeunden. 


die mittlere Neceleration — — 


0,9785 8: des legteren Wegſtückes ift dagegen die mittlere Ncceleration — — 


Parallelogramm der Kräfte. Wird eine Maſſe (ein materieller 
Punkt) M, Fig. 90, von zwer Kräften , und P, ergriffen, deren Nichtun- 
gen MIX und MY einen Winfel XMY— « zwiſchen jich einfchließen, 
jo erzeugen diefe nach eben diefen Richtungen die Accelerationen: 

P P; 


pı = MW und 9, — W' 
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aus deren Vereinigung eine mittlere Acceleration ($. 35) in einer Nichtung 
MZ entjteht, weldye durd die Diagonale eines aus 2,,Pz und « conftruirten 
Fig. M. Parallelogramms gegeben ift; auch iſt dieje 

mittlere oder rejultivende Acceleration: 
p=Vp}+p?+2pıp, cos. « 

und für den Winkel p, den die Richtung der- 

jelben mit der Richtung MX der einen Acce- 

leration p, einschließt, hat man: 

‚ p, sin. & 

sin. —= — 

Setzen wir in dieſe beiden Formeln die ange— 

5 Werthe von Pi und Pr, ſo folgt: 


MEN) —— s(& 1) (2 c08. & und 


EN ea 
Pie 


Multiplicirt man die erfte Gleichung durch M, fo ergiebt ſich: 
Mp—=VP?+ P?+2P,P, cos.«, 
oder, da Mp die der Aeceleration p entiprechende Kraft P ift: 


1) P= J 2 4 Pr + 2 Pı P, cos. «, und 


P, sin. & 
P 


Es wird alfo die Refultirende oder Mittelfraft fowohl ihrer 
Größe als aud) ihrer Richtung nad aus den Componenten oder 
Seitenfräften genau fo beftimmt, wie die mittlere Acceleration 
aus den Seitenaccelerationen. 

Kepräfentiren wir die Kräfte durch gerade Yinien, indem wir diefe in 
denselben Verhältniſſen zu einander ftehen laſſen, wie fie in Gewichten, 3. B. 
Pfunden, in Wirklichkeit zu einander ftehen, jo läßt ſich demnach die Reſul— 
tirende durch die Diagonale desjenigen Parallelogramms darjtellen, deſſen 
Seiten durch die Seitenfräfte gebildet werden und wovon ein Winfel dem 
von den Richtungen der Seitenfräfte gebildeten Winkel gleich ift. Das jo 
aus den Seitenfräften conjtruirte und durch feine Diagonale die Mittelfraft 
ausdriidende Parallelogramm wird das Barallelogramm der Kräfte 
genannt. 

Beifpiel, Wenn ein auf einem vollfommen glatten Tifche ruhender Kör- 
per, Fig. 91 (a. f. ©), von 150 Pfund Gewicht von zwei Kräften P, = 30 
Pfund und P, — 24 Pfund ergriffen wird, weldhe einen Winkel AMP = 
e — 105 Grad zwifchen fih einfchliegen, fo ift die Frage, nad welder 

Weiébach's Lehrbuch der Mecdanit. 1. 10 














2) sin. ꝙ = 
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Richtung und mit welcher Neceleration die Bewegung vor fih geben werde? 
Da cos. « — c08. 105° = — cos. 75°, fo felat vie Mitelkraft: 
Fig. 9. P= V302+22—2 .30 .24 cos. 750 
— Y 900 + 576 — 1440 eos. 75° 
— V 1476 — 372,7 — 33,22 Pfunt; 
und die ihr entiprechente Acceleratien: 
»= Er 4 8 33,22 i 31,25 — (99 Ruß 
MTG 150 ee 
Die Bewegungsrichtung ſchließt mit der Rich— 
z tung ter erften Kraft einen Winkel 2 ein, der be- 
ſtimmt ift durch 


sin. y= sin. 105° — 0,7224 sin.750—=0,6978; 


21 
33,22 
es iſt alfe = 44015. 

Anmerfung. Die Mitielfraft (P) hängt, den 
gefundenen Formeln zufolge, nur ven den Zeiten: 
fräften, nie aber von der Maſſe (7) des Körpers, 
auf welche die Kräfte wirfen, ab. Deshalb findet man in vielen Werfen über 
Mechanik die Nichtigkeit des Parallelogramms der Kräfte ohne Rückſicht auf 
die Maſſe, wohl aber mit Zugrundlegung irgend eines Grundgefeges bewiefen. 
Solcher rein ftatifchen Beweiſe giebt es viele. In jedem der folgenden Werke 
findet man einen anderen Beweis: Eytelwein's Handbuch ter Statif feiter 
Körper, Gerſtner's Handbud der Mechanik, Kayſer's Handbuch der Statik, 
Möbius’ Lehrbudy ver Statif, Nühlmann’s techniſche Mecanif. Der Ber 
weis in Gerſtner's Mechanif fegt vie Theorie des Hebels voraus; er if 
übrigens fehr einfach und finder fih in fehr vielen alten und auch in neuen 
Schriften, 3. B. in denen von Käftner, Monge, Whewell u. f.w. Kay: 
fer’s Beweis ift der Boiffon’fhe in elementarem Gewande. Mobius' Ent: 
widelung it auf eine befondere, von Poinſot (El&mens de Statique) einge: 
führte Theorie, auf die der Kräftepaare (des couples), gegrüntet. Ginen eigen: 
thümlihen Beweis liefert Duchayla in der Correspondance sur l’ecole 
polytechnique No. 4, venfelben hat auch Brir in feinem Lehrbuch der Statif 
feiter Körper, 2. Auflage, aufgenommen; er wird aber auch neh in vielen 
anderen Werfen angewendet, 3.B. in Moſeley's Mechanical Principles 
u. ſ. w. Den Beweis des Parallelogramms der Kräfte, welchen Navier in fei- 
nem Legons des mecanique (deutfch von Mejer, 1855) liefert, findet man 
auch in Rühlmann’s Grundzüge der Mechanik, Leipzig 1860. ine auf die 
Berwegungsgefege gegründete Iheorie diefes Barallelogramms findet man jchen 
in Newton’s Principien; fie wird aber auch von vielen Neueren gebraudt, 
3. B. von Benturoli, VBoncelet, Burgu.f.w. ©. Elementi di Meca- 
nica e d’Idraulica di Venturoli; M&canique industriellepar Poncelet); 
Compendium der populären Mehanit und Mafchinenlehre von Burg. Gin 
neuer Beweis von Möbius findet fih in den Berichten der Gefellfchaft der 
Wiffenfchaften zu Leipzig (1850), ein anderer von Gttingshaufen in den 
Wiener afademifhen Schriften (1851), und ein dritter von Schlömilch in 
defien Zeitfchrift für Mathematik und Phyfif (1857). 


$. 78 Zerlegung der Kräfte. Mit Hülfe des Kräfteparallelogramms laſſen 
fi) nicht nur zwei oder mehrere Kräfte zu einer einzigen zuſammenſetzen, 
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jondern auch gegebene Kräfte unter gegebenen Verhältniſſen in zwei oder mehrere 
Kräfte zerlegen. Sind die Winkel g und & gegeben, welche die Seitenträfte MP, 
—P, ud MP,=P;, Fig. 91, mit der gegebenen Kraft MP—P en- 
ſchließen, jo ergeben ſich die Streitkräfte oder Componenten durd die Formeln: 
__  Psinv — P sin. 
1 sin. (pt) ** T sin(p+V) 

Stehen die Teitenfräfte winfelrecht auf einander, ift aljog + Y — 90° 
und sin. (pP + Ü) —= 1, fo hat man: 

Pı — P cos. ꝙ und P, = P sin. 9. 
Eind endlich ð und 9 einander gleich, jo ift auch: 

P, = P,, nämlich — zn = - — 

sin. 29 2 cos.ꝙ 

Beiſpiele. 1) Wie ſtark wird der Tiſch AB, Fig. 92, von einem Körper 
M gevrüdt, teffen Gewicht G — 70 Pfund ift, und auf den eine Kraft 
P=50 Pfund wirft, deren Richtung unter dem 
Winfel PMP, = 9 = 40% gegen den Horizont 
geneigt iſt? Der horizontale Component von P ift: 

P,= Pos. # = 50 cos. 40° — 33,30 Pfunt, 
und der verticale Component: 

P,=P sin. $ = 50 sin. 400 - 32,14 Pfund; 
der legtere fucht den Korper vom Tiſche abzuzichen, 
es bleibt folglih der Drud auf ven Tiſch: 

G — P, = 70 — 32,14 — 37,86 Pfund. 

2) Wenn ein Körper MM, Fig. 91, von 110 Pfund 
Gewicht, auf einer horizontalen Unterlage durch 
zwei Kräfte fo bewegt wird, daß er in ber eriten 

G Secunde einen Weg von 6,5 Ruß in einer Richtung 

durchläuft, welche von den beiden Kräfterichtungen 

um die Winkel @ — 52% und w —= 77% abweicht, fo ergeben ſich die Kräfte 

felbft durch Folgendes: Die Neceleration ift der doppelte Weg in der erften 
Secunde, alfo bier p = 2.65 — 13 Fuß. Die Mittelkraft ift nun: 


pP 22 — 0,032 .13 . 110 — 45,76 Pfund; 





Fig. 92. 





daher die eine Seitenfraft: 

j P sin. 77° 45,76 sin. 770 

— nn — — — — 57,37 Bfund, 

1 sin. (520 4779) sin. 51° Pr 

und die andere Geitenfraft: 

p.⸗ 45,76 sin. 520 
2 sin. 51° 





— 46,40 Bfund. 


Zusammensetzung der Kräfte in einer Ebene. Um die Mittelfraft 8. 79 
P zu einem Syſteme von Seitenfräften P,, Ps, P; u. |. w. (Fig. 93 a. f. ©.) 
zu finden, kann man genau denfelben Weg (8. 34) einjchlagen, welcher bei der 
Zufammenfegung von Gejchwindigfeiten befolgt wird; man fann nämlich durch 
wiederholte Anwendung des Kräfteparallelogramms je zwei und zwei Kräfte zu 
10* 
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einer vereinigen, bis zuletzt nur nod) eine übrig bleibt. Die Kräfte P, und 
P, geben z. B. durch das Parallelogramm MP, QP; die Mittelfraft 
MQ — 0; wenn man diefe wieder mit P, vereinigt, erhält man im Pa- 
— rallelogramm MQORP, die Mittel— 

— kraft MR—R, und die letztere wie— 

der mit P, zu einem Parallelogramm 
verbunden, jtellt fi) in der Diago- 
nale MP—P die leßte allen vier 
/ Kräften P,, Py, P;, Pa zufanımen 

äquivalente Mittelfraft heraus. 

Es iſt nicht nöthig, bei diefer Zu— 
ſammenſetzungsweiſe das Parallelo— 
gramm ſtets zu vollenden und deſſen 
Diagonale anzugeben. Man bilde 
ein Polygon MP, QRP, indem man 
die Zeiten MP,),Pı @, @R, RP den 

gegebenen Gomponenten ?,, P,, P;, P, parallel legt und gleichmacht; die 
legte, das Polygon zujchliegende Zeite MP ift die geſuchte Mittelfraft P 
oder vielmehr das Maß derfelben. 

Anmerfung. Es it fehr nüßlich, die Aufgaben der Mechanif auch durch 
Gonftruction aufzulöfen; wenn die conftruirende Auflöfung aud nicht fo viel 
Senauigfeit gewährt als die rechnende, fo fichert fie dagegen fehr vor groben 
Fehlern und fann deshalb immer als Prüfung der Rechnung dienen. In 
Rig.93 hat man die Kräfte unter den gegebenen Winfeln PAMP, = 720 30, 
P,MP;, = 33020’ und P,MP, 92040’ an einander geftogen und fo aufger 
tragen, daß ein Pfund durch eine Linie des preuß. Zolles repräfentirt wird. 
Die Kräfte PR = 11,5 Pfund, P, = 10,5 Pfund, P, = 85 Pfund und P, 
— 12,2 Pfund find daher durch Seiten von 11,5 Linien, 10,8 Linien, 8,5 Linien 
und 12,2 Linien Länge ausgedrüdt. Gine forgfältige Conſtruction des Kräftes 
polygons giebt die Größe der Mittelfraft P= 14,6 Pfund und die Abweihung 
ihrer Nichtung MP von der Richtung MP, der eriten Kraft, — 861, Grad. 

8.80 Einfacher und fchärfer beftimmt fich die Mittelfraft P, wenn man jeden 
der gegebenen Gomponenten Pi, P,, P; u. f. w. nad) zwei rechtwinklig gegen 
einander ftehenden Arenrichtungen XX und YY, Fig. 94, in Seitenkräfte 
wie Q, und Rı, Q und R,, Q, und AR, u. f. w. zerlegt, die in eine und 
diefelbe Arenrichtung fallenden Kräfte algebraifd) addirt und num aus den 
fich ergebenden, unter einem Nechtwinfel aus einander ziehenden zwei Kräften 
die Größe und Richtung der Reſultirenden fucht. Sind die Winkel PA MX, 
P,MX, P;,MX u. ſ. w., weldje die Richtungen von den Kräften Pi, P,, 
P; u. ſ. w. mit der Are XX einfließen, — «;, @, @&, u. f. w., fo hat 
man die Seitenfräfte Q, — P, c08.&,, Rı=P; sin. a; Q —= Ps 008. , 
BR}; —=Pssin.ag u. j. w. weshalb folgt aus: 


2* 
HP 
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90=- +9. +9 +.‘ 
)Q=P ou. +P: cos. + P cos. +‘, 
und ebenfo au R=Rı + RR, + KR ---, 
2) R=Pısin. a + Psin.ag + P;$sina +- 
Aus den fo gefundenen zwei Zeitenfräften Q und AR ergiebt ſich nun bie 
Größe der geſuchten Mittelkraft: 


)P=VQ@+R 


und der Winfel PU X=«, denihre Richtung mit X x einſchließt, durch 


4) tang. « — 5 

Bei der algebraiſchen Addition der 
Kräfte hat man die Vorzeichen genau 
zu berückſichtigen; denn ſind dieſelben 
bei zwei Kräften verſchieden, d. h. 
ſind dieſe Kräfte vom Angriffspunkte 
M aus nach entgegengeſetzten Seiten 
gerichtet, To geht diefe Addition in 
eine arithmetifche Subtraction itber 
($. 76). Der Winkel « ift pie, fo 
fange Q und R poſitiv find, er ft 
zwifchen einem und zwei Nechtwin: 
feln, wenn Q negativ und AR pofitiv, 
zwijchen zwei und drei Rechten, wenn 
Q und R beide negativ find, und 
liegt endlich zwifchen drei und vier Nechten, wenn bloß A negativ ift. 


Fig. 9. 





Beifpiel. Welches it die Größe und Richtung der Mitteltraft aus den 
Seitenfräften PR, —=30 Pfund, P,=70 Pfund und P,; = 50 Pfund, deren Rich: 
tungen, in einer Ebene liegend, die Winkel PR MP,=56° und P,MP, = 104° 
zwifchen ſich einfchließen? Legen wir.die Are XX, Fig. 94, in die Ridytung der 
eriten Kraft, jo erhalten wir @«,—=09, «,=560 und @&, =56% + 1049 = 160°; 
daher: 

1) Q=30. cos. 0% + 70. cos. 56° + 50. cos. 160° = 30 + 39,14 — 46,98 

— 22,16 Pfund, und 
2) R=30 . sin. 0% 4-70 . sin. 560 ++ 50 . sin. 1600 = 0 + 58,03 + 17,10 
— 75,13 Pfund. Ferner: 
75,18 __ 
26” 3,3903, 
und hiernach den Winfel, weldhen die Mittelfraft mit dem pofitiven Arentheile 
MX over der Kraft P, einfchließt, « — 73034’, endlich diefe Kraft felber: 


— —— on 513 _ 78,33 Pfund. 


—— — 


cos.«  sin.a  sın. 73054’ 0,9591 7° 


3) tang.e = 
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8.81 Kräfte im Raume. Yiegen die Kraftrichtungen nicht in einer und 
derfelben Ebene, jo lege man durch den Angriffspunft der Kräfte eine Ebene 
und zerlege jede derfelben im zwei andere, die eine derjelben in der Ebene 
liegend, die andere rechtwinklig zur Ebene. Die jo erhaltenen Seitenkräfte in 
der Ebene find nun nad) der Kegel de3 vorigen Paragraphen zu einer und 
die Seitenkräfte rechtwinklig zur Ebene durd) bloge Addition zu einer anderen 
Mittelkraft zu vereinigen; zu den auf diefe Weife erhaltenen zwei recht— 
winfligen Gomponenten ift endlid) nach der befannten Regel ($. 77) die 
Mittelfraft zu finden. 


Fig. 95 führt das eben angegebene Verfahren mehr vor Augen. MP, 
— P,MP, —=P,MP,;—P, feien die einzelnen Kräfte, AB die 


Kia. 95. 





Ebene (Projectiongebene) und ZZ die Are winkelvecht zu ihr. Aus der Zer— 
fegung der Kräfte Pr, Ps u. ſ. w. ergeben fich die Kräfte S,, 5, u. f. w. 
in der Ebene, und die Kräfte N), N, u. ſ. w. in der Normalen ZZ, Jene 
werden wieder nad) zwei Aren XX und YY in die Seitenfräfte Q,, Q, 
u.f.w. R,R, u. f. w. zerlegt und geben die Componenten Q und R, 
woraus ſich endlic) die Mittelfraft S beſtimmen läßt, welche, mit der Summe N 
aller Normalkräfte Ni, N, u.f. w. vereinigt, die gefuchte Mittelfraft P giebt. 

Segen wir die Winfel, unter welchen die Kraftrichtungen gegen die 
Ebene AB, 3. B. gegen den Horizont geneigt find, 61, 62 u. |. w., fo er 
geben fid) Kräfte in der Ebene S,— P, cos. Bi, Sy P; cos. By u. |. w., 
und die Normalfräfte N, — Pı sin.ß,, N = P; sin. ßy u. f. w.; be 
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zeichnen wir endlich die Winfel, welche die in der Ebene AB liegenden 
Projectionen der Kräfterichtungen mit der Are XX einfließen, mit a, @ 
u. ſ. w., fegen wir alfo SS MX —=«, S;MX=.a, u. ſ. w., jo ftoßen 
wir auf folgende drei, die Kanten eines geraden Barallelepipeds (des Kräfte: 
parallelepipeds) bildende Kräfte: 
Q=S, cos. cc + Sa 008. + ++, oder 

1) Q—=P: cos. B, cos. + P, cos. Bz cos. & + -- +, ebenfo 

9) R—=P: cos. Bı sin. + Ps cos. Br sin. ag + +, endlich) 

3) N=P, sin. ßı + Pasin.ß; +» 

Aus diefen drei Kräften folgt die letzte Kefultirende: 


4) P=VQ?+HR?+ N, ferner 
der Neigungswintel PMS—P derjelben gegen die Projectiongebene durch 


N N 
5) tang. ß A ———, endli 
Ss VQa®+R: 5 
der Winfel FSAX«6, welden die Projection der Refultirenden in der 
Ebene AB mit der erften Are X X einfchließt, durch 


6) fang. a = 5 . 
Sind A,, Ay.. die Winkel, welche die Kräfte P,, P,.. mit der Axe AX, 


ferner 46, Us... die Winkel, welche diefelben mit der Are A Y, und v,,v2.. 
die Winkel, welche fie mit der Are AZ einfließen, jo hat man auch: 
1*) Q=P:;cos.4, + P,cos.Ay +», 
2*) R=P: cos.4, P cos. upↄ +», und 
3) N—=P,cos.vı + P, 008.0 + **-. 
Die Größe der Mittelfraft ift wieder durch die Formel 


4*) P— Vo +R+M 
beſtimmt, wogegen fich die Nichtung derfelben mittels der Formeln 
6”) 0..—$, cos. fl 5 und 0— 
berechnen läßt, in welchen A, w und » die Winkel bezeichnen, welche P 
mit den Aren AX, AYund AZ einschließt. 
Auch ift cos. A = cos. & cos. B, cos. u = sin. @ cos.ß und v — 90% — ß, 
aljo cos. v = sin. ß. 


Beifpiel. Um ein Gewicht G, Fig. 96 Lu. II (a.f.S.), mittels des über 
der Leitrolle B mweggezogenen Seiles GBA fenfredht emporzuheben, ziehen 
an dem Seilende A drei Arbeiter mit den Kräften PR, = 50 Pfund, P, = 100 
Pfund und P, = 40 Piund, deren Richtungen eine Neigung von 60 Grad 
gegen den Horizont haben, und welche die Horizontalwinfel 8, AS, —= 8, AS, 
— 135 Grad und AS, — MO Grad unter fih einfchliegen; welches ift die 
Größe und Richtung der dem Gewichte @ gleichzufegenden Mittelfraft, und 
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wie groß fönnte viefes Gewicht fein, wenn die Kräfte eine und dieſelbe Nic: 
tung hätten? 


Fig. 96. Die verticalen Gomponenten der Kräfte 
find: 
5 N, =P, sin. 8, = 50 sin. 60° — 43,30 


Pfund, N,—= P, sin. , = 10 sin. 60° 
— 56,60 Pfund und N, = P, sin. BP, = 
40 sin. 60° — 34,64 Pfund, folglich ift die 
in A vertical niederziehenve Kraft 
N=N+N,+N,=16454 Pfund. 

Kerner find die horizontalen Compo— 

nenten: 
S,=P.\ cos. B, = 50 cos. 60° —= 25 Pfb., 
S,= P, cos. $, = 10 cos. 60° = 50 Pfb., 
und S, = P; cos. ßB3 = 40 cos. 600 — 20 
Pfund. Legt man eine Are X X in der Ric: 
tung der Kraft S,, fo folgt die Seiten: 
fraft in diefer Are: 
= A = Iıcos.m + 
S, 008.69 + Sy 008.4 = 25 c0s.0° + 
50 cos. 135° + 20 cos. 270° = 25 .1— 
50 . 0,7071 -— 20 ..0=25 — 35355 — 
— 10,355 Pfund, fowie die Seitenfraft 
in der zweiten Are YY: 
R=R+R+R=9 sin.a+ 
So sin. @g + 5; sin. a; = 25 sin. O+ 
50 sin.135 + 20 sin. 2700 — 50.0,7071 
— 20 = 15,555 Pfund, 
und die horizontale Mittelfraft: 
S—V Q’+ R! — V 10,355°-+ 15,355? 

— 18,520 Pfund. 

Der Winkel @, welchen diefe Kraft mit 
der Are X X einfchließt, it beitimmt durch 
tang.« = n = — 1 — — 1,4825, 
wonah « — 180 — 56° = 1240 0° folgt. 

Die vollftändige Mittelfraft iſt: 

P=VN+S2 = Y16452 + 18,520? — 165,58 Pfund. 

Der Neigungswinfel vdiefer Kraft gegen den Horizont wird bejtimmt durch 

tang.P = 5 = 5 — 8,8848, wonach 8 = 850535’ folgt. 

Wenn die drei Kräfte in einer und verfelben Nichtuna wirften, wäre bie 
Mittelfraft = 50 + 100 + 40=190 Pfund, alfo um 190 — 165,58 — 24,42 
Pfund größer als die gefundene, 











8.82 Prineip der virtuellen Geschwindigkeiten. Aus den in dem 
Vorigen gefundenen Kegeln über die Zuſammenſetzung der Kräfte laffen fic) 
nod) zwei andere, im praktischen Gebrauch wejentliche Dienfte Leiftende, ab- 
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leiten. Es fei in Fig. 97, M ein materieller Punkt, es feien MP, =P, 
und MP, — P, die auf ihn wirkenden Kräfte, endlich fei MP — Pie 
Mittelfraft aus den Kräften P, und 
P,. Yegen wir durch M zwei ren 
MX und MY winkelrecht gegen ein- 
ander, umd zerlegen wir die Kräfte 
P, und P, fowie ihre Mittelfraft P 
in nad) diefen Aren gerichtete Seiten: 
fräfte, alſo P, in Q, und Rı,P, in 
Q, und Rs, und P in Q und Z, fo 
erhalten wir die Kräfte in der einen 
Are Q,, Q, und Q, und die in der 
anderen R,, R, und R, und es tft 
Q=Q, +9, ſowie R=R, + R.. 
Nehmen wir nun inderAre MX 

irgend einen Punkt O an, und fällen von demfelben Berpendifel OL. OL, 
und OL gegen die Richtungen der Kräfte P,, P, und P, jo erhalten wir 
rechtwinfelige Dreiede MOL), MOL,, MOL, weldye den von dem drei 
Kräften gebildeten Dreieden ähnlid) find, nämlich: 

AMOLo» . MP Q 

AMOLo» .\MPRßQ, 

MOL on /\MPQ 


Diefen Aehnlichkeiten zufolge ift aber MA ,;,a _ Mu 


MP mp’ MO 
Q: _ ML 8 — 
DB no" 
von Q,, 9, und * in die Gleichung @ = Qı + 9;, jo erhalten wir: 
P.ML=P.ML+P,.ML. 
Ebenſo ift aud): 
R _0Lb BR _0L OL 


ae ud = Mo’ 


Fig. 97. 





ebenjo 





ML 
= jegen wir die hiernad) beſtimmten Werthe 





daher: 
P.OL=PM.OL +P. OL. 
Dieje Gleichungen gelten auc dann noch, wenn P die Mittelfvaft aus 
drei oder mehreren Kräften P,, Pe, P; u. ſ. w. ift, weil man allgentein 
= re +9 + 
R=R+R+R -+--- hat. 
Man kann daher allgemein: 
1) P.ML=P.ML+P,.ML,+P,.ML,-+---, 
2) P.OL=P,.OL, +P,. OL, +P,. OL, + +++ fegen. 
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Beiden Gleichungen muß die Mittelfraft P aus den Kräften P,, Pa, P; 
u. ſ. w. entfprechen, es laſſen fic) daher aud) diefe Gleichungen zur Beſtim— 
mung von P anwenden. 

Die erftere diefer beiden Gleichungen it auch auf ein Kräfteſyſtem im 
Raume, wie N, Q,R, Fig. 95, anwendbar, da auch her N= N, + 0 
+ N, + + +, ober 

Pcos.v— P, c0s.v, + P, c08.v3 + P, c08.v3 + ++, aljo aud) 
P.M 0c0.v—P,.MOcos. vı + P; MO cos.v, +P; MO cos.v, +. 
ift u. ſ. w. 


8.83 Ruckt der Angriffspunkt M, Fig. 98 und Fig. 99, in einer geraden Linie 
nad) O, oder denft man ſich den Angriffspunft um den Weg MO —=x 


Fig. 98. Fig. 9. 
pP} 


of M L 


fortgegangen, fo nennt man die Projection ML = s dieſes Weges x nad) 
der Kraftrihtung MP den Weg der Kraft P, und das Product Ps aus 
der Kraft und ihrem Wege: die Arbeit der Kraft. Führen wir nun 
diefe Bezeichnungen in der Gleichung (1) des vorigen Paragraphen ein, fo 
erhalten wir: 
Ps=Ps +Ps» +P%, +», 

es ift alfo die Arbeit der — gleich der Summe aus den 
Arbeiten der Seitenkräfte. 

Bei der Summation dieſer ne Arbeiten hat man, wie bei der 
Summation von Kräften, auf die Zeichen derfelben Nücficht zu nehmen. Wirkt 
eine von den Kräften Q,, Q, u. ſ. w. des vorigen Paragraphen den übrigen ent= 
gegengejeßt, fo hat man fie als negative Kraft einzuführen; diefe Kraft, wie 
3. B. Q; in ig. 94,8. 80, tft aber"Component einer Kraft P;, die unter den Ver— 
häftniffen, wie fie im vorigen Baragraphen vorausgefegt wurden, der Bewegung 
MT, ihres Angriffspunftes entgegengefegt wirkt; man ift daher genöthigt, die- 
jenige Kraft, Fig. 99, welche der Bewegung ML entgegengefegt wirft, als 
negativ zu behandeln, wenn man diejenige Kraft P, Fig. 98, welche in ber 
Bewegungsrichtung ML wirft, pofitiv fest. 

Sind die Kräfte ihrer Größe oder Nichtung nach veränderlich, To hat die 
Formel 

Ps — Pisi + Ps + Ps + -- 
nur für unendlich Kleine Wege s, sj, 5; u. f. w. ihre Nichtigkeit. 
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Man nennt die einer unendlich Heinen Verrückung 6 des materiellen 
Punktes entiprechenden Wege G,, 65, 6, u. f. w. der Kräfte die virtuellen 
Geſchwindigkeiten (franz. vitesses virtuelles; engl. virtual velocities) 
derielben und das der Formel PO —= P,6, + Pro, + P, 06, entipre 
chende Gefet das Princip der virtuellen Gefchwindigfeiten. 


Uebertragung der mechanischen Arbeit. Nach dem Brincipe $. 84 
der lebendigen Kräfte ift für eine geradlinige Bewegung ($. 74) die mecha- 
. nifche Arbeit (Ps), welche eine Kraft (P) verrichtet, indem fie eine Maſſe M 
aus der Gefchwindigfeit ce in die Gefchwindigfeit v verfegt: 


— ce 
— 2 Ja. 


Iſt nun aber P die Mittelfraft aus anderen, auf die Maffe IM wirken: 
den Kräften ?,, P, u. ſ. w., und find die Wege, welche dieje zurücklegen, 
S1, 82 u. f. w., während die Mafle M felbft den Weg s macht, fo hat man 
nad) dem vorigen Paragraphen: 

PF=Psaı +Ps +», 
e3 läßt ſich daher folgende allgemeine Formel: 


v2 — ce? 
Ps + Ps +... = > ) u 


angeben, und ihr zu Folge die Summe der Arbeiten der einzelnen 
Kräfte gleichjegen dem halben Gewinn der lebendigen Kraft der 
Maſſe. 


Iſt die Geſchwindigkeit während der Bewegung unveränderlich, alſo 
v—c, und die Bewegung ſelbſt gleichförmig, ſo hat man v2? — c?—=0, alſo 
weder Gewinn noch Verluſt an lebendiger Kraft, und daher: 

Ps +PRsı + Ps +...-=0; 
dann ift alfo die Summe der mechanischen Arbeiten von den einzelnen 
Kräften — Null. 

Wenn umgekehrt die Summe der Arbeiten gleich; Null tft, jo verändern 
die Kräfte die Bewegung des Körpers in der gegebenen Richtung nicht; 
hatte der Körper nad) der gegebenen Richtung Feine Bewegung, fo wird er 
auch durch Einwirkung der Kräfte im diefer Richtung feine befonmen; hatte 
er vorher eine gewiffe Gefchwindigfeit nad) einer gewiffen Nichtung, fo wird 
er diejelbe auch behalten. 

* Sind die Kräfte veränderlich, fo kann die veränderliche Gefchwindigteit v 
nad) einer gewiffen Zeit wieder in die Anfangsgefchwindigfeit ce übergehen, 
was bei allen periodifchen Bewegungen, wie fie namentlich an vielen Ma- 








, j j u2—c? 
ichinen vorkommen, eintritt. Nun giebt aber & — c,die Arbeit Re )M 
\ 3 


$. 85 
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— Null, e8 ift daher innerhalb einer Periode der Bewegung der Arbeits- 
verluft oder Gewinn — Null, 


Beifpiel. Ein Wagen, Fig. 100, von dem Gewichte @ = 5000 Pfund 
wird auf einem horizontalen Wege durch eine unter dem Winfel « — 24 Grad 
Fig. 100. aufiteigende Kraft P,=660 
Pfund vorwärts bewegt und 
hat während der Bewegung 
den der Reibung entfprechens 
den horizontalen Widerſtand 
P, —=450 Pfund zu überwin- 
den. Welche Arbeit wird die 
ep Kraft (P,) verrichten müflen, 
um jenen anfänglich mit 2 Fuß 
Sefhwindigfeit fortgehenden 
Magen in eine Gefhwindig- 
feit von 5 Ruß zu verfegen? 
Segen wir den Weg MO 
des Magens — s, fo haben wir die Arbeit der Kraft P.: 
=P,.ML=P,scos.a — 660 . sc0s.24° — 602,9 . s, 
ferner die Arbeit ver als Miderftand wirkenden Kraft Py: 
=(-PR).s=—490.:. 
Hiernach bleibt dann die Arbeit der bewegenden Kraft: 
Ps=P,s cos. «— P,scos.0 — (602,94 — 450) s — 152,94 Fußpfund. 
Die Maſſe erfordert aber zu ihrer Gefchwindigfeitsveränderung die Arbeit: 
08 __.c8 2_ 
Z)e=( =) . 5000 = 0,016 . (25 — 4). 5000 — 1680 Fußpfund; 
fegen wir daher beide Arbeiten einander gleich, fo erhalten wir 152,94. s = 1680, 
folglih den Weg des Wagens: 
M0=s= — 1098 $ 
——— Be 
und endlich die mechaniſche Arbeit der Kraft Pr: 
8 cos.c — 602,94 . 10,98 = 6620 Fußpfund. 








Krummlinige Bewegung. Geben wir unendliche kleine Wege 
(6,6, u. f. w.) voraus, fo fünnen wir die zulegt gefundene Formel aud) auf 
frumme Bahnen anwenden. Es jet MoOs, Fig. 101, die Bahn des 

dig. 101. materiellen Punktes, und MP 
— P, die Mittelfraft aller auf 
ihn wirkenden Kräfte. Zerlegen 
wir diefe Kraft in zwei andere, 
wovon die eine MK — K tan: 
gential und die andere MN—:N 
normal zur Curve gerichtet ift, fo 
nennen wir jene Tangential— 
und diefe Normalfraft. 

Während der materielle Punkt 
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das Element MO — 6 feines frummen Weges MOS durchläuft und ferne 
Sefchwindigfeit e in =, übergeht, nimmt die Mafle M deilelben die Arbeit 


8 — (2? 
2 


die Arbeit A, und die Normalkraft die Arbeit N.O—= 0: es iſt folglid): 


2 __ 23 
— I) M. 


Wenn während der Zurüdlegung des Weges MOS—=s—n6 die Tan— 
gentialgefchwindigfeit des Körpers aus e in = übergeht, und hierbei die Tan- 
gentialfraft nad und nach die Werte A), Aa +» + X, annimmt, fo 
ift daher auch 


+++ ( 


alfo die mechaniſche nn 
= Kr —— — wobei tat ti 

den Mittelwerth der RA Tangentialfraft bezeichnet (vergl. $. 75 

Sept man die Projection des Wegelementes MO — 6 in der Kraftrid)- 
tung ML=E&, jo hat man auch PE== Ko; wenn daher bei Durchlau- 
fung des Weges MOS — s — n6 die Mittelfraft P allmälig die 
Werthe P,, Pa --- P, annimmt und die Projectionen der Wegelemente 
nad) und nad) &,, & - S, find, jo hat man aud): 

Pı 8 +P& ++ P,.u=l(H A, M,)0., 


und daher: 
A ä .S( 5 


Wenn hierbei die Nichtung der Kraft P conftant bleibt, fo bilden die 
jämmtlichen Projectionen &, & - » &, der Wegtheile 6, 6.. oder des ganzen 
Weges s — n6 eine gerade Linie 

MRere-htbrt:: + 


Setzt man dann noch x — mE, fo fann man aud) 
A=(Pı 7 P; 7° + ZRH, + Ps + * + Pın — 
Pı T Ps + Pr 


UL 


Tangentialfraft A 








KÄı + Ka + Er + *) — E ) Mm. 


* 


2 
M. 





jegen, wo dann P das Mittel aus den gleichen Theilen 


= — die entſprechende Kraftrichtung bezeichnet. 
Es ift daher dann auch 
v2 — c? 
Pı — 5) M—=(h—1) 6, 
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wenn A die der Anfangsgeichwindigfeit ce, jorwie A die der Endgefchwindigkeit 
v entipredyende Geſchwindigkeitshöhe, und F das Gewicht I7y des bewegten 
Körpers bezeichnet. 


Alſo aud) bei einer frummlinigen Bewegung ift die ganze Arbeit 
der bewegenden Kraft gleid) dem Producte aus dem Gewichte des 
bewegten Körpers und aus der Differenz der Geſchwindigkeits— 
höhen. 


Anmerfung. Die gewonnene Kormel, welde aus der Verbindung des 
Principes der lebendigen Kräfte mit dem der virtuellen Geichwindigfeiten her— 
vorgeht, ift vorzüglich in den Fällen anwendbar, wenn Körper durd) feite Unter: 
lagen oder durch Aufhängen gezwungen werden, eine bejtimmte Bahn zu durch— 
laufen. Treibt einen ſolchen Körper die Schwerfrait allein, fo ift die Arbeit, 
welche das Gewicht @ deilelben beim Herabfinfen von einer Höhe, deren Berticals 
projection s ift, verrichtet, = @s, und daher: 

Gs=(h—k)Gdb.is—h-—k. 

Melches aljo auch der Weg fei, in welchem ein Körper von einer horizon- 

talen Ebene AB, Fig. 102, bis zu einer zweiten Horizontalebene CD herab— 


Fig. 102. 





finft, immer ift die Differenz der Gefhwindigfeitshöhen gleich der fenfrechten 
Fallhöhe. Körper, welche die Bahnen EF, E,F,, E, Fy u. f. w. mit gleicher 
Gefchwindigfeit (ce) zu durdlaufen anfangen, erlangen aud) am Ende viefer 
Bahnen, obwohl zu verfchiedenen Zeiten, gleiche Endgeſchwindigkeiten. Iſt 3 B- 
die Anfangsgefhwindigfeit e—=10 Fuß und die fenfrechte Fallhöhe s— 20 Fuß, 
aloh=s+%k=20 +'0016.10? = 21,6 Fuß, fo folgt die Endgeſchwindigkeit 
v — V2gh = 7,96 V 216 — 36,74 Ruf, 
in welcher geraden oder frummen Linie auch das Herabjallen vor fich gehe. 


Dritter Abſchnitt. 


Statif fetter Körper. 


Erftes Capitel. 
Allgemeine Zebren der Statif fefter Körper. 


Verlegung des Angriffspunktes. Obgleich jeder feſte Körper $. 86 
durch die auf ihn wirkenden Kräfte in feiner Form verändert, nämlich zu 
ſammengedrückt, ausgedehnt, gebogen wird u. ſ. w., fo tt es doch geitattet, 
denjelben in vielen Fällen als vollkommen ftarr anzujehen, weil dieje Form— 
veränderung oder Verrückung der Theile nicht allein oft jehr klein it, ſon— 
dern auch innerhalb eines fehr furzen Zeitraumes vor fid) geht. Wir wer: 
den deshalb zunächſt und wenn es auch nicht bejonders erwähnt wird, der 
Einfachheit wegen, jeden feiten Körper als ein Syſtem feſt unter ein— 
ander verbundener Punkte anjehen. . 

Eine Kraft P, Fig. 103, welche auf einen Punkt A eines fejten Körpers 

Fin. 108. M wirkt, pflanzt ſich in 

ihrer eigenen Richtung X X 
unverändert durch den gan— 
zen Körper hindurch, und 

= eine ihr gleiche Gegenfraft 
v9. 106 P, fest ſich mit ihr nur 
dann ins Gleichgewicht, 
wenn der Angriffepunft A, 
derjelben in der Nichtung 
XX der erften Kraft liegt. 
Die Entfernung diefer Angriffspunkte A und A, ift ohne Einfluß auf die- 
fen Gleichgewichtszuſtand; die beiden Gegenkräfte halten ſich bei jeder Ent- 








$. 87 


dent $. 82 zufolge: 
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fernung das Gleichgewicht, wenn nur beide Punkte feſt unter einander ver- 
bunden find. Hiernach läßt fid) alfo behaupten: die Wirfung einer 
Kraft P (fig. 104) bleibt diefelbe, in welhem Punkte A,, As, A; 
u. ſ. w. ihrer Richtung fie auc angreift oder unmittelbar 
aufden Körper M wirft. 


Ergreifen zwei, in derfelben Ebene wirfende Kräfte P, und P,, 
ig. 105, einen Körper in verjchiedenen Punkten A, und A,, fo ift deren 
Fig. 105. Wirkung auf den Körper diefelbe, als 
wenn jie den Bunft C zum gemein- 
ihaftlihen Angriffspunfte hätten, in 
welchem ſich die Richtungen beider jchnei- 
den; denn e8 läßt jid) nad) dem oben 
ausgejprochenen Sate jeder diefer An- 
griffspunfte nach C verlegen, ohne eine 
Aenderung in den Wirkungen dadurd) 
hervorzubringen. Macht man deshalb 


oQ, — AP, — P, und 

CR: — AP 2 = Ps, 
und vollendet jet das Parallelogramm 
CR RR, To giebt uns deſſen Diago- 
nale die Mittelfraft CQ — P von CQ, und CR; und aljo auch von den 
Kräften P, und P,, deren Angriffspunft übrigens auch jeder andere Punkt 
A in der Richtung diefer Diagonale fein kann. 

Segt man der fo gefundenen Mittelfraft AP — P eine gleich große, in 
irgend einem Punkte B der Diagonalrihtung CP angreifende Gegenkraft 


—— 


BP — — P entgegen, fo wird dadurch den gegebenen Kräften P, und P, 
das Gleichgewicht gehalten, und es find folglich P,,P, und — P drei Kräfte 
um Gleichgewichte. 


P 








Statische Momente. Fällt man von irgend einem Punkte O, Fig. 
106, in der Kräfteebene Perpendifel OL, OL, und OL gegen die Rich— 
tungen der Seitenfräfte P, und P, und ihrer Mittelfraft P, jo hat man 


> 





P.OL=P.OLb +P. Ol, 

und es läßt ſich demnach aus den Perpendifeln oder Abjtänden OZ, und 
OL; der Seitenkräfte der Abjtand OZ der Mittelfraft finden, inden man 
jet: 

Pı.0L1 + Pı.Oln, 


UL= * 
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Während man die Richtung und Größe der Mittelfraft durch Anwendung 
des Kräfteparallelogramms findet, ergiebt fid) der Ort Z ihres Angriffs— 
punktes mit Hilfe dev legten Formel durch Beftimmung des Abjtandes OL. 

Schließen die gehörig verlängerten Kraftrichtungen den Winkel P, CP, = « 
zwifchen ſich ein, fo hat man die Größe der Mittelfraft: 


1) P=VP?+P}2+2P,P.,cos.a. 


dig 106. 


Bildet ferner die Mittelfraft den 
"Winkel PCP = a, mit der Richtung 
der Seitenfraft P,, jo iſt: 
P, sin. « 
— 

Stehen endlich die Richtungen CP, 
und CP, der gegebenen Kräfte um 
OL, =«a ud Ol,=a, von einem 
willfiirlichen Punkte O ab, jo ift der 


2) sin.a, = 


der Mittelfraft von eben diefem Bunte: 
_Pa+P@ 

3) « = —⸗ 

Mit Hilfe diefes legten Abftandes «a 
ergiebt ſich aber der Ort der Mittelfraft ohne Rückſichtnahme auf den 
Hülfspunkt C, wenn man mit a aus O einen Kreis conftruirt und an diejen 
eine Tangente ZP legt, deren Richtung durch den Winkel «, beftimmt ift. 





Beifpiel. Es wirfen auf einen Körper die Kräfte PR = 20 Pfund und 
P,—=34 Pfund, deren Richtungen unter einem Winfel P, OP, = «= 70 Grad 
zufammenftoßen und von einem gewiflen Punkte O um OL, —a, —4 Fuß umd 
OL, =a=1 Fuß abſtehen, welches ift die Größe, die Richtung und der Ort 
der Mittelfraft? Die Größe ver Mittelfraft ift: 


P — V 20?+34242.20.34 c0s.70° — V 400 + 1156 + 1360 . 0,34202 
— V 2021,15 — 44,96 Pfund; 
für ihre Richtung ift ferner: 
Y 0 

a Log. sin. «, — 0,85163 — 1, 
daher @, — 45017’ ver Winkel, um welchen diefe Mittelfraft von der Richtung 
der Kraft P, abweicht. Der Ort oder die Angriffslinie dieſer Mittelfraft iſt 
endlich beitimmt durch ihren Abitand OL von O, welcher it: 


-20.4+34.1 114 _ groR zus 
— Tan 5° Fuß. 


sın. ch, = 


Man nennt die Normalabftäinde OT, =a, OL, — uf. w. der Kraft: 
richtungen von einem wilfürlichen Punkte O, Fig. 107 (a. f. ©.), die Hebel- 
arme der Kräfte (franz. bras du levier; engl. arms of lever), weil jie 

Weisbach's Lehrbuch ver Mechanik. 1. 11 


Abſtaud OL = a der Richtung CP 


8.89 


s. 90 
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bei der in der Folge abzuhandelnden Theorie des Hebels ein wejentliches 
Element ausmachen. Das Product Pa aus Kraft und Hebelarm hat den 
Fig. 107. Namen ftatifches oder Kraftmoment (franz. 
moment des forces; engl. momentum of the 
u forces) erhalten. Nun ift aber Pa—Pı a 
/ PP + Pa; folglich das ftatifche Moment der 
— Im, Mittelfvaft gleih der Summe der ftati- 
Mm | hen Momente der beiden Seitenfräfte. 
Bei der Addition der Momente ift noch auf 
Plus und Minus Nüdficht zu nehmen. Wirken 
die Kräfte P, und P,, wie in Fig. 107, nad) gleicher Richtung um den 
Punkt O herum, ftimmen 3. B. die Kraftrichtungen mit den Bewegungs— 
richtungen der Zeiger einer Uhr überein, jo nennt man diefe Kräfte, und 
deshalb aud) ihre Momente, gleichbezeichnete; wird aljo die eine pofitiv an- 
genommen, fo muß die andere ebenfalls pofitiv gejegt werden. Wirken hin- 
gegen, wie in Fig. 108, die Kräfte in entgegengejegten Richtungen um den 
Fig. 108. dig. 109. 


L, 
L, a1 
25 P, 
16) 
P, 


Punkt O herum, fo nennt man diefelben, fowie ihre ftatifchen Momente, ent- 
gegengefete, und es ift num die eine negativ zu fegen, wenn man die andere 
pofitiv annimmt. Bei der in Fig. 109 vepräfentirten Zufammenfegung hat 
man z. B. Pa — Praui — P,a,, weil P, der Kraft P, entgegengefekt, 
alfo ihr Moment Pa az negativ ift, während bei der Zufammenfegung in 
dig. 106, Pa=P,a, + Pa, ausfällt, 








Zusammensetzung der Kräfte in einer Ebene. Ürgreifen drei 
Kräfte Pi, Pa, Ps, Big. 110, einen Körper im verfchiedenen Punkten A,, 
As, A; einer Ebene, jo vereinige man nad) der legten Hegel erſt zwei 
(Pı, P;) diefer Kräfte zu einer Mittelkraft CQ — Q, und diefe nachher, 
nach derfelben Regel, mit der dritten Kraft (P,), indem man aus DR, —= CQ 
und DR, —= A; P; das Parallelogramm DR, RR; conftruirt. Die Dia— 
gonale DR ift num die gefuchte Mittelfraft P zu P, P, und P,. Es 
ift hiernach aud) leicht einzufehen, wie beim Hinzufommen einer vierten Kraft 
P, die Mittelkraft gefunden werden fann, u. f. w. 


$. 91.] Allgemeine Lehren der Statik fejter Körper. 163 


Bei diefer Zufammenfegung der Kräfte wird die Größe und Richtung der 
Mittelfraft genau fo gefunden, als wenn die Kräfte im eimem einzigen 
Punkte angriffen (j. $. 50), es 
find daher die in $. 80 angegebe- 
nen Nechnungsregeln anzuwen— 
den, um diefe beiden erjten Ele- 
mente der Mittelfraft zu beſtimmen; 
um aber das dritte Element, näm— 
(ic) den Ort der Mitteltraft oder 
ihre Angriffslinie zu finden, hat 
man von der Gleichung zwiſchen 
den ſtatiſchen Momenten Gebraud) 
zu machen. Sind aud) hier 
OL, =a, Ol» =as, OL, =u, 
und OL=—u die Hebelarme der 
drei Seitenfräfte P,, Pr, P, und 
ihrer Mittelfraft P in Hinficht auf einen willkürlichen Bunt O und ift @ 
die Meittelfraft aus P, und P, fowie OK der Hebelarm derfelben, fo 
hat man: 

Pa—=Q.OK+ Pa, ud Q.OK— Pa, + Pya.. 
Berbinden wir aber diefe beiden Gleichungen mit einander, fo erhalten wir: 
Pa=Pıa+P,@a + P;a;, 
und ebenfo ftellt fic) fiir mehrere Kräfte heraus: 
Pa=Pa+P®+ Pa +‘, 
d. h. es iſt allemal das (ftatifhe) Moment der Mittelfraft gleid) 
der algebraifhen Summe aus den (ftatifhen) Momenten der 
Seitenfräfte. 


Fig. 110. 





Sind nun P,, P,, P; u. f. w., Fig. 111 (a.f.©.), die einzelnen Kräfte 
eines Kräfteſyſtemes, find ferner &j, &, @, u. |. w. die Winfel P, D, X, 
P,D;,X, P,D,X u. f. w., unter welchen eine beliebig angenommene Are 
XX von den Kraftrichtungen gefchnitten wird, und bezeichnen endlich 
dj, 4, @, u. ſ. w. die Hebelarme OIn, OL, OLs u. ſ. w. diefer Kräfte 
hinfichtlich des Durchſchnittspunktes O zwifchen beiden Aren X X und YY, 
jo hat man nad) den 88. 80 und 90: 

1) die Seitenfraft parallel zur Are XX: 

= Pı cos. u + Pcs. a +’, 
2) die Seitenfraft parallel zur Are YY: 
R=P, sin a + PR sing + --», 
11* 
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3) die Mittelfraft des ganzen Syftemes: 
P= Vor’+R:, 
4) den Winkel «, unter welchen die Mittelfraft die Are ſchneidet, durch 


tang. & — — 
Q 
5) den Hebelarnm der Mittelfraft, oder den Halbmeſſer des Kreiſes, 
welchen die Richtung der Mittelfraft tangirt: | 
— Pa+P@+ ger. 
pP 


dig. 111. 





Bezeichnen b, bi, by u. ſ. w. die Abfchnitte OD, OD,, OD, u. |. w. von 
der Are X X, fo ift: 


a—bsin.«, a, — bi sin.&ı, da —by sin. u. f. w., 
und daher aud): 


— Pıbı sin.cı + Pabz Sin. a + _ Rıbı +Rb+.- 
== P sin. « — R 


Erfegt man die Meittelfraft (P) durch eine ihr gleiche Gegenfraft (— P), 
jo halten fid) die Kräfte P,, Pe, P; . .. (— P) das Gleichgewicht. 

Bezeichnen noch &1,%2... ſowie %1,%2... die Coordinaten der Angriffe: 
punkte A, Az... der gegebenen Kräfte P),P,..., jo find die Montente 
der Componenten der legteren: R,rı, Ra&z... fowie Qı m, Qa9,..., und 
es ift das Moment der Meittelfraft: 
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Pa=(Ra+Rm+)—(Qıyı + om +), 
daher der Hebelarm derfelben: 


VR+R+-J2+Q+Q +)? 


Beifpiel. Die Kräfte P, = 40 Pfund, P, = 30 Pfund, P, — 70 Pfund, 
Fig. 112 durchfchneiden die Are XX unter den Winkeln «, — 60°, 
“g = — 80°, a, — 142%, und es find die Entfernungen zwifchen den Durch: 
fchnittspunften D,, D,, D, der Kraftrichtungen mit der Are, D, D, — 4 Auf 
und DD, — 5 Ruf. Man juht die fämmtlihen Beitimmungsitücde ber 
Mittelfraft. Die Summe der Seitenfräfte parallel zur Are XX ift: 

Q)= 40 cos. 600 + 30 cos. (— 80°) + 70 cos. 1420 
= 40 cos. 60° + 30 cos. 800 — 70 cos, 380 
= 20 + 5,209 — 55,161 = — 29,952 Pfund. 

Die Summe der Seitenfräfte parallel zur Are YY: 

R = 40 sin. 600 +30 sin. (— 80°) +70 sin. 142° 
— 40 sin.60° — 30 sin. 800-4 70 sin. 38° 
— 34,641 — 29,544 + 43,096 — 48,193. 


Fig. 112. 


V 





Nun ſolgt die geſuchte Mittelkraft: J 
P— V Q?+R?2 — V 29,952? + 48,193? — V 3219,68 — 56,742 Pfund. 
Der Winkel «, unter welchem fie die Are ſchneidet, ift ferner, ‚beitimmt durch: 
tang. «= EL — — — 1,6090, es ergiebt ſich daher: 
« ⸗L1800 — 5808 121052. 
Verlegt man den Axpunkt O nah D,;,, fo Hat man den Hebelarm ber 
Mittelkraft: 
Dry sin. &,.b1 + Pysin.ag.d5 + .. .__Jubı +R,b+--- 
RT P — p 
34,641 .(4 +5) — 29,544. 5+0 __ 164,049 


= ann = 2,891 Fuß, 
56,712 BE = Lnm 
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und dagegen den Abjchnitt: 

048 
0O0D=zb = — 


= 1) i 
18.193 3,404 Ruf 





Parallelkräfte. Eind die Kräfte P,, P,, P, u. f. w., Fig. 113, 
eines feften Syſtemes unter ſich parallel, fo fallen die Hebelarıne OZ,. 
OL,, OL; u. f. w. über einander; zieht man num durd) den Anfangspınıkt 
O eine willkürliche Linie X X, fo fehneiden hiervon die Kraftrichtungen die 
Stüde OD,, OD,, OD, u. f. w. ab, welche den Hebelarmen OL,, OLs, 
OL; u. f. w. proportional find, will \ OD In AO0DL 
a /{\ OD,L; u.f.w. ift. Bezeichnet man den Winfel DR, OL, —D,OL, 
u. f. w. durch «, die Hebelarme OLZ,, OL, u. f. w. durd) a,, ay u. f. w., 
die Abfchnitte OD), OD; u. ſ. w. durch bi, b, u. f. w., jo hat man: 

a, —b, 608.6, ab, c0s.@ u. f. w. 
Setzt man endlich diefe Werthe in die Formel: 
Po=Pa+PRaH+---, 
jo erhält man: 
Pb cos.« —= P,b, cos.«a + Pb, cos. + ---, 
oder, wenn man den gemeinfchaftlichen Yactor cos. « wegläßt: 
PP=Pb+Pb+-- 
| Fa. 118. Es ift alfo bei jedem Sy— 
fteme paralleler Kräfte geftat- 
tet, die Hebelarme durch die 
von irgend einer Pinie XX 
abgefchnittenen fchiefen Ent- 
fernungen, wie OD,, OD; 





x FR 
0 u. f. w., zu erfegen. Da die 
Größe und Richtung der Mit- 
1 P, telfraft eines Kräfteſyſtemes 


nit verſchiedenen Angriffs- 

punften diefelbe ift, wie Die 
eines Syſtemes von Kräften, welche in einem Punkte angreifen, fo hat die 
Mitteltraft des Syſtemes paralleler Kräfte mit den einzelnen 
Kräften gleihe Richtung und ift gleich der algebraifchen Summe 
derfelben; es ift alfo: 

P=-P,+PR+D +: :: md 
en — Fu - -, oder and): 
h Pb + Pb +. 

27 P; J en 


4 
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Beifpiel. Es feien die Kräfte AP = 12 Pin, P, — — 32 Pfund, 
P, —=25 Pfund, und ihre Richtungen mögen eine gerade Linie in den Punkten 
D,, D, und D,, fig. 113 (a. v. ©.), fchneiden, deren Abitände von einander 
folgende find: D,D, = 21 Zell, D,D, = 30 Zell. Man foll die Mittel: 
fraft angeben. Die Größe diefer Kraft iſt: 

P12 — 32 4 25 — 5 Pfund, 
und die Entfernung D,D ihres Angriffspunktes D in der Are X X, vom Punkte D, 
aus gemeflen: 


12.0 — Er 
120. 4 5.QI HEN O-ORHITE_ ang gell 


Kräftepaare. wei gleidy große, zwar parallel, aber entgegengefegt ge- 3. 


richtete Kräfte P, und P,, Fig. 114, haben die Mitteltraft: 
P=-B +(-P)=B —-D=NRl, 
mit dem Hebelarme € 


— Pa + Pıa _ 


nn — © (unendlich groß). 


Fig. 114. Fig. 115. 





Zur Herftellung des Gfleichgewichtes mit einem folchen Kräftepaare ift 
dieſemnach eine einzige endliche und in endlicher Entfernung wirkende Kraft 
P nicht Hinveichend, wohl aber fünnen zwei folcher Kräftepaare einander das 
Gleichgewicht halten. Sind P, und — Pı fowie — P, und P,, Fig. 115, 
zwei folhe Paare, d OL, = a, 0 =0L,— LM =a—b,, 
feener OL, = a, und OM: —= OL, — LM} — a, — b, die Hebelarme 
derjelben, von einem gewiffen Punkte O aus genommen, fo hat man fir das 
Steichgewicht: | 

Pı a, — Pı (a —b)— Pa + P, (a — b)—=0, d. i.: 
P, b, == P. b,. 

Zwei foldhe Kräftepaare find alfo im Gleihgewichte, wenn 
das Product aus einer Kraft und ihrem Abftande von der Ge— 
genfraft bei einem Paare fo groß ift wie bei dem anderen. 

Ein Paar von gleichen Gegenfräften nennt man fchlechtweg ein Kräfte- 
paar (franz. und engl. couple), und das Product aus einer Kraft deifelben 
und dem Normalabftande von der anderen Kraft heißt das Moment des 
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Kräftepaares. Nach dem Vorigen find zwei nad) entgegengejegten Rich— 
tungen vwirfende Kräftepaare im Gleichgewichte, wenn fie gleiche Momente befigen. 
Die Richtigkeit dieſes Satzes läßt ſich auch direct auf folgende Weife dar- 
thun. Verlegen wir die Angriffspunfte dev Kräfte P,, 2, ud — P,— PD, 
der Kräftepaare (P,,— P,) und (P,,— P3), ig. 116, nad) den Durch— 
Fig. 116. fchnitten A und B ihrer 
= Angriffelinien, und vereint- 
gen wir ſowohl 7, mit P,, 
als au) — P, mit — P, 
durch ein Kräfteparallelo— 
gramm zu den Mittelkräf— 
ten Rund — R. allen 
nun die Richtungen diefer 
Mittelträfte in die Fort: 
jegungen der Linie AB, fo 
find diefe Kräfte und folg- 
lid) auch die ihnen ent- 
ſprechenden Kräftepaare (Pı,— Pı), (P., — Ps), mit einander im Gleich— 
gewichte. Damit dies eintrete, muß das durch AB und durd) die Richtun— 
gen der Kräfte — P, und P, gebildete Dreied ABC ähnlid fein den 
Dreieden RAP, und BRP,, und daher der Proportion: 
a = r oder der Gleichung: P.CA—P,.CB 
Genüge gejchehen. 

Nun find aber die Perpendifel AZ, —b, und BL, =b, zwiſchen den 
Hichtungen der Kräftepaare den Hypotenufen CA und CB der einander 
ähnlichen vechtwinfligen Dreiede ACL, und BCL, proportional, folglich 
ift auch 





Pıbı = P,b, 
zu ſetzen. Es find aljo Momente der beiden im Gleichgewichte befindlichen 
Kräftepaare einander gleich. 

Segen wir in der Formel ($. 91) für den Hebelarm « der Mittelkraft: 
"Pas M 
————— — 

P=0, während die Summe der ſtatiſchen Momente einen endlichen Werth 
hat, fo befommen wir ebenfall® «a — ©, ein Beweis, daß in diefem Falle 
gleichfalls Feine Mittelkraft, fondern nur ein Kräftepaar möglid) ift. 

Damit fi) die Kräfte eines Kräftefyftems das Gleichgewicht halten, ift 
alfo nicht bloß nöthig, daß die Mittelkraft P = V Q?-+ R?, oder jeder 
der Gomponenten Q und Ze, fondern auch ihr Moment 

Pa= pP, d + P,ü; 4 .. — Null fei. 
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Beiſpiel. Beiteht ein Kräftepaar aus den Kräften PL — 25 Piund und 
— P, = —25 Pfund, ein anderes aber aus den Kräften — P,— — 18 Pfund 
und P, — 18 Pfund, und ift der Nermalabitand b, des erfteren Paares — 3 Ruf, 
fo muß für den Gleichgewichtszuftand, der Normalabitand oder Hebelarm des weiten 

25.8 


b = a 41, Ruß betragen. 


Zusammensetzung und Zerlegung der Kräftepaare. Die 
Zufammenfegung und Zerlegung der in einer und derfelben Ebene wir: 
fenden Kräftepaare wird durch eine einfache algebraifche Addition bewirkt, 
und ift daher viel einfacher als die Zufanmenfegung und Zerlegung einzel⸗ 
ner Kräfte. Da ſich zwei entgegengeſetzte Kräftepaare einander das Gleich— 
gewicht halten, wenn ſie einerlei Momente haben, ſo ſind auch die Wirkun— 
gen zweier gleichgerichteten Kräftepaare einander gleich, wenn das Moment 
des einen Kräftepaares gleich iſt dem Moment des anderen. Sind daher 
zwei Kräftepaare (Py, — Py) und (Pa, — y), Fig. 117, mit einander 

zu vereinigen, jo kann man das eine (P,, — P;) 

Sig. 117. durch ein anderes erfegen, welches mit dent er— 

jteren Baar (P,,— Pı) den Hebelarm AB—=b, 
gemeinschaftlich hat, und dann die Kräfte defiel- 
ben zu denen des anderen addiren, jo daß man 
\ ein einziges Kräftepaar erhält. Iſt b, der 
Hebelarm CD des anderen Kräftepaares und 








ft (9, — Q) das redueirte Kräftepaar, fo 


er; 
| | hat man Qb, —= P,b,, folglid) 
D Np, P, by 
— 


Q = -— , daher einen Componenten des 


1 
zufammengefegten Kräftepaares: 
Pb, 
P +tQ=P+ m r 
und das gefuchte Moment des vefultivenden Kräftepaares: 
(A +Q)b=Pıb + Pb. 
Auf gleiche Weife findet man das aus drei Kräftepaaven refultivende 
Kräftepaar. Sind Pb), Pb, und P,b, die Momente diefer Kräftepaare, 
lo kann man: 





P,;, b,— Qb, und P,b, = Rb,, oder: 
_ Pb, __ Pabs 
= — und R= b 
ſetzen, ſo daß nun das Montent des vefultivenden Kräftepaares 
(AP +Q+RM)b=Pb+Pb+P,b 
ſich ergiebt. 


Bei diefer Vereinigung von Kräftepaaren zu einem einzigen Kräftepaare 
ift natürlich auch auf die Vorzeichen Nüdficht zu nehmen, da die Momente 
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derjenigen Kräftepaare, welche nach der einen Umdrehungsrichtung wirken, 
das pofitive, und die Momente derjenigen Kräftepaare, welche den Körper 
nad) der entgegengejegten Richtung umzudrehen juchen, das negative Zeichen 
erhalten müffen. Ueber die Umdrehungsrichtung eines Kräftepaares kann 
man ſich fogleich Rechenfchaft ablegen, wenn man zwifchen den Angriffs- 
linien des Paares einen Drehungspunkt willkürlich annimmt. Haben dann 
die Kräfte des Paares die Richtung, im welcher ſich die Zeiger einer Uhr 
umdrehen, jo fann man das Kräftepaar, und alfo auch fein Moment, ein 
pofitive8 nennen, und wirfen die Kräfte eines Paares der Umdrehungs— 
bewegung der Uhrzeiger entgegengefegt, d. i. von rechts nad) links, fo er- 
hält dann diefes Kräftepaar, und alſo auch fein Moment, das negative Zeichen. 


Die vorftehende Regel über die Zufammenfegung der Kräftepaare ift 
Fig. 118. dann noch anwendbar, wenn die Kräfte: 
paare in parallelen Ebenen wirken. 
Wenn die parallelen Kräftepaare (P,, 
— Pı) und (P,,— Ps), Fig. 118, in 
parallelen Ebenen MM und NN mit 
gleichen Momenten P, db, und Pab, 
einander entgegenwirken, fo halten fie 
einander ebenfalls das Gleichgewicht ; 
denn es refultiven aus denfelben zwei 
Mittelfräfte PR + P, ud —(P, + P;), 
welche einander vollftändig aufheben, da 
fie in demfelben Punkte E angreifen, der 
beſtimmt ift durch die Gleichungen: 
EA.P —=EC.P,EB-P=ED.P;, und 
P,b,—P,b,d.i. AB.Pı = CD. P,, wonad) 
EA:EB:AB=EC:ED:CD 
folgt, und daher diefer Punkt mit dem Durchfchnitte dev Transverfalen A C 
und BD zufanmenfällt. 

Da dem Kräftepaare (Ps, — P;) jedes andere Kräftepaar das Gleich— 
gewicht hält, welches mit demfelben in einerlei Ebene wirft, und das ent- 
gegengefegte Moment hat, fo folgt auch, daß jedes Kräftepaar durch ein an- 
deres erfegt werden kann, welches mit demfelben einerlei Moment hat, und 
in einer Ebene wirkt, welche der Ebene des erften parallel läuft. 

Wenn daher auf einen Körper mehrere Kräftepaare wirken, deren Wirkungs— 
ebenen parallel find, fo laſſen fich diefelben durch ein einziges Kräftepaar 
erfegen, deſſen Moment die algebraifche Summe von den Momenten diefer 
Paare ift, und deflen übrigens willkürliche Wirkungsebene mit den Ebenen 
des gegebenen Syſtems parallel läuft. 
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Wirken zwei Kräftepaare (Pı, — Pı) und (P,, — P;) in zwei Ebenen 

EME, und FNF,, fig. 119, weldye ſich unter einem gewiſſen Winkel 
EAF = E, DR, == =& 

in der geraden Pinie AB fchneiden, fo laſſen fich diefelben, nachden man ſie 

auf einen und denſelben Hebelarm AB 

Sig. 110. reducirt hat, durch das Kräfteparalle- 

logramm zu einem SKräftepaare ver- 

einigen. Durch diefes erhält man 

aus P, und P, die Mittelfraft R, 

fowie aus — P, und — Py die Mit- 

telfraft — R. Beide Mittelfräfte find 

gleich groß und einander entgegenge- 

jet gerichtet, und bilden folglid) wieder 

ein Kräftepaar (R, — R), deſſen 

Ebene durch die Nichtungen von R 

und — R beftimmt ift. 
Durch Rechnung beftimmt fich nad) 
$. 77 die Mittelfvaft AR mittelft der 





Formeln: 
R=VP?-+P?+2P,P,cos.« und 
P, sin. & 
sin. B = — *, 


wo 4 den Winkel FEAR — E,BR bezeichnet, welchen die Richtung der 
Mittelfraft AR mit der der Seitenfraft P, einfchließt. 
ft nun der Hebelaru AB= ec, und feßt man das — — 


und das Moment P,c —= Qb, oder Pı = _ ud > — zn, jo erhält 


Omas 


alfo das Moment des aus den Kräftepaaren (p. — P) und (Q, — Q) reful- 
tivenden Kräftepaares: 
Re = YV (Pa): + (Qb)? + 2 Pa. Qb.cos. a, 
und cbenfo für den Winfel 3, um welchen die Ebene defjelben von der des 
erften Kräftepaares (P, — P) abweicht: 
Qb 


sin B = Ri 0. 


man: 





Pa @b 
- u c08. (&, 









R= 


Es laſſen ſich alfo die in verfchiedenen Ebenen wirkenden Kräftepnare ge 
nau fo zufammenfegen und zerlegen, wie die in einem Punkte angreifenden 
einfachen Kräfte, wenn man ftatt der leßteren die Momente der erfteren, und 
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ftatt der Winfel, unter welchen ſich die Richtungen der erfteren fchneiden, die 
Winfel einfegt, um welchen die Ebenen der letzteren von einander abweichen. 
Diefe Zurücdführung der Theorie der Kräftepaare auf die Lehre von der 
Zufammenfegung und Zerlegung einfacher Kräfte läßt ſich noch durch Ein- 
führen von Umdrehungsaren ftatt der Umdrehungsebenen der Paare befonders 
vereinfachen. Unter der Umdrehungsare oder Are eines Kräftepaares 
verfteht man jedes Berpendifel auf der Ebene deilelben. Da fic jedes Kräfte 
paar in jeiner- Ebene beliebig verrüden läßt, ohne feine Wirfung auf den 
Körpern zu verändern, jo kann man auch die Are des Paares durch jeden 
beliebigen Punkt legen. 
In Folge der Rechtwinflichkeit zwifchen der Ebene und der Are eines 
fig. 120, Kräftepaares fchliegen die Aren AX, 
AYund AZ, Fig. 120, der Kräfte: 
paare eines Körpers genau denjelben 
Winkel zwifchen ſich ein, wie die Ebene 
AEK, AFK und AGK derjelben. 
Iſt das eine Kräftepaar die Refultante 
aus den beiden anderen, jo bildet, dem 
Borftehenden zufolge, deſſen Moment 
Re die Diagonale des aus den Mo— 
menten Pa und Qb conftruirten Pa- 
rallelogramms, trägt man daher die 
Momente Pa und Ob auf die Aren 
AXund AY aufund vollendet man das dadurch angefangene Parallelogramm, 
jo erhält man in der Diagonale deffelben nicht allein die Are AZ des refultivenden 
Kräftepaares, fondern auch defien Moment Rc. Hiernad) find alfo die Kräfte- 
paare genau fo zufammen zu fegen und zu zerlegen, wie die 
einzelnen in einem Punkte angreifenden Kräfte, vorausgejegt, daß 
man die Axen diefer Paare mit den Richtungen, und die Momente derfelben 
mit den Größen der einfachen Kräfte vertaufcht. Alle in 8.76, 8.77 u. ſ. w. 
abgehandelten Lehren über die Zuſammenſetzung und Zerlegung der Kräfte 
finden daher auch in diefem Sinne ihre Anwendung bei der Zufanmenfegung 
und Zerlegung der Kräftepaare. 





8. 96 Mittelpunkt paralleler Kräfte. Yiegen die Parallelfräfte in ver 
fchiedenen Ebenen, fo ift deren Vereinigung auf folgende Weife auszuführen. 
Berlängert man die Gerade Aj Aa, Fig. 121, welche die Angriffspunfte zweier 
Parallelfräfte P, und P, verbindet, bi8 zur Ebene X Y zwifchen den vecht- 
winflig gegen einander ftehenden Aren MX und MY, und nimmt man den 
Durchfchnittspunft K als den Anfangspunft an, fo erhält man fr den An- 
griffspunft A der Mittelkraft PR + P, diefer Kräfte: 
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(Pı + P).KA= P.KA + P..KA,. 
Da mın B, B, und By die Projectionen der Angriffspunfte A, A, und 
A, in der Ebene X Y jind, fo hat man: 
AB:A, B\:AsB, = KA:KA,:KA,, 
und daher aud): — — 
GBr + P).AB — Pr. ABi + P;.A,B.. 
Bezeichnen wir die Normalabſtände A, B,, A-B., AsB, u. ſ. w. der 
Fig. 121. Angriffspunfte ‚von der Grundebene 
XYducd 2, &, 2, u. ſ. w, und 
den Normalabftand des Angriffspunf- 
tes A von eben diefer Ebene durd) z, jo 
haben wir hiernad) für zwei Kräfte: 
(PR + P)e=Pa + Ps; 
erner flir drei Kräfte, da PR + P 
als eine Kraft mit dem Momente 
P,zı + Pre, angejehen werden fan: 
(P + PR + PB): 
—=Pı2 + Par + P;e; u. ſ. w. 
Es ift alfo allgemein: 
(Pı 4 P, + P; +...) = P,sı + Pæs 4 P323..., 
folglid) : 





l) <= PatPe +: 

Pı + P * — 

Bezeichnen wir ebenſo die Abſtände AC umd AD des Angriffspunktes A 
der Mittelfraft von den Ebenen XZ und YZ durd) y und z, jowie die Ab- 
ftände der Angriffspunfte A,, Ay... von eben diefen Ebenen durch yı, 92 --- 
und x, &2..., jo erhalten wir: 

_Pıyı + Pıy * 
I Ararr 
3) nA Pız + Pı% T a . 

P, ES P, +: .. 

Die Abftände, x, y, 2, von drei Grundebenen, wie 3. B. von dem Fuß— 
boden und zwei Seitenwänden eines Zimmers, beftimmen aber den Punkt 
(A) vollftändig, denn er ift der achte Eckpunkt des aus x, y und z zu cons 
ftruivenden Parallelepipedes; es giebt folglicy nur einen einzigen Angriffspunft 
der Mittelfraft eines ſolchen Kräfteſyſtems. 

Da die drei Formeln für x, y und z die Winfel, welche die Kräfte mit 
den Grundebenen einſchließen, gar nicht enthalten, fo ift der Angriffspunft 
von diefen, und aljo aud) von den Kraftrichtungen, gar nicht abhängig, «8 


und 
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läßt fich demmad) aud) das ganze Syften um diefen Punkt drehen, ohne daß 
er aufhört, Angriffspunft zu fein, wenn nur bei diefer Drehung der Paral- 
lelismus unter den Kräften bleibt. 

Man nennt bei einem Syfteme parallele Kräfte das Product aus einer 
Kraft und dem Abftande ihres Angriffspunftes von einer Ebene oder Yinie 
das Moment diefer Kraft hinfichtlicd) diefer Ebene oder Yinie, aud) ift es ge— 
wöhnlich, den Angriffspunft der Mittelkraft jelbft den Mittelpunkt des 
ganzen Syftems (franz. centre des forces paralleles; engl. centre of pa- 
rallel forces) zu nennen. Man erhält aljo den Abftand des Mittelpunftes 
eines Syftems paralleler Kräfte von irgend einer Ebene oder 
Tinte (leteres, wenn die Kräfte in einer Ebene liegen), wenn man die 
Summe der (ftatifhen) Momente durd die Summe der Kräfte 
dividirt. 








— 7 | 10 4 Pfund. 


Beifpiel. Sind die Kräfte B 5 
2 1 2 0 9 uf. 
die Abftände oder Koordinaten der 2 4 5 3 
Angriffspunfte verfelben . . . . Yu ” 
2 8 8, 1416, 
PP I — 14 0 | 36 Fußpfv. 
jo hat man die Momente... . | Pa 10 83|0|12 „ 
P,& 4 | — 21 | 010 ,„ 


Nun iſt aber die Kraftfumme = 19 — 7 = 12 Pfund; e8 folgen daher die Ab: 
fände des Mittelpunftes viefes Syitems von den drei Grundebenen: 
_5+5—-4_9 _9 


ıi= 0577770 u 
y-SIOrR-® 5-3 = 366 Buß, um 
_ +0 +M—21 19 4 _ 


Kräfte im Raume. Kommt es darauf an, ein aus verjcdjieden ge— 
richteten Kräften beſtehendes Syftem zu vereinigen, jo lege man eine Ebene 
durch daffelbe, verlege ſämmtliche Angriffspunkte in diefe Ebene und zerlege 
iede Kraft in zwei Seitenfräfte, die eine winfelvecht auf diefe Ebene und die 
zweite in die Ebene felbft fallend. Sind 61, Ba... die Winfel, unter welchen 
die Ebene von den Kraftrichtungen geſchnitten wird, jo folgen die Normal: 
fräfte P, sin. Bi, Ps sin. B, ..., dagegen die Kräfte in der Ebene P, cos. Br, 
P; cos. B, u. ſ. w. Die legteren laſſen ſich nad) $.91 umd die erfteren nad) 
dem letzten Paragraphen (96) zu einer Mittelfraft vereinigen. In der Kegel 
werden fid) die Richtungen beider Mittelfräfte nirgends ſchneiden, und es 
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wird demmac auch eine Vereinigung diefer Kräfte nicht möglich fein; geht 
aber die Mittelfraft aus den parallelen Kräften durch einen Punkt K, 
Fig. 122, in der Richtung AB der Mittelfraft P aus den im der Ebene 
(der Papierebene) befindlichen Kräften, jo ift eine Zufammenjegung möglid). 
Setzen wir die Abſtände OC—= DK=u und OD—= CK =v für 
den Angriffspuntt X der erften Mittelfraft, dagegen den Hebelarm ON der 
zweiten — a und den Winfel BA O, unter welchem diefelbe die Are Ex 
ichneidet, — e, fo ift die Bedingung für die Möglichkeit der Zufammenfegung: 
usin.a + vcos.@ — a. 

Wird diefer Gleichung nicht Genüge geleiftet, geht z. B. die Mittelfraft 
aus den Normalkräften durch X, fo ift die Zurückführung des ganzen Kräfte: 
ſyſtems auf eine Mittelfraft gar nicht möglich, wohl aber läßt ſich daſſelbe 


Fig. 122. Fig. 123. 





auf eine Mittelfraft A, Fig. 123, und ein Kräftepaar (P, — P) zurüd- 
führen, wenn man die Mittelfvaft N der parallelen Seitenkräfte in die Kräfte 
— P und R zerlegt, von denen die eine der Mittelfraft P von den Kräften 
in der Ebene an Größe gleich, parallel und entgegengefegt gerichtet ift. 

Diefe Zurüdführung eines beliebigen Kräftefgftemes auf eine einzige 
Kraft und auf ein Kräftepaar läßt fic) auch unmittelbar dadurch bewirken, 
daß man ſich im einem beliebigen Punkte des Körpers, auf welchen diejes 
Syftem von Kräften wirft, noch ein Syftem von Kräftepaaren angreifend 
denkt, deren pofitive Componenten den gegebenen Kräften in Größe und Rich— 
tung vollfommen gleich find. Diefe Kräftepaare ändern natürlich in dem 
Gleichgewichtszuftande des Körpers nichts, da fie im demfelben Punkte an- 
greifen, ſich folglich jelbft aufheben; dagegen laſſen ſich die pofitiven Compo— 
nenten derjelben nad) den befannten Regeln ($. 81) zu einer Mittelfraft ver 
einigen, und es bilden die negativen Komponenten derjelben mit den gegebe- 
nen Kräften, Kräftepaare, die fic) nad) $. 95 zu einem einzigen Kräftepaar 
zufammenfegen laffen. Es bleibt alfo zuletzt nur nod) jene Mittelfraft und 
diefes Kräftepaar übrig. 
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$. 98  Princip der virtuellen Geschwindigkeiten. Wird ein Syſtem 
von im einer Ebene wirfenden Kräften 2), P,, P,, Fig. 124, progreffio, 
d. h. jo fortgerückt, daß alle Angriffspunfte Aj, As, As... gleiche Parallel- 
wege A, Bi, Aa Ba, As B, durdjlaufen, jo ift (in dem Sinne des Baragra- 
phen 33) die Arbeit der Mittelfraft gleid) der Summe aus den Arbeiten der 





Seitenkräfte, folglich im Zuftande des Gleichgewichts dieſelbe — Null. Sind 
die in die Kraftrichtungen fallenden Projectionen A, In, Ag, u. |. w. des 
gemeinfchaftlichen Weges Aı Bi = AsB; u. |. w. — si, 5, u. ſ. w., jo ift 
alfo die mechanische Arbeit der Mittelfraft: 
Ps = Ps + Ps + 
Diefes Geſetz folgt aus einer der Formeln des $. 91. Mad) diefer ift 
der mit einer Are XX parallel laufende Component Q der Mittelkraft gleich 


der Summe: 
A+G@+G+t- 
der gleichlaufenden Componenten der Seitenfräfte P,, P, u. ſ. w.; num folgt 
aber aus der Aehnlichfeit der Dreiede A, B,Zı und A,P, Q, die Proportion: 
A _ Ab _ı | 


— — 
— 


PL A4Bı B: 
und hieraus: 
VPis £ıSı Ps 
9 = I; ebenſo Q, = 77 11m, ſowie auch O = 4: 


‚man kann daher jtatt 

2 6 4 

Ps = Pısı + P,s, +... 
fegen. 
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Gleichgewicht bei einer Drehbewegung. Wird das in einer 
Ebene wirfende Kräfteſyſtem P,, Ps u..w., Fig. 125, um einen Punkt O jehr 
wenig gedreht, fo gilt das in den Paragraphen 83 und 98 ausgeſprochene 
Geſetz des Princips der virtuellen 
Geſchwindigkeiten ebenfalls, wie 
ih auf folgende Weiſe beweifen 
läßt. Nach $. 89-ift das Kraft- 
moment P.ÖL— Pa der Mittel- 
kraft gleich der Summe von den Mo- 
menten der Seitenfräfte, alſo: 

Pa —= Pıa, + Pa; + --- 

Der einer Drehung um den 

feinen Winkel ALOB, — P® 
Bo 
180% 
iprechende Weg A, Bı it auf dem Halbmeffer OA, winfelrecht, daher das 
Dreied A, B, Ci, weldjes entfteht, wenn man ein Yoth 3, C, gegen die Kraft— 
rihtung fällt, dem durch den Hebelarm OL, — «, bejtimntten Dreiede 
OA,Z, ähnlich und diefemnad): 

OL, __ AıCı 

0A AB 
. Sept man die virtuelle Gefchwindigfeit A, Ch — 6, und den Bogen 
A,B, = OA, .B, jo erhält man: 

OA, .6ı 6; . 0, . 
= -.,., =, ebenſo — — u. ſ. w. 


0Aı.B BP P 
Wenn man num diefe Werthe für @,, a, u. ſ. w. in der obigen Gleichung 
einjegt, jo erhält man: 
po _ Pa, P — 
— — — . u. ſ. w., 
u RE 
oder, da B ein gemeinjchaftlicher — iſt, 
Po — Pro 4 Pa0, + 
genau wie in 8. 83. 
Es iſt alſo auch für kleine Drehungen die mechaniſche Arbeit 
(P6) der Mittelkraft gleich der Summe aus den mechaniſchen 
Arbeiten der Seitenfräfte, 


fig. 125, 





oder Bogen B — . zz ent- 





Das Princip der virtuellen Geſchwindigkeiten gilt fogar bei beliebig großen 
Drehungen, wenn man ftatt der virtuellen Gejchwindigfeiten der Angriffs- 
punfte die Vrojectionen Z, D,, L,D, u. |. w., Fig. 126 (a. f. ©.), der in 


Welsbah’s Lehrbuch d. Mechantk. 8. 12 


8. 99 


x. 101 
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den Yothpunften Z,, Za u. ſ. w. anfangenden Wege einführt; denn multipli- 
eirt man die befannte Gleichung der ſtatiſchen Momente 





Aa. 126. 

L, 

C, D;/. 

— Ai 

L, £ f 
D / 

ß i / A, 
4 


P; 


Pa— Pa + Pa +--: 
durch sin. ß, und fett in der neuen Gleichung: 

Pasin.ß = Pıa, sin.B + Pa sin.ß + ---, 
ftatt a, sin. ß, az sin.B... die Wege 

O Bisin. In O Bi =—DB—=LG=s, 

OB, sin.,0B = DB = LG = 5 u. |. w., 
fo folgt die Öleihung: Ps = Pısı + Ps + --- 

Ebenfo behält diefes Princip bei endlihen Drehungen feine Nichtigkeit, 
wenn ſich die Kraftrichtungen mit dem Syfteme gleichzeitig umdrehen, oder 
wenn ſich der Angriffs oder Yothpunft Z unaufhörlich und jo verändert, 
daß die Hebelarme OL, = OB, u. |. w. unveränderlic) bleiben; denn aus‘ 

Pa —= Pıa, + Pas, 
folgt durch Multiplication mit B: 
PAß=Paß+Paß +: -,di. 
Ps=Ps+PRs+'" 
wenn 51, 5; u. ſ. w. die bogenförmigen Wege Zn Bi, ZB, u. f. w. der 
Loth- oder Angriffspunkte Zu, Z, u. |. w. bezeichnen. 


Zurückführung einer kleinen Verrückung auf eine Drehung. 
Jede in einer Ebene vor ſich gehende Kleine Bewegung oder Verrückung 
eines Körpers läßt ſich als eine feine Drehung um einen beweglichen Mit: 
telpunft anjchen, wie in Kolgendem bewiefen werden fol. Seien zwei Punkte 
A und B, Sig. 127, diefes Körpers (diefer Fläche oder Yinie) bei einer 
fleinen Bewegung nad) A, und 2, fortgerüdt, fer alfo aud) A,Dı —= AB. 
Errichten wir in diefen Punkten Perpendikel auf die durchlaufenen Heinen Wege 
AA, ud DB, fo Schneiden ſich diefelben in einem Punkte C, aus dem man fid) 
dieſe als Kreisbogen anzufchenden Wege AA, und BB, beſchrieben denfen 
kann. Nun ſind aber wegen der Sleichheiten AB = A,Bı, AC = AıC 
und BC = B,C die Dreiede ABC und A, B, C einander congruent; es 
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ift daher auch der Winkel 3, CA, gleich dem Winkel BCA und der Drehungs- 
winfel A CA, gleich dem Drehungswinkel BOB). Macht man AD, —AD, 
jo bekommt man wegen der Gleichheit der Winfel D,; A, C; und DAC umd 

Fig. 127. wegen der Gleichheit der Seiten CA, 
und CA, in CA,D, und CAD wieder 
zwei congritente Dreiede, in welchen 
CD, —= CD um L_Aı CD, 
=_/_ACD if. Esift folglich aud) 
LACA=/_DCD,,und es geht 
daher bei der Kleinen Verrückung der 
Linie AB, auch jeder beliebige Punkt 
Din ihr in einem Heinen Kreisbogen 
DD, fort. Iſt endlich HE ein außer: 
halb der Linie AB liegender und mit 
ihr feft verbundener Punkt, fo ift noch 
der fleine Weg EE, deflelben als ein Kreisbogen aus C anzufehen; 
denn macht man den Winkel 2, AıB; = EAB und die Entfernung A,E, 
— AE, jo erhält man wieder zwei congruente Dreiede E, A, C und EAC 
mit dem gleichen Seiten CE, und CE und den gleichen Winkeln A,CEH, 
und A CE, und dafjelbe läßt fid) auch fiir jeden anderen mit AB feft ver- 
bundenen Punkt beweifen. Man Tann folglich jede Heine Bewegung einer 
mit 4 B feft verbundenen Fläche oder eines feften Körpers als eine Feine 
Drehung um ein Centrum anfehen, das fich ergiebt, wenn man den Durch— 
Ichnittspunft C beftimmt, in welchem fich die Perpendifel zu den Wegen AAı 
und BB, zweier Punkte des Körpers fchneiden. 





Allgemeinheit des Principes der virtuellen Geschwindig- 
keiten. Nad) einem vorhergehenden Paragraphen (99) ift für eine Feine 
Drehung des Kräfteſyſtems die mechanische Arbeit der Mittelfraft gleich der alge- 
braifchen Summe aus den Arbeiten ihrer Komponenten, nad) den letzten Pa- 
ragraphen (101) läßt fid) aber jede Fleine Verriidung eines Körpers als eine 
fleine Drehung anfehen; e8 gilt daher das oben ausgefprochene Gefeg von 
dem Principe der virtuellen Gefhwindigkeiten auch für jede beliebig Heine 
Bewegung eines feften Körpers oder Kräfteſyſtems. 

Iſt alfo in einem Kräfteſyſteme Gleichgewicht vorhanden, d. h. die Mittelfraft 
jelbft gleich Null, fo muß auch nad) einer Fleinen, übrigens beliebigen 
Bewegung die Summe der mechanischen Arbeiten gleich Null fein. 
Wenn umgekehrt, für eine Heine Bewegung des Körpers die Summe der mechani— 
jchen Arbeiten gleich Null ift, fo ift deshalb noch nicht Gleichgewicht noth- 
wendig, es muß vielmehr bei allen möglichen Fleinen Verrückungen dieje 
Summe gleich Null ausfallen, wenn Gleichgewicht vorhanden fein fol. Da 

12 * 


g. 102 


s. 103 


s. 104 
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die das Geieg der virtuellen Geſchwindigkeiten ausdrüdende Formel nur eine 
Bedingung des Gleichgewichts erfüllt, fo fordert das Gleichgewicht, daß dieſem 
Gejege wenigftens bei ebenjoviel von einander unabhängigen Bewegungen ent- 
iprochen wird, als jolcher Bedingungen gemacht werden fünnen, z. B. fiir ein 
Kräfteſyſtem in der Ebene bei drei von einander unabhängigen Bewegungen. 


Zweites Qapitel, 
Die Lehre vom Schwerpunkte. 


Schwerpunkt. Die Gewichte von den Iheilen eines ſchweren Körpers 
bilden ein Syftem von PBarallelfräften, deſſen Mittelfraft das Gewicht des 
ganzen Körpers ift und deſſen Mittelpunft nach den drei (Formeln des Pa- 
ragraphen 96 beftimmt werden fanı. Man nennt diefen Mittelpunkt der 
Schwerfräfte eines Körpers oder einer Körperverbindung den Schwerpunkt 
(franz. centre de gravite; engl. centre of gravity), aud) wohl Mittel- 
punft der Mafje des Körpers oder der Berbindung von Körpern. 
Dreht man einen Körper um feinen Schwerpunkt, jo hört diefer Punkt nicht 
auf, Mittelpunkt der Schwere zu fein, denn läßt man die drei Grundebenen, 
auf die man die Angriffspunfte der einzelnen Gewichte bezicht, mit dem 
Körper zugleich ſich umdrehen, jo ändert ſich bei diefer Drehung nur die 
Lage der Kraftrichtungen gegen diefe Ebenen, die Abftände der Angriffspunfte 
von diefen Ebenen hingegen bleiben unverändert. Der Schwerpunft ift hier- 
nach derjenige Punkt eines Körpers, in welchem das Gewicht deifelben als 
vertical niederziehende Kraft wirft, der aljo unterſtützt oder feitgehalten werden 
muß, um den Körper in jeder Yage in Ruhe zu erhalten. 


Schwerlinie und Schwerebene. Jede den Schwerpunft enthal- 
tende gerade Linie heißt Schwerlinie, und jede durch den Schwerpimft ge- 
hende Ebene Schwerebene Der Scwerpunft beftimmt ſich durd) den 
Durchſchnitt zweier Schwerlinien, oder durch den Durchſchnitt einer Schwer- 
linie mit einer Schwerebene, oder durd) das Sichkreuzen dreier Schwerebenen. 

Da fich der Angriffspunft einer Kraft in der Kraftrichtung beliebig ver- 
fegen läßt, ohne die Wirfung der Kraft zu verändern, jo ift ein Körper in 
einer Lage im Öleichgewichte, wenn irgend ein Punkt in der durch den Schwer- 
punft gehenden Verticallinie feftgehalten wird. 


$. 105.] Tie Lehre vom Scwerpunfte. 18] 


Hängt man einen Körper M, Fig. 128, au einem Faden UA auf, fo 
erhält man hiernach in der Verlängerung AB diejes Fadens eine Schwer: 
linie, und hängt man ihn noch 
auf eine zweite Weile auf, fo 
ſtößt man auf eine zweite Schwer- 
linie DE. Der Durchichnitts- 
punft S beider Yinien ift nun der 
Schwerpunkt des ganzen Körpers. 

Hängt man den Körper au 
einer Are auf, oder bringt man 
ihn über einer fcharfen Kante 
(Schneide eines Meſſers) ins 
Steichgewicht, jo erhält man in 
der Berticalebene durch die Are 
oder Scharfe Kante eine Schwer: 
ebene u. ſ. w. 


Fig. 128. 





Empirische Beſtimmungen des Schwerpunftes, wie fie eben angedeutet 
wurden, find felten amvendbar; meiftens hat man aber von den im Folgenden 
gegebenen geometrischen Regeln Gebraud zu machen, um den Schwerpimft 
mit Sicherheit zu beftimmen. 

Bei manchen Körpern, 3. B. bet Ningen, fällt dev Schwerpunft außer: 
halb der Maſſe des Körpers. Zoll ein folder Körper in feinem Schwer: 
punkte feftgehalten werden, jo iſt cs nöthig, dieſen durch einen zweiten 
Körper jo mit den erften zu verbinden, daß die Schwerpunkte beider Kör— 
per zuſammenfallen. | 


Schwerpunktsbestimmung. Sind “,, %s, .2,; ir |. w. die Abftände 
der Theile eines ſchweren Körpers von der einen Grundebene, Yı, Ya, Y3 +: - 
diefelben von der anderen, und 21, 22, 23 . . die von der dritten, find end- 
(id) die Gewichte diefer Theile P), P; P, u. |. w., To hat man nad) $. 96 
die Abftände des Schwerpunftes diefes Körpers von diefen drei Ebenen: 


_Pai+tPRa+Bo +: 
PB +R+P+-:: ' 
At + Ps + By +: h 
PP +R+PRrt--- 
PatPıa + Pas +: .. 
TE — 
Bezeichnet man die Volumina der Körpertheile durch V, Vz, Va u. ſ. w., 
und ihre Dichtigfeiten durd) Yı, Ye, 95 u. ſ. w., fo läßt ſich auch jegen: 


£ 


$. 105 


$. 106 
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Yıyızı + hy +: 
= — — —— u. ſ. w. 
ES LT 
Iſt endlich) der Körper homogen, haben aljo alle Theile defjelben einerlei 
Dichtigkeit Y, fo ergiebt ſich: 
— GA. — 
—D— 


oder, indem man den gemeinſchaftlichen Factor y oben und unten hebt: 
V,atNhm +: 


a ae re 
_"Nyı+hNh»+::: 
21T 

_N2a+ a 
a EA Er 


Dan kann aljo ftatt der Gewichte die Bolumina der einzelnen Theile 
eines Körpers einfegen, und bringt dadurd) die Beſtimmung des Schwer— 
punftes in das Gebiet der reinen Geometrie. 

Wenn Körper nad) einer oder nad) zwei Naumdimenfionen wenig aus— 
gedehnt find, wie z. B. dünne Bleche, feine Drähte u. |. w., jo kann man 
fie als Flächen oder Yinien anfehen und nun mit Hilfe der legteren drei 
Formeln ihre Schwerpunkte ebenfalls beftimmen, wenn man jtatt der Vo— 
(umina Vı, Vz u. f. w., Flächeninhalte Fy, Fr u. ſ. w. oder Längen Ii, 1; 
u. ſ. w. einführt. 


Bei regelmäßigen Räumen fällt der Schwerpunkt mit dent Mittel- 
punfte zufammen, 3. B. bei dem Würfel, der Kugel, dem gleichjeitigen Drei- 
ee, Kreiſe u. ſ.w. Symmetrifhe Räume haben ihren Scwerpunft 
in der Ebene oder Are der Symmetrie. Die Ebene der Symmetrie 
ABCD theilt einen Körper ADFH, Fig. 129, im zwei nur durch vechts 
und linfs verfchiedene Hälften, es finden 
daher auf beiden Seiten diefer Ebene ° 
gleiche Verhältniſſe ftatt; es find aljo 
auch die Momente auf der einen Seite 
jo groß, wie auf der anderen, und es 
fällt folglich der Schwerpunft in diefe 
Ebene jebft. 

Weil ebenfo die Are EF der Sym— 
metrie eine ebene Slähe ABFCD, 
dig. 130, in zwei Theile zerfchneidet, 
wovon der eine Spiegelbild des anderen 
ift, jo find auch Hier die Berhältniffe 


Fig. 129. 
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auf der einen Seite diefelben wie auf der anderen; es find folglich auch die 
Momente auf beiden Seiten gleich, und es liegt der Schwerpunkt des Gan- 
zen in diefer YPinie felbft. 
Endlid) ift aud) die Symmetrieare KZ eines Körpers ABGH, 
Fig. 131, Scwerlinie defjelben, weil fie aus dem Durchſchnitt von zwei 
Fig. 130. Sig. 131. 


D_E 





A 





Symmetrieebenen ABCD und EFGH hervorgeht. Aus diefem Grunde 
fällt der Schwerpunft eines Cylinders, eines Kegels und eines durch Um— 
drehung einer Fläche, oder durch Abdrehung auf der Drehbanf entftandenen 
Rotationsförpers Überhaupt, in die Are diefer Körper. 


Schwerpunkte von Linien. Der Schwerpunft einer geraden 
Pinie liegt in der Mitte derfelben. 


Der Schwerpunkt eines Kreisbogens AMB=b, Fig. 132, befin- 
det id) in dem Halbmeſſer CM, welcher in der Mitte MM des Bogens aus- 
läuft, denn diefer Halbmeſſer ift Are der Symmetrie diefes Bogens. Um 
aber die Entfernung CS — y des Schwerpunftes S vom Mittelpunfte zu 
finden, theile man den Bogen in fehr viele Theile und beftimme die ftatifchen 
Momente derfelben in Be- 
ziehung auf eine durch den 
Mittelpunkt C und mit der 
Schnee AB = s parallel 
gehende Are XX. Sit 
PQ ein Theil des Bogen 
und PN deſſen Abftand 
von X X, fo ift das jta- 
tijche Moment dieſes Bo- 
gentheiles — PQ. PN. 
Zieht man nun den Halbmeſſer PC = MC=r, und die Projection 
QR von PQ parallel zu AB, fo erhält man zwei ähnliche Dreiecke PQR 
und? CPN, für welche gilt: 


Fig. 132. 
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PO:0B8=CP:PN, 
und woraus ſich das ftatifche Moment eines Bogenelementes 
PQ.PN—=QR.CP=QR.r 
beftimmt. 


Nun ift aber für die jtatiichen Momente aller übrigen Elemente der 
Halbmeſſer r ein gemeinschaftlicher Factor und die Summe aller Brojectionen 
QR der Bogenelemente gleich der der Projection des ganzen Bogens ent: 
iprechenden Sehne; es folgt daher aud) das Moment des ganzen Bogens 
— Sehne smal Halbmeſſer r. Setzt man diefes Moment gleid) Bogen 
b mal Abftand y, alſo by — sr, fo erhält man: 

—WW ar. 
—— und y = z 

Es verhält fi) alfo der Abftand des Schwerpunftes vom Mit: 

telpunfte zum Halbmeffer, wie die Sehne zum Bogen. 


Iſt der Gentriwinfel ACB des Bogens b, — BP, alfo der dem Halb- 


0 
meſſer 1 entiprechende Bogen 3 — En 7, jo hat man b = Pr und 
s—2r sin. weshalb aud) folgt: 


_ 2sin. Yıß.r 
— — 
Für den Halbkreis iſt 5 — m und sin. 


—A 


— 1, daher 


2 7 
— — — 6 Er “ * —— 8 
y- = r —= 0,636 r, ungefähr — =. Y 


Um den Schwerpunkt eines Bolygons oder einer Pinienverbindung 
Fig. 133. ABUCD, ig. 133, zu finden, ſuche man 
die Abftände dev Mittelpunfte 7, X, M 
der Linien AB—=1,BC=l,U0D=1,; 
u. |. w. von zwei Aren OX und OY, 
nänlih ZH, —=y, HH, —=«, KK, 
—=y, KK, —=x, u.w.; die Abftände 
de8 geſuchten Schwerpunktes von eben 
diefen Aren find dann: 
atbat: 
Ft 
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3. B. der Abftand des Schwerpunftes S eines im Triangel gebogenen 
Drahtes ABC, Fig. 134, von der Grundlinie AB ift: 


— ,ah+!,bh — +b h 

a+b+e a+b+tce 2' 
wenn die den Winkeln A, B, C gegenüberftehenden Seiten durch w, b, c 
Fig. 134. und die Höhe Cr durd) A bezeid)- 

net werden. 
—8 Verbindet man die Mittelpunkte 
ER H, K, M der Dreiedsfeiten unter 
3 einander, und conſtruirt man in das 
nr. — RS © jo erhaltene Dreied einen Kreis, fo 
/ > ff BY N fällt deſſen Mittelpunft mit dem 
/ | "X = 4 r N Schwerpunkte S zufanmen, denn der 
ii —uubſtand dieſes Punftes von der einen 
AG NM B 


Seite HK ift: 


n a+b h_ ch 
DEREN TE 2 2la+tb-+e) 
{N ABC — = * 
ur wer, alfo conftant und daher — den Abjtänden SE und 


SF von den anderen Seiten. 


Schwerpunkte ebener Figuren. Der Schwerpunft eines 
Barallelogrammes ABCD, Fig. 135, liegt im Durchſchnittspunkte S 
jeiner Diagonalen, denn alle Streifen, 
wie KL, welche durch Legung von zu 
einer Diagonale BD parallelen Linien 
jic) ergeben, werden durch die andere 
Diagonale A C halbirt, e8 ift alfo jede 
von den Diagonalen eine Schwerlinie. 

Bei einem Dreiede AB C, Fig. 136 
(a.}. S.) ift jede Yinie C.D von einer Spiße 
nad) der Mitte D der Gegenfeite AB 
eine Schwerlinie, denn es halbirt diefelbe alle Elemente KL de8 Dreiedes, 
welche ji) ergeben, wenn man daffelbe durd) PBarallellinien zu AB zerichnei: 
det. Zieht man von einen zweiten Ede A nad) der Mitte E der Gegen- 
fette BC eine zweite Schwerlinie, jo giebt dev Durchichmitt S beider Schwer: 
(inien den Schwerpunft des ganzen Dreiedes. 

Weil BD—= 1; BA und BE—!hBÜ, fo ift DE parallel zu 
40 und gleich /,AC, aud) /AADES ähnlich dem Dreiede CAS und end- 
id CS=2SD. Addirt man hierzu noch SD, fo folgt CS + SD, 


fig. 135. 
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d. i. CD=3DS, und demnach umgelehrt, DS — 1/, SD. Es fteht ° 
aljo dev Schwerpunft S um ein Drittel der Pinie CD von dem Mittel- 
punfte D der Grundlinie und um zwei Drittel derfelben von der Spitze C 
ab. Zieht man CH und SN winfelrecht zur Bafis, jo hat man aud) SN 


dig. 136. Big. 137. 





—— 5, 
— Us, CH; es fteht alfo der Schwerpunft S aud) um ein Drittel der Höhe 
von der Bafis des Dreiedes ab. 

Der Abftand des Schwerpunftes eines Dreiedes ABC, Fig. 137, von 
eine Are XX it SS; — DD, + '/, (CC — DD,), aber DD, 
— 1,(AA, + BB,), folglid) ift: 

AA, +BB+CC 


y=8S =13 CC + %.Y(AAı + Baer 


d.i. das arithmetische Mittel aus den Abftänden der drei Eckpunkte von X X. 


Da der Abftand des Schwerpunftes von drei gleichen, in den Eckpunkten 
eines Dreiedes angebrachten Gewichten auf diefelbe Weife beftimmt wird, fo 
fällt der Schwerpunkt eines ebenen Dreiedes mit dem Schwerpunkte von 
diefen drei gleichen Gewichten zuſammen. 


Die Beftimmung des Schwerpunftes S eines Trapezes ABCD, 
Fig. 138, läßt ſich auf folgende Weife bewerkſtelligen. Die gerade Linie 
MN, welche die Mittelpunfte der beiden Grundlinien AB und CD mit 
einander verbindet, ift Schwerlinie des Trapezes, denn viele gerade Yinien, 
parallel zu den Grundlinien gezogen, zerlegen das Trapez in fchmale Strei- 
fen, deren Mittel- oder Schwerpunfte in AN fallen. Um nun den Schwer: 
punft S volljtändig zu beſtimmen, hat man nur nod) deilen Abftand SH 
von der einen Baſis AB zu finden, 


Es bezeichne db, die eine und db, die andere der parallelen Seiten AB 
und CD de8 Trapezes, ſowie h die Höhe oder den Normalabftand diefer 
Ceiten. Zieht man nun DE parallel zur Seite BC, fo erhält man ein 
Parallelogranım BCDE mit dem Inhalte b, hund dem Schwerpunfte S,, 
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| deifen Abftand von AD, — 2 


2 
h —( h 
(bi a - umd dem Schwerpunfte S,, deſſen Abjtand von AB — = iſt. 


‚und ein Dreieck ADE mit dem Inhalte 


Fig. 138. 





Das ftatifche des Trapezes hinfihtlih AB ift a 
! 
Fy=bh. — + zu > — (b, + 22) & m 


aber der Inhalt des Trapezes ift F=(bı +b, a —; es folgt daher der Normal: 


abftand des Schwerpunftes S von der * 
%by+2b)®?  b+2b h 
(bh +6) b+b, 3 


Der Abftand diefes Punktes von der Meittellinie XL — 


HS=y= 





bı +b, 
— des 


Trapezes iſt: 


‚_h u (@ (db, +5) — 2b, + u) h 
US=z — HS— — — a 
i _b-b h 
AT En 8 


Um den Schwerpunkt conftruivend zu finden, verlängere man die beiden 
Grundlinien, mache die Verlängerung CG@ — b, und die Verlängerung 
AF — b,, und verbinde die dadurd) erhaltenen Endpunfte F und G durd) 
eine Gerade; der Durchfchnittspunft S mit der Mittellinie MN ift der ge 








juchte Schiwerpunft, denn aus 2IS — an nk 7 folgt aud): 
b, +b, 
_b+2% MN — MN 
— — — ud NS= — — aljo: 


MS _b+2b, 1b +b, MA-+AF MF 


NSs3+b6, 5b+Yb OG+NC NE 





s. 111 


s. 112 


„2 
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wie aus dev Aehnlichkeit der Dreiecke MS und NSG wirklich her- 
vorgeht. 

Der Abſtaud des Schwerpunftes vom Eckpunkt A ift, wenn «@ die Brojection 
AO der Zeite AD auf AB bezeichnet, durch die Formel 
b’-+- bb, +b3-talb, +25b,) 


AH=ı= 
3(b, + b») 


beſtimmt. 


Um den Schwerpunkt irgend eines anderen Viereckes ABUD, 
Fig. 139, zu ermitteln, kann man daſſelbe 
durch eine Diagonale AU im zwei 
D Dreiede zerlegen, nach dem Vorher— 

gehenden die Schwerpunfte S, und Sy der: 
\ jelben angeben und dadurch eine Schwer- 


Kia. 139. 


| LEN R linie $, 8; beſtimmen. Zerlegt man 
— En | nun noch das Viereck durch die Diago— 

* EIERN nale BD in zwei andere Dreiede, und 
A — — beſtimmt deren Schwerpunfte, jo ftößt 


man auf eine zweite Schwerlinie, deren 
Durchſchnitt mit der erfteren den Schwer- 
punft des ganzen Bieredes giebt. 

Einfacher geht man aber zu Werfe, wein man die Diagonale 40 in 
M halbirt, das größere Stü BE der zweiten Diagonale über das Heinere 
trägt, jo dag DF—= BE wird; denn zieht man nun FM und theilt 
diefe Yinie in drei gleiche Theile, So liegt im erjten Theilpunfte S von A 
aus, dev Schwerpunkt S, wie fic) auf folgende Weiſe beweilen läßt. Cs 
it MS, = 1, MDwb MS — AB, folglid SS, parallel zu 
BD, aber SS, mat AACD—=SS: mal AACB, over SS, . DE 
—=5S%S,.BE, daher SS, : SS: = BE: DE Nun iſt noch BE 
— DF und DE= BF, folglid ud 8SS,:SS, = DF: BF, 
Die Gerade MF jchneidet demnach die Schwerlinie S, S, im dem Schwer: 
punkte S des ganzen Viereckes. 


Kommt es darauf an,den ShwerpunftS eines Bolygons ABUDE, 
Fig. 140, zu finden, ſo zerlege man diefes Polygen in Dreiecke und be— 
jtimme die ftatifchen Momente derjelben im Hinficht auf zwei vechtwinfelige 
Axen XX md YY. 

ind die Coordinaten OAı = OA- — M.,. OB OBM 
u. ſ. w. der Eckpunkte gegeben, ſo laſſen ſich die ſtatiſchen Momente der 
einzelnen Dreiete ABO, BCO, CDO u. |. w. einfach auf folgende Weiſe 
ermittelt. Der Inhalt des Dreiedes ABO ist, nad) der unten ſtehenden 
Anmerkung, = Di —= Url ya — 2, Y,), der Inhalt des folgenden Drei- 
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edes BCO,—D, — (239 — 73 93) u. ſ. w., die Abftände des Schwer- 
punftes des TDreiedes ABO von Y Y. nach $. 109: 
za tn+0 _ 2 +8 

Ka 


un — — 


3 i 


von X X=v —. die des Schwerpunktes des Dreieckes BC O: 


23 +2; Ih - 
2 


u. ſ. w. 





und ı 


Hg — 


Multiplicirt man dieſe Abſtände mit den — der Dreiecke, ſo erhält 
man die Momente der letzteren, und ſetzt man die jo erhaltenen Werthe in 
die Formeln: 

— Du+Dw+ — Dvu+Dwv+- 
D+D,+-- D,+D+-- 
jo erhält man die Abjtände «— O8, und r — OS, des geluchten Schwer- 
punfte® S von den Aren YY und X X. 

Wenn man ein » feitiges Polygon auf zweierlei Weife durch eine Diago- 
nale in ein Dreief und ein (n— 1)jeitiges Polygon zerlegt, und jedes Mal 
den Schwerpunft des erfteren mit dem des legteren verbindet, jo erhält man 
auf diefe Weife zwei Schwerlinien des Polygons, welche ſich in den Schwer: 
punft dejjelben jchneiden. Durch wiederholte Anwendung diefer Beftimmung 
fann man den Schwerpunft eines jeden Polygons auf dem Wege der Con— 
ſtruction finden. 


Beifpiel. Gin Fünfeckh ABCDE, Fig. 140, üt durch die folgenden Coor— 


Fig. 140. 








dinaten jeiner Gepunfte A, B, C u. I. w. gegeben, und man fucht die Coordina— 
ten jeines Schwerpunftes: 
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Gegebene Die dreifachen Die ſechsfachen ftati- 
Goorbinat Goordinaten der fchen Momente 
— — zweifachen Inhalte | Schwerpunfte. . 


— — der Dreiecke. ö— — — —— — 
| 6 D,v, 


24 11 | 24.21 —7.11 = 427 31 32 13237 13664 





x Y 3u. | 30. | 6D,u, 





7 2117.15 +21.16 = 41 | — 9 36 | — 3969 15876 

— 16 15 | 16.9+12.15 = 324 | — 28 6 | — %72 1944 
—12 !— 9 | 2.12 +18.9= 306 |+6| —2]1 1836 | — 6426 
18 | — 12 [18.11 +24.12 = 486 | +42 | — 1 20412 | — 486 





Summe 1984 





Der Abftand des Schwerpunftes von der Are YY it num: 


1 22444 * 
885 ⸗* = 5 . 1984 = 3,771 
und von der Are X X: 
1 24572 i 
, == — — — 98, 
sy=r=— Tr = 4128 


Anmerfung. Sim CA=ıa,, CB =, CA=y und CB, =Y, die 
Goordinaten von zwei Eckpunkten eines Dreiedes ABC, Fig. 141, deren dritter 


- Gepunft C mit dem Anfangspunfte des Goordinatenfyitemes zufammenfältt, fo haf 
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man den Inhalt defielben: | 
Fig. 141. D = Trapez ABB, A, + Dreicd 


CBB, — Dreied CAA, 
x x 
=(? FB), Seen 1 


—_ FıYa — ZaYı , 
— 2 


Es iſt alſo der Inhalt dieſes Drei— 
eckes die Differenz von zwei anderen 
Dreiecken CB, A, und CA⸗Bi, und 
es ift die eine Goordinate eines Punftes 
Grundlinie des einen und die andere 
Goordinate Höhe des anderen Dreiedes, 
ebenfo die eine Goordinate des anderen Punftes Höhe des einen und die andere 
Goordinate Grundlinie des anderen Dreiedes. 





Der Schwerpunft eines Kreisausſchnittes ACB, Fig. 142, 
fällt mit dem Schwerpunkte S eines Kreisbogend A, Bi zuſammen, der 
mit dem Ausfchnitte einerlei Gentriwinfel hat und deſſen Halbmeſſer 
CA, zwei Drittel von dem Halbmeſſer CA des Ausſchnittes ift, denn es 
läßt ſich der Ausschnitt durch unendlich viele Halbmeſſer in lauter Schmale 
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Dreiede zerlegen, deren Schwerpunkte um zwei Drittel des Halbmeflers von 
dem Gentro C abftehen und deshalb in ih- 
ver ftetigen Folge den Bogen A, Mı Bı 
bilden. Es liegt alfo der Schwerpunft S 
des Ausſchnittes in dem diefes Flächenftiic 
halbirenden Halbmefier CM und in der 


Big. 142. 








Entfernung 
Sehe 2 — 
—98 — = = —— 
⸗ Bogen 3 
4 sin. 
= A en. 
3 


infofern » den Halbmeffer CA des Sectors 
und 4 den den Gentriwinfel A CB deſſelben meſſenden Bogen bezeichnet. 
Für die Halbe Kreisflädhe iſt 0 — m, sin. 1,ß = sin. 90° —1, 
daher: 
= our — 0,4244 r oder ungefähr = r. 
Für einen Quadranten folgt: 


a V', _4V2 
37 


yz= 3° — = — 5 0,5003 r 
und für einen Sertanten: 
1 2 
y= ——— — -r — 0,6366 r. 
3 en 7 


Der Schwerpunft eines Kreisabfhnittes ABM, ig. 143, $. 114 
Fig. 148. ergiebt fic, wenn man das Moment des 
Abfchnittes ABM gleich ſetzt der Diffe- 
von; der Momente des Ausfchnittes 
ACBM und de8 Dreieckes ACB. 
St r der Halbmeffer CA, s die Sehne 
. AB und A der Flächeninhalt des Seg— 
mente® ABM, jo hat man das Mo- 
ment des Ausfchnittes: 





vr. Bogen Sehne 2 1 


— Ausfhnitt mal OS) — 5 Bogen 3 er 


ferner das Moment des Dreiedes : 
; — 8 s2 2 s2 sr? s? 
— Dreied mal US, — :\V. — —: U r— 7777, 


und demnach das Moment des Abfchnittes A: 
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— —1 sr? 33 s’ 
ed — —- sr — — — I — —. 
———— 3 5) 12 
3 
Es iſt folglich der geſuchte Abſtand: — * 


Sr’ 4r 


wie oben gefunden wurde, 
Auf gleiche Weife beftimmt jih auh der Schwerpunkt S eines 
Alg. 144. Ringftüdes ABDE, fig. 144, denn 
dieſes iſt die Differenz zweier Sectoren 
ACB und DCE. Zind die Halbmej- 
ier CA= r, und CE — r, und die 
Sehnen AB—= s, nd DE — 5, 0 
erhält man die ftatiichen Momente der 





5 r? s r? 
Sectoren — und — daher das 


NY h 
s jtatijche Moment des Ningftüdes: 
varııı lee 
3 l 1 
RE rc 1 
a 3 7 
.2 r3 — r} 

Der Inhalt des Ringſtückes iſt FF En = er * 4 —5 


wofern 43 den dem Centriwinkel A CB entſprechenden Bogen bezeichnet; es 
folgt demnach der Schwerpunkt S des Ringſtückes durch den Abſtand 
M _n—r 2 5 _2/(r—r\ Sehne 


(S-y=- ee 7.93 


FOr—r 3 nrBß 3 \r?—r)/ Bogen 





— — — ei — — * 


Beiſpiel. Sind die Halbmeſſer der Stirnfläche eines Gewölbes r, = 5 Fuß 
und 7, — 31, Fuß, und ift der Gentriwinfel diefer Fläche 8° = 130°, fo folgt 
der Abitand des Schwerpunftes diefer Fläche vom Mittelpunfte: 

_ 4 sin.650 53—3,53 4.0,%63 125 — 42,875 __ 3,6252 . 82,125 

Y— Farce. 1306 ° 573,52 "3.200800 ° 2512,25 — 6,8067 „12,75 

— 3,430 Ruß. 


$. (115)  Schwerpunktsbestimmung durch den höheren Calcul. Die 
Beſtimmung des Schwerpunftes ebener Flächen läßt jid) mit Hülfe des 


— — — — — — — — 
m — — 
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höheren Kalculs wie folgt bewirken. Es ſei AN, Fig. 145, die ge 
gebene Flähe, AN — x ihre Abfeiffe und NP — y ihre Ordinate. Der 
Inhalt eines Elementes N MP derfelben tit 

oF — yo (vergl. analyt. Hülfslehren, Art. 29), 
folglic) das Moment deifelben in Hinſicht auf 


Fig. 145. Bi 
die Ordinatenare OY: 


Y P ac — 
Pi OM.OoF= AN.CF— xyöz; 
* ſetzt man daher den Abſtand 4 S — AK des 
EHE SEEN, © Scwerpunftes S der ganzen fläche F von der 
AS: Hre AY, — u, fo hat man: 
Fu — [syör. 
Ä — N X und folglich: 
zyoxX zyör 
1) 1 — Jeyox — — 
[vox 


Da der Müttel- oder Schwerpunkt M des Glementes N MP von der 
Abſciſſenare AX um NM — !/,y abjteht, jo ift das Moment von OF 
in Hinficht auf diefe Are AX: 

NM.OF— \,yöF — Iıy!ör: 
jegt man daher den Abjtand XS — AL des Schwerpunfter S der ganzen 
Fläche F von der Are AX, — ev, fo ift 

Fe — [Ysy?dz, und daher 


1’. [vor _ ” F y?0x 
F (vor 


3.B. für die Parabel, deren Gleihung 4? — px oder y = V». 1 
iſt, hat man: 


2) »— 


F Vp.x"xex Vpf x" 6x [x"0x 
/ Vp.x*rox Vp [x”* 0x z [x"0x 





2), ar 
— ER — — 
mar Kiel 
alſo: 
LS = AK = °/, AN, und dagegen 
proz — [20% 1/, 
9— — ET =, Vp — i Vp — 
" Vpfa*ox — — 
— ef Vpx — 9,8 Yı 
alſo: 


KS—=AL—=:W,NP. 


Weisbach's vehrbuch d. Mechanik. l. 13 
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$. 116 Schwerpunkte krummer Flächen. Der Schwerpunft von der 

frummen Oberflähe (dem Mantel) eines Cylinders ABCD, 
dig. 146, liegt in der Mitte S der Are 
MN diejes Körpers; denn alle ringförmi- 
gen Elemente des Cylindermantels, welche 
man erhält, wenn man parallel zur Baſis 
Schnitte durch den Körper führt, find unter 
ſich gleich) und Haben ihre Schwer- und 
Mittelpunfte in diefer Are; es bilden alfo 
diefe Schwerpunkte eine gleichförmig ſchwere 
Pinie. Aus denfelben Gründen liegt aud) 
der Schwerpunft von der Umfläche eines 
Prismas im Mittelpunkte der die Schwerpunkte dev Umfänge beider Grund: 
flächen verbindenden Geraden. 

Der Schwerpunft S des Mantels von einem geraden Kegel 
ABC, Fig. 147, liegt in der Are des Kegels und ift um ein Drittel diefer 
Linie von der Bafis oder um zwei Drittel von der Spige C entfernt; denn 
diefe Frumme Fläche läßt fich durch gerade Pinien, welche man Seiten des 
Kegels nennt, in unendlich viele, unendlich ſchmale Dreiede zerlegen, deren 
Schwerpunkte einen Kreis HK bilden, weldyer um zwei Drittel der Are 
von der Spige C abjteht, und deſſen Schwer- oder Mittelpunkt S in die 
Are CM fällt. 


Fig. 146, 





Fig. 147. Fig. 148. 
C 





Der Schwerpunft einer Kugelzone ABDE, Fig. 148, und ebenfo 
der Schwerpunkt einer Kugelſchale (Kalotte) Liegt im Mittelpunfte S ihrer 
Höhe MN; denn e8 hat, den Lehren der Geometrie zufolge, die Zone mit 
einem Cylindermantel FGHK gleichen Inhalt, deffen Höhe gleich ift der 
Höhe MN und deſſen Halbmeſſer gleich ift dem Kugelhalbmeffer CO der 
Zone, und es findet diefe Gleichheit auch unter den ringförnigen Elementen 
ftatt, die man erhält, wenn man durch diefe beiden krummen Flächen unend- 
(ich viele Ebenen parallel zu den Grundfreifen derjelben legt; es fällt diefem- 
nad) der Schwerpunft S der Zone mit dem des Cylindermanteld zuſammen. 
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Anmerfung. Der Schwerpunft von dem Mantel eines jchiefen Kegels oder 
einer fchiefen Pyramide fteht zwar um ein Drittel ver Höhe von der Bafis ab, be- 
findet fich aber nicht in ver von der Spige nad) dem Scwerpunfte des Umfanges 
der Baſis gehenden Geraden, weil Schnitte parallel zur Bafis den Mantel in - 
Ringe zerlegen, die an verfchievenen Stellen ihres Umfanges verfchieden breit find. 


Schwerpunkte von Körpern. Der Schwerpunkt eines Pris- $. 117 

mas AK, Fig. 149, ift der Mittelpunkt S derjenigen geraden Pinie, welche 

Fig. 149. die Schwerpunkte M und N der beiden 
Grumdflähen AD und GK verbindet; 
denn das Prisma läßt ſich durch Schnitte 
parallel zur Baſis in lauter congruente 
Scheiben zerlegen, deren Schwerpunkte in 
MN fallen, und in ihrer ftetigen Folge die 
gleichförmig jchwere gerade Pinie MN ſelbſt 
bilden. 

Aus demfelben Grunde befindet fich auch 
der Schwerpunkt eines Cylinders in der Mitte der Are defjelben. 

Der Schwerpunkt einer Pyramide ADF, ig. 150, liegt in der geraden 
Yinie MF von der Spite F nad) dem Schwerpunkte M der Bafis; denn 
alle Schnitte, wie NOPQR, haben wegen ihrer Aehnlichfeit mit der Bafis 
ABCDE ihre Schwerpunkte in diefer Yinie. 


fig. 150. Fig. 151. 








Dit die Pyramide dreifeitig, wie ABCD, Fig. 151, fo läßt ſich jeder der 
vier Eckpunkte als Spitze und die gegenüberliegende Fläche als Bafis an- 
jehen; es bejtimmt ſich daher der Schwerpunft S in dem Durchſchnitte von 
zwei aus den Eden D und A nad) den Schwerpunkten M und N der gegen- 
überliegenden Flächen ABC und BED gehenden geraden Pinien. 

Giebt man noch die geraden! Pinien ZA und ED an, fo hat man (nad) 

13* 
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$. 109) EM = !„EA und EN = !„ED; es ijt daher MN parallel 
zu AD und — '’, AD, fowie auch das Dreieck MNS ähnlid) dem Dreiede 
Kia. 132. DAS. Diejer Aehnlichkeit zufolge 
hat man wider MS! DS, 
oder DS—=3MS, alo MD—=MS 
+ SD=4MS, und umgefehrt, 
MS=, MD. Der Schwer: 
punft der dreifeitigen Pyramide liegt 
alfo um ein Viertel derjenigen Linie 
von der Bajis ab, welche die Spige 
D der Pyramide mit dem Schwer— 
punkte M ihrer Bafis verbindet. 
Giebt man noch die Höhenlinien 
DH und SG an und zieht man die 
Linie ZM, fo erhält man die ähn- 
lichen Dreiecke DYHM und SGM, 
in jwelchen nad; dem Vorigen, SG = DM if. Man fan alfo be 
haupten: der Abjtand des Schwerpunftes S einer dreifeitigen Pyramide ift 





. von der Bafis gleich ein Viertel, und der von der Spige gleich drei Viertel 


s. 118 


der Höhe von der ganzen Pyramide entfernt. 

Da endlich jede Pyramide, und cbenfo jeder Kegel, aus lauter gleich hohen 
dreifeitigen Pyramiden zufammengejegt ift, jo fteht auch der Schwerpunkt 
aller Pyramiden und Segel um ein Viertel der Höhe von dev Grundfläche, 
ſowie um drei Viertel derjelben von der Spige ab. 

tan findet aljo den Schwerpunft einer Pyramide oder den eines Kegels, 
wenn man in dem Abjtande, ein Viertel der Höhe von der Bafis, eine Ebene 
parallel zu diefer legt und den Schwerpunkt des erhaltenen Querſchnittes 
oder den Durchichnitt deſſelben mit der die Spige und den Schwerpimft der 
Bafis verbindenden Geraden aufſucht. 


Kennt man die Abftände 1A, BB, u |. w. der vier Eckpunkte eier 
dreifeitigen Pyramide ABCD, Fig. 153, von einer Ebene ZIX, jo 
erhält man den Abjtand SS, des Schwerpunftes S von diefer Ebene durd) 
den Mittelwerth: 

— AA, + BB, + CC, + DD, 

1412 Mh u ET Vie Tr 
4 

wie ſich folgendergejtalt beweifen läßt. 

Der Abftand des Schwerpunftes M der Bafis ABC von eben diejer 
Ebene ift ($. 109): 

| MM— a ——— 


-] 
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und der Abftand des Schwerpunkte S der Pyramide läßt ſich fegen: 
S 81 = MM, Bu 1; (D D, — MM,), 


Fig. 158. 





wotern DD, der Abſtand der Spige iſt; es folgt daher aus der Verbin— 
dung der beiden legten Gleichungen : 
AA, + BB +C0G+DD, 
4 , 
Der Abftand des Schwerpunktes von vier gleichen, in den Edpunften 
der dreifeitigen Pyramide angebraditen Gewichten ift ebenfall® gleich dem 
arithmetifchen Mittel 


85 — MAT 4 177m —* 


AA + BA DD. 

ei. m; 
folglich fättt der Schwerpunkt der Pyramide mit dem Schwerpunfte von 
dieſem Gewichtsſyſteme zufanmten. 


yz= 


Fig. 154. Anmerkung. Auch die Volu— 
menbeitimmung einer vreifeitigen Py— 
vamide aus den Coordinaten ihrer 
Eckpunkte iſt eine ſehr einfache, Le— 
gen wir durch die Spitze 0 einer 
ſolchen Pyramide ABCO, Fig. 154, 
rei Grundebenen XY, XZ, YZ, _ 
und bezeichnen wir die Abjtinde der 
Eckpunkte A, B, C von diefen Ebenen 
durch 2,2923; YırYan YzUnda &yXy, 
jo tft das Volumen der Pyramide: 
v=4# !laıyo2 + 2% Ys2ı 
+ 239122 — (&1 9323 + 83 Yı 23 
+ &ya2ı)l, 
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wie fich ergiebt, wenn man die Pyramide als das Aggregat ven vier fchief abge: 


ichnittenen Prismen anfieht. 
Die Abſtände des Schwerpunftes dieſer Pyramide von den drei Ghrundebenen 


y2, zz und xy find: 
„_ı +9 +3 a ‚„Aatat%| 
— — — —— 


y-Atut% 


$. 119 Da fid) jedes Polyeder, wie ABCDO, Fig. 155, in lauter dreifeitige 
Pyramiden, wie ABCO, BCEDO, zerlegen läßt, fo kann man aud) den 


A z ; 
| 

| 

| 

| 





Schwerpunkt S deſſelben finden, wenn man die Volumina und ſtatiſchen 
Momente der einzelnen Pyramiden berechnet. 

Sind die Abſtände der Eckpunkte A, B, Cu. f. w. von den durch die 
gemeinfchaftliche Spige O aller Pyramiden gelegten Goordinatenebenen 
YZ, XC und XY: 2, ©, &, u. f. w., Yı 9, Ya U. ſ. w. und 2, 2, 2 
u. |. w, jo hat man die Bolumina der einzelnen Pyramiden: 

V keyH +Yy 2 + 2% Yıza — 1 Ya 22 — X Yı 23 — Ey Ya2ı), 
Very at sy + my2 — My yacz — % Ya — 4 Ya 29) 
u, ſ. w. und die Abftände ihrer Schwerpunkte von den gedachten Ebenen: 


At + Ws — Y+9Y+%s — e æꝛ æ, 
—E——2— 


⸗ — 
1 4 Ze 4 4 
tt | YtYyt 9 atsta 
— — — — ‚ms= a en u. ſ. w. 


Aus diefen Werten berechnen ſich endlich die Abftände dr, vo, des 
Schwerpunkte S des ganzen Körpers mittelft dev Formeln: 
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Nu. +Nw+t--- _INn+hnr+-- 
Nea+het--: 
Beiſpiel. Gin von ſechs Dreieden begrenzter Keryer ABCDO, Kig. 155, iſt 


dur folgende Goerdinatenwertbe feiner Eckpunkte beitimmt, und man fucht die 
Beordinaten feines Schwerpunftes. 


—— und 


A 














Beach Rierfache 
ee ne Is F = “m 
Goorbi- — so Vierundzwanzigfache 
— Die ſechsfachen Inhalte naten der datiſe Me 
naten. ER Schwer: ſtatiſche Momente. 
der dreiſeitigen Pyramiden 
punfte, 


ABCO und BUDO. 










20.10.50 





3076128 







bY= eg — 23.28.45? 31072 3219912392544 12859624 

‘41.45.40 — 
45.40.20 
6 V = :29.20.12/ — 129,28.38) — 17204 


(80.58.40 50.12.35 















951104 |78]1634380 1789216] 1341912 





Summe 482761 ..... 4026924 146478540 | 4418040 


Aus den Grgebnifien dieſer Rechnung folgen nun vie Abitinde des Schwer: 
punktes S des ganzen Körpers von den Ebenen YZ, XZ uw XY: 


1 4026924 


— — 2085 
u — 1 — * 20,853, 
1 4647840 
ne SIR m 39 
hr Fr: me 
1 4418040 
= — —_— 7 29 79 
.”— 7° 78276 al 


Anmerfung Man fann natürlib den Schwerpunkt eines Polyeders auch da— 
durch finden, daß man daſſelbe auf zweierlei Weife durch je eine Ebene in zwei 
Stüde zerlegt, die Schwerpunfte je zweier Stüde durch eine Gerade verbindet und 
ven Durchſchnitt von beiden Geraden angiebt. Da beide Geraden Schwerlinien des 
Polyeders find, fo ift natürlich ihr Durcbichnitt auch Schwerpunft des Körpers, 
Wenn das Polyeder fehr viele Ecken bat, je it jedoch diefe Beltimmungsweife fehr 
weitläufig, da man dann die Zerlegung des Körpers in Stüde jehr oft wiederholen 
muß. Bei dem fünfedigen Körper in Fig. 155, welcher auf zweierlei Weile in je 
zwei dreifeitigen Pyramiden zu zerlegen iſt, liegt der Schwerpunft im Durchſchnitt 
der Schwerlinien, welche die Schwerpunfte von je zwei De Pyramiden mit ein- 
ander verbinden, 
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$. 120 Der Schwerpunkt einer abgeftunpften Pyramide ADON, 
dig. 156, liegt in der Linie FM, welche die Schwerpunkte beider (parallelen) 


Fig. 156. 





I : — 


ſowie 


h+ı= Var 


Grundflächen verbindet. Um nod) den 
Abſtand diefes Punktes von einer der 
Grundflächen zu beftimmen, hat man 
die Volumina und Momente der voll- 
jtändigen Pyramide ADF und der Er- 
gänzungspypramide NQF. zu ermitteln. 
Sind die Inhalte der Örundfläcen AD 
und NQ,— Gr, und G,, und ift der 
Normalabſtand beider von einander — h. 
jo beſtimmt fic die Höhe z der Ergän- 
ee aus der Formel: 
0 x)? 
= we: 
h IV @; 


—, A, alſo — —— Ve VG Ve, 


’ 


. vo G 


— giebt. 


Das Moment der ganzen Pyramide in Beziehung auf die Baſis GE, 


iſt nun: 


— V — A26 


Dr —— 
ſowie das der — 


"Van — Va)’ 





(4) h?V G, h? (3 


VH-— 


Vo un (V a Va) yr — 


es folgt daher das Moment der abgekürzten Pyramide: 


a 


2Vn—- Va) 


12(5 —2V GG + G,) 


[ — 


— ———— 


VG —6)— 43] 


% 


Nun iſt noch der Inhalt der abgefürzten Pyramide: 
V=(@+ v GG, + 6) * 


* ergiebt ſich endlich der Abſtand SS, ihres Schwerpunktes S_ von der 
afis: 
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„„HtVHeR+3@ 
i Grant 4* 


Der Abjtand S, S diefes Punktes von der Mittelebene KL, welche die 
Höhe h der Pyramide halbirt und mit ni derfelben parallel 
läuft, ift: 


h _Ba+VH@ + + +2V 6 @+3@)] u 
(r) + VG6 (#5 ES (r, 
7 Gr — (Fr, — h 
++, 
Sind die Halbmeſſer der Grundflächen eines abgefürzten Kegels r, 
und r,, it alo , —=rr’ ud ,—=rr}, fo hat man fiir diefen 
rn +-2rn+3r? h 
y= MIET Ar; und 
; r? —r h 
— r?rira 4r? 4 


Beiſpiel. Der Schwerpunkt eines abgekürzten Kegels von ver Höhe kA — 20 
Zoll und den Halbmeflern r — 12 und r, = 8 Zell liegt, wie alle Mal, in der 
die Mittelpunfte beider freisformigen Grundflächen verbindenden Linie, und fteht 
von der größeren um 

yon. 12242.12.5+43.#__5.528_ 2610 

— TI— 7804 804 


455 


— 8,684 Zoll ab. 





Ein Obelisk, d. i. ein von zwei unähnlichen vectangulären Grundflächen 
und von vier Trapezen umſchloſſener Körper ACOQ, Fig. 157, läßt fid) 
in ein Parallelepipd AFRP, in zwei 
dreifeitige Prismen EHRQ und GKRO 
und im eine vierfeitige Pyramide ZKR 
zerlegen; man kann daher mit Hülfe der 
Momente diefer Beftandtheile den Schwer: 
punkt des ganzen Körpers finden. 

Es läßt fich ehr leicht einjehen, daß 
die gerade Pinie von der Mitte der einen 
Bafis nad) der Mitte der anderen, Schwer- 


Sig. 157. 





nur noch der Abftand des Schwer: 
punftes von der einen Baſis zu bejtimmen übrig. Bezeichnen wir die Pänge 
‚BC und Breite AB der einen Bafis durd) 7, und b,, fowie die Länge QR 
und Breite PQ der anderen Bafis durch 7, und b,, und die Höhe des 
Körpers oder den Abftand beider Grundflächen von einander, durch %. Dann 


linie diefes Körpers ift; es bleibt alfo . 


g. 121 
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ift der Inhalt des Parallelepipeds — b,1;h, und das Moment deflelben 


bl,h-— —= !ybzl,h?, ferner der Inhalt der beiden dreifeitigen Prismen 


— Ebr —b) u, + — 1a] 2), 
und deren Moment 

= (Blu +). 
endlid) der Inhalt der Pyramide - 

— (b, —b,) (ı— 15, 
und deren Moment : 


h 
— — I — l. — — 
(bi — by) (I ) — 


Hieraus folgt das Volumen des ganzen Körpers: 
V(balà bra bil +2b,,—2b1— 2b, A 


h 
=(2bh+2bh bl +), 
ſowie deffen Moment: 
h?2 
Yy= (6b, +24, +21, —Ab, +, +, — bilz— 1,5) 73 


h? 
— bh, +blh+rbı »+bh)ız 


und es ergiebt fich der Abſtand feines Schwerpunftes S von der Grund: 
fläche bı }ı: 
_ bh t3bhutbhtblh 9 
Huth tdaatbh 23 
Es läßt ſich auch (f. die Planimetrie und Stereometrie von C. Koppe): 
bi +b + b—b uU—h n 
Au as a a 
jegen. Der Abftand des Schwerpunftes y, von der mittleren Querſſchnitts— 
ebene beſtimmt fich durch die Formel: 
— — — J 
— 
Anmerkung. Dieſe Formel findet auch ihre Anwendung bei Körpern mit 
elliptiſchen Grundflächen. Sind die Halbaren der einen Grundfläche a, und db, und 
die der anderen @, und d,, fo ift das Volumen eines ſolchen Körpers (Kübels): 


h 
v= “r (a,b, +2a5b, + a,b, + ayb,), 
und der Abſtand feines Schwerpunftes von der Baſis 7 a, b;: 
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_ bh tabs tab A 

2345, +24, +, &, tab 23 
Beijpiel. Gin Teihdamm ACOQ, Fig. 158, von 20 Fuß Höhe, iſt unten 
250 Fuß lang und 40 Fuß breit, dagegen oben 400 Fuß lang und 15 Ruf breit; 


&ig. 158. 

















man jucht den Abjtand feines Schwerpunftes von ver Baſis. Hier ift bb, =W, 
I = 250, bs = 15, I, = 400, und A — 20, daher der gefuchte Berticalabftand: 
4.250 +3.15.400 + 40.400 + 15 . 250 


VE — —n Ya 
24.2500 +2.15.400 # 30.100 L 15.30 

47% Ti ER 

— 575° 0. == 307 FIT Ruf. 


Dreht ſich ein Kreisausfchnitt ACD, Fig. 159, um feinen Halbmeffer 
CD, jo entfteht ein Kugelausjchnitt A CB, deſſen Schwerpunkt wie folgt 
fig. 159. beftimmt wird. Man kann ſich diefen Kör- 
per als einen Inbegriff von unendlich vielen 
und unendlich diinnen Pyramiden vorftellen, 
deren gemeinfchaftliche Spige der Mittel- 
punft C ift und deren Grundflächen die 
Kugelmüge ADB bilden. Die Schwerpunfte 
aller diefer Pyramiden ftehen um 3/, des 
Kugelhalbmeſſers CD vom Mittelpuntte Cab, 
es bilden daher diefelben eine zweite Kugel— 
müge A, D; Bı vom Halbmeffer CD, 
— ®/,CD. Der Schwerpunkt S diefer 
krummen Fläche ift aber auch der Schwerpunft des Kugelausfchnittes, weil 
fid) die Gewichte der Elementarpyramiden auf diefe Fläche gleichförmig ver- 
theilen, diefe alfo gleichförmig ſchwer ausfällt. 

Seen wir num den Halbmeſſer CA—= CD— r und die Höhe DM 
der äußeren Galotte — h, fo erhalten wir fir die innere Calotte 
CD, = ®ır, md MD, = ®/ıh, folgli) ($. 116) SD,h, — „MD, 
— ®/gh umd den Abftand des Schwerpunftes des Kugelausfchnittes dom 
Mittelpunkte C: 





CI= CD, — SD, = ur ag Az, (’ —— |: 


Für die Halbfugel ift z. B. 4 — r, daher der Abftand ihres Schwer: 
punftes S vom Mittelpunfte C: 


rY 
(S= 3/4 Zu’ r. 


$. 122 


* 
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Den Schwerpunft S von einem Rugelfegmente ABD, Fig. 160, er- 

fig. 160, hält man, indem man das Moment 
dieſes Segmentes gleichlett der Diffe- 
venz zwifchen dem Momente des Aus» 
ichnittes AD BC und dem des Kegels 
ABO. Bezeichnen wir wieder den 
Kugelhalbmeſſer CD durd) r und die 
; a Höhe DM durd) k, jo erhalten wir 
ee das Moment des Ausſchnittes 





—=Y,arıh. di, (2 r— h)= N, arkh(2r —h), 

und das des Kegels 

=, ah(2r —h).(r—h) ?’,(r -h)—",ah(2r —h) (r — I); 

daher ift da8 Moment des Kugeljegmentes 

VYy—=\,ah@r —h)(r? — [r — I]) =), ah?(2r — h)°. 
Der Inhalt diefes Segmentes ift aber 

y—\ı,ah(r—h); 

e8 folgt daher der in Frage ftehende Abſtand: 


'Q Uunmch? (2 — —— h)? 3* 2r— h)? 
On ——— — Bee m . 
1, ah?(3r—h) ar—h 


Segt man wieder h — r, fo geht das Segment in eine Halbfugel 
über, und es folgt wie oben, US — sr. 

Diefe Formel gilt jelbft fir das Segment eines Sphäroides A, DB, 
welches entfteht, wenn ſich der elliptiiche Bogen DA, um die große Halb- 
are UD — r dreht; denn zerjchneidet man beide Segmente durch Ebenen 
parallel zur Bajis AB in lauter diinne Scheiben, fo ift das Verhältniß 
von je zwei derfelben unveränderlich — — ENTER z ‚ wenn b die 

VA (0m r 
feine Halbare der Ellipfe bezeichnet. Man muß alfo ſowohl das Bolumen, 

















* 


* — * J —X 
als auch das Moment des Kugelſegmentes durch — multipliciren, um das 
* 


Volumen und das Moment des Segmentes vom Sphäroid zu erhalten, und 





Moment R 
verändert dadurch den Uuotienten CS — um Nichts. 
Volumen 
—— — „(@r— A) , Rn 
Es iſt überhaupt US — yr= — wober r die Größe der— 
sr—h 


jenigen Halbare bezeichnet, um welches jid) die Ellipfe bei Entitehung des 
Sphäroides dreht. 


Anwendung der Simpson’schen Regel. Um den Scwerpunft 
eines ungejegmäßigen Körpers ABCD, Fig 161, zu finden, zerlege 
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man denfelben durch gleich viel von einander abftehende Ebenen in dünne 
Scheiben, beftimme die Inhalte der erhaltenen Durdjichnitte und deren Momente 
in Hinficht auf die als Baſis dienende erfte Barallelebene A B, und vereinige 
Fig. 161. endlich beide durch die Simpfon’sche Negel. 
Sind die Inhalte diefer Durchichnitte 
Fy, F}, Fa, F3, Fi und ift die ganze Höhe 
oder der Abjtand MN zwifchen den äußerſten 
Parallelebenen, —h, jo hat man das Volu— 
men des Körpers nach der Simpſon'ſchen 
Regel (annähernd): 


Y=(F+4Fh+2FB+4F, +r)S- 





Multiplieirt man noch in diefer Formel jede Fläche durch ihren Abftand 
von der Bafis, jo erhält man das Moment des Körpers, nämlich): 
Yy—=(0.E+1.4F+2.2F, 3.4, } —QER— 
und es giebt die Diviſion beider Ausdrücke durch einander den geſuchten 
Abſtand des Schwerpunktes 8: 
Ms=: _0.FR+14F+22%5+34P+4F)h 
— . 
Iſt die Zahl der plattenförmigen Elemente — 6, jo hat man: 
_0.R+1.4F+2.2F,+3.4F,+4.2F,+5.4F,+6.F, h 
J a+4h+2R+4F,+2F,+4F,+F 6 
Es ift leicht zu erachten, wie man diefe Formel umzuändern hat, wenn 
die Zahl der Schnitte eine andere ift. Nur fordert diefe Negel, daß die Zahl 
der abgefchnittenen Stücke eine gerade, die Flächenzahl alfo eine ungerade ift. 
In vielen Fällen der Anwendung genügt die Beltimmung eines Ab- 
ftandes, weil außerdem noch eine Schwerlinie befannt if. Die in der 
Praris gewöhnlich vorfonmenden Körper find auf der Drehbant erzeugte 
Rotationsförper, deren Rotationsare die Schwerlinie der Körper ift. 
Endlich findet die Formel and) ihre Anwendung bei Beftimmung des 
Fig. 162. Schwerpunftes einer Fläche, in welchem Falle die 
B Querſchnitte Fr, Fi, Fo u. |. w. in Yinien über: 
gehen. 


Beifpiel 1. Für das parabolifche Conoid ABC, 
Fig. 162, welches durch Umdrehung des Parabelitüdes 
ABM um feine Are AM entitanden ift, erhält man, 
wenn man nur einen Mittelfchnitt DNE durdführt, 
Folgendes: 
> 68 fei die Höhe AM —= h, der Halbmeſſer BM = r, 


AN—=NM —* und daher der Radius DN=r YY. Der Inhalt des 
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— — — — 2 
Schnittes durch A it FA, = 0, durch N F =naDN— z und durch 
M, F, = nr? Hiernach folgt das Volumen dieſes Körpers: 
U : h 
v =z(0+ 4F, + Fı)= 5 (nr +nr)—- Y,narıh=Y,Foh; 
ſowie das Moment deſſelben: 
M h? 
I y=75 (1.277, +2.nr?)= '),nr2h?—= Y,Fyh2, 
und daher ver Abitand feines Schwerpunftes S vom Scheitel: 


Y, Fyh? 
AS= — 32T = 2, . 
Yy 1, F, h 3 h 


Fig. 163. fig. 164. 





Beiſpiel 2. Das Gefäß ABCD, Fig. 164, bat die mittleren halben Weiten 
re = 130l, r, = 1130ll, rz = 0,9 Zoll, r, = 0,7 Zoll, r, = 0,4 Zoll bei 
einer Höhe MN = 2,5 Zell; man fucht den Schwerpunft S feines Faſſungsrau— 
mes. Die Duerfchnitte in A, —=1.7, FR =121.”, P,=0,831.7, F, = 0,49. n, 
F,=0,16., es ift daher der Abitand feines Schwerpunftes von der Horizontal: 
ebene AB: 
0.17-+1.4.121.7+2.2.0,817+3.4.0,49n 4+4.0,16.n 2,5 


— 1n-+4.121n+2.0,317 +4.0,49n +0,16. 
14,60 2,5 36,50 j 
— — _.-—_ = — = 09502 Zell. 
— Do 008 Soll 
; 2,5 = 
Der Faſſungsraum it V— 9,580. <5 — 6,270 Gub.-Zoll. 


($. 125) Schwerpunktsbestimmung von Rotationsflächen und Rota- 

tionskörpern. Die Schwerpunkte krummer Flächen und krummflächiger Körper 
von beſtimmten Formen Lafjen fid) allgemein nur 
mit Hülfe dev Diffevenzial- und Integralrechnung 
beftimmen. In der Praris kommen vorzüglich 
die Rotationsflächen und Rotationsförper 
vor, daher möge im Folgenden aud) nur von der 
Beftimmung der Schwerpunfte diefer Gebilde 
die Rede fein. Dreht ſich die ebene Curve AP, 
Fig. 165, um die Are AC, jo beichreibt fie 
eine jogenannte NRotationsflähe APP,, und 
dreht fich die von der Curve AP und ihren 
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Goordinatn AM und MP begrenzte Fläche A PM um eben diefe Are, jo 
wird dadurch ein von dev Kotationsflähe APP, und von einer Kreisfläche 
PMP, begrenzter Rotationsförper erzeugt. 

Bezeichnen wir die Abſeiſſe AM durd) x, die entſprechende Ordinate MP 
durch 4, ſowie den zugehörigen Bogen A P durd) s, ferner das Abſeiſſenele— 
ment ZN —= PR durch Cr, das Ordinatenelement OR durd) &y und 
das Curvenelement PQ durch Os, jo haben wir den Inhalt des bei der Ro— 
tatoin von Os durchlaufenen gürtelförmigen Elementes PQ Qı Pı der Ro— 
tationsflähe APP, = 0, 

00=2rx.PM.PQ=2ny0s, 
und dagegen den Inhalt des von diefem Flächenelemente umgirteten Elementes 
des Rotationsförprs APP, —= V: 

eV—rPM:.MN— ny?or. 

Weil beide Elemente um die Abſeiſſe x von einer durch A gehenden und 
auf der Are A C winfelvecht ftehenden Ebene abjtehen, jo it das Moment 
von 0.0: 

200 =2nzy0s, 
und das von OT": 

20V —=ney?Or. 

Da num 0— [ 2nyös— 2 [ yös, und 
v= [ayda—a/[y0r 
ift, und dem leßteren zufolge da8 Moment von O: 

J ?2aeyos= 2m / xyös, 
und das von F: 

[aeyox—=n | xy?ox 
ſich ergiebt, jo ift demmac) der Abftand AS —y des Schwerpunftes S von 
dem Anfangspunfte A: 

1) für die Rotationsfläde: 


2m [xyos _ fey9s 


— 2m /yos [vos 
2) für den Notationsförper: 
an [ zy?0x VEIIKE; 
um —. AR 
a / w0x Sy9r 


3. B. für eine Rugelcalotte mit dem Halbmeſſer CQ — r hat man, 
da hier 


PQ_CQO ,„,,&s_r 


—— 
—— 
—— 


PR on ® = — alſo yos=rdx iſt: 





und dagegen 
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Da Due nam 
(Bergleiche $. 116.) 

Fir das Kugelſegment ift dagegen, da fih 7? —2rr — x? fegen läßt: 
Sera — a): [armor— | wor 


AS—=u— 


AS = — ———— nn 
CEræ — 22) de S 2rx0x — [ a0x 
_ Hr — Yıxt @l,r — \aa)® _ 8r—3r 
ra? — 1/03 * r— 1ä ‚Sr—z — 
und folglich: 
CS=r—u=!, a * - (Bergl. $. 123.) 


$. 126 Guldinische Regel. Cine interefjante und zuweilen jehr nügliche An- 


wendung der Pehre vom Schwerpunkte ift die Guldinifche Regel oder die 
barycentrijche Methode (franz. m&thode centrobarique; engl. the pro- 
perties of Guldinus). Diefer zufolge ift der Inhalt eines Rotations- 
förpers (oder einer Notationsflähe) gleich dem Producte aus der Er- 
zeugungsfläche (oder Erzeugungslinie) und dem bei der Erzeugung des 
Rotationsförpers (oder der Notationsfläche) durchlaufenen Wege ihres 
Schwerpunftes. Die Richtigkeit diefes Sates läßt ſich auf folgende Weiſe 
darthun. 
Dreht ſich die ebene Fläche ABD, Fig. 166, um eine Are X X, fo be- 
Fig. 166. ichreibt jedes Element Fi, Fy u. ſ. w. 
derjelben einen Ring; find die Ent- 
fernungen F}K,, F3 Aa u. ſ. w. die- 
jer Elemente von der Umdrehungsare 
XX =r,r, u. ſ. w. und ift der Um- 
drehungswinfel FKFR\—=SCS, —«", 
alfo der entjprechende Bogen für den 
Halbmeſſer 1, — «, fo find die 
bogenförmigen Wege der Elemente 
— 10,10 u. ſ. w. Die von den 
Elementen F,, F, u. ſ. w. durchlau— 
fenen Räume lafjen ſich als krummgebogene Prismen von den Grundflächen 
Fi, Fe u.f.w. und von den Höhen r,«, ra« u. ſ. w. anfehen, haben alſo die 
Inhalte Fir, @, Far, @ u.f.w., und es ift ſonach das Volumen des ganzen 
Körpers ABD D, B, A: 
V=Fne+Rne.=(Fr +Fır +....0. 
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St CS—y, der Abftand des Schwerpunftes S der Erzeugungsfläcdhe von 
der Umdrehungsare, jo hat man aud): 


(AH+RrR+-.) y aehn+PRr+--, 
und folglich das Bolumen des ganzen Körpers: 
V=(F+B,+-)ya. 
Aber FL + F, +... ift der Inhalt der ganzen Fläche F und ya ift der 
vom Schwerpunfte S durcjlaufene Kreisbogen SS, —=w; e8 folgt daher 
V — Fw, wie oben behauptet wurde. 

Diefe Formel gilt auch für die Rotation einer Pinie, weil ſich diejelbe 
als eine Fläche von umendlic) Feiner Breite anfehen läßt, es ift nämlich 
F=—Iw, d. h. die Rotationsfläche ift ein Product aus der Erzeugungs— 
linie () und dem Wege (1) ihres Schwerpunftes. 


Beifpiell. Bei einem halben Ringe mitelliptifhem Querfhnitte ABED, 
Fig. 167, feien die Halbaren des Querfchnittes CA=a und CB=b, und 
fei die Entfernung CM ves Mittelpunftes C dieſes Schnittes von der Are 
XX,—r. Dann ift die elliptifche Erzeugungsflihe F=nab, und der Weg 
ihres Schwerpunftes (CO), w — rar; daher das Volumen diefes halben Ringes: 
V=n?abr, und’ das des ganzen Ringes: VY, —=2 V/—= 2n?abr. 

Sind die Dimenfionen folgende: a—=5 Zoll, b=3 Zell, r—=6 Zoll, fo ift das 
Volumen eines Viertelringes: 


Y,.n2.5.3.6—= 9,86% .5.9 = 444,132 Cubifzoll. 


&ig. 167. 





x 


Beifpiel 2. Kür einen Ring mit halbfreisförmigem Querſchnitte 
ABD, Fig. 168, ift, wenn CA—=C Ba, ven Halbmeſſer dieſes Duerfchnittes 
und MC=r, ven des hohlen Naumes oder Halfes bezeichnet, das Volumen 


v= 2.2n(r+32) na? (ar 4% a)- 


Beifpiel 3. Dreht fih ein Kreisfegment ADB, Fig. 169 (a. f. ©.), um den 
mit feiner Sehne AB parallel laufenden Durchmefler EF, fo befchreibt e8 eine 
Kugel AD, B mit einer cylindrifchen Aushöhlung ABB,A,. Iſt nun A der 

Weisbach's Lehrbuch ver Mechanik. J. 14 
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Inhalt diefes Segmentes und s die Größe der Sehne AB— A, B, deflelben, jo 
hat man nach $. 114 den Abitand feines Schwerpunftes 5 vom Mittelpunfte C: 


vg s’ 
Ü Ss = y= 134 y 
und daher das Volumen der erzeugten Hohlfugel : 
3 ns 
V=232nyA=2n u 


Bei der Vollkugel ift die Sehne oder Höhe ver cylindriihen Bohrung dem 
Durchmefler d der Kugel gleich geworden, daher der Inhalt derjelben: 


nı d® 
, Vv= zes 


wie befannt. 





Beifpiel 4. Es jei die Oberflähe und der Inhalt der Kuppel ADB, Fig. 
170, eines Kloftergewölbes zu finden, und zu diefem Zwecke vie halbe Weite 


Fig. 169. Fig. 170. 








MA=MB=-a un die Höhe MD=h gegeben. Aus beiden Dimenfionen 
folgt der Halbmeiler C A= CD des Erzeugungsfreifes: 
a? + h? 
ie Pl 
und der Gentrimwinfel A CD=a, wenn man feßt: 





; h 
ſsin. « — — * 
Der Schwerpunkt S eines Bogens 
a. DAD,=2AD 
ift beſtimmt durch die Entfernung: 


_„ Schnee MD _rsin.« — 
— — , ferner OM=rcos. «, 


es iſt folglich der Abſtand des Schwerpunktes S von der Are MD: 
ms" « sin. @ 


und der Weg des Schwerpunftes bei Erzeugung der Fläche ADB: 


sin. « 
— 2 — cos. )- 
[4 











rosa r ( — e08.«), 


w=2nr( 


$. 127.] Die Lehre vom Schwerpunfte, 211 


Die Grzeugungslinie DAD, it 2re, folglih ihre Hälfte AD, =re, und 
die von der legteren befchriebene Rotationsfläbe ADB: 


Ozra. an" — cos. «)= 2nr? (sine — cos. e) 
zu ſetzen. 
Sehr gewöhnlich ift «@' — 60°, alfo : 
5, sin.a— y,V3 und Cs. « — Ua; 
daber folgt dann der gefuchte Inhalt: 


On (v3 Sn =) — 2,1515 .r2, 


Für das Segment DAD, =A=r’(e—Y,sin.2e) iſt der Abitand des 
Schwerbunftes vom Mitfelpunfte CO: 





_(2.MD) _ 2 r3 sin. a3 
| DBAUDL49UrA ° 
daher Abitand von der Are: 
:. 
MS=CS—-CM=% Teint 2 con. «, 


endlich der Weg dieſes Schwerpunktes bei einer Umdrehung um MD: 


2nr — 2nr 
= (Y,r?sin.a® — Acos. «)= 





- (Yyssin. a3 sin.2«) cos. «|. 


Das Bolumen des ganzen durd das Segment DAD, erzeugten Körpers ergiebt 
fh, wenn man diefen Weg durh A multiplicirt, und das Volumen ver Kuppel 
wird gefunden, wenn man hiervon die Hälfte nimmt, alſo: 

V—=nr3[?, sin. ad — (a — 1), sin.2«) cos. «|. 

3.8. für 60°, alfe: 


Fi . . . ’ # 
«75 it uin.e=1h, V 8, sin. 24 - und cos. « = V,, daher: 


v =art(%V 3 3 —-5)=0396 .r®. 


Die Guldini'ſche Regel findet aud) ihre Anwendung bei jolchen Körpern, $. 127 
welche entftehen, wenn ſich die Erzeugungsfläche beim Fortrücken ihres 
Schwerpunktes längs irgend einer Curve ſtets winkelrecht gegen diefelbe ftellt, 
weil jich jede Curve aus unendlich vielen und unendlic, Heinen Kreisbögen 
zufanmenfegen läßt. Es ift auch hier das Volumen des erzeugten Körpers 
das Product aus der Erzeugungsfläche und dem Wege ihres Schwerpunftes. 
Ebenfo ift diefe Negel noch dann anwendbar, wenn die Erzeugungsfläche bei 
ihrer Fortbewegung immer gegen die Projection des Weges ihres Schwer- 
punktes auf irgend eine Ebene, vechtwinfelig gerichtet bleibt. Es ift hier aber 
die Erzeugungsfläche nicht mit dem Wege, fondern mit dev Brojection des 
Weges zu multipliciren. 
14* 
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Hiernach wird 5. B. das Volumen eines Schraubengewindes A IK, Fig. 171, 

Fig. 171. beftimmt, durc das ‘Product aus dem 
Querſchnitt ABDE deflelben und 
aus dem Umfang des Kreiſes, deſſen 
Halbmeiler der Abjtand MS des 
Scwerpunftes S der Fläche ABDE 
von der Are CM der Schrauben- 
ſpindel ift. 

In manchen Fällen kann man 
auch bei Beſtimmung körperlicher 
Räume die Guldini'ſche Regel mit 
der Simpſon'ſchen Regel vereinigt 
anwenden. Um z. B. den Inhalt 
des krummen Dammkörpers A, Do Bı D; As, Fig. 172, zu finden, hat man 
nur nöthig, den Krimmungswintel S, CS — 2% 085 —=28 0 —B, 


Fig. 172. 








ferner die Querfchnitte AD— Fr, AD —=F, und A,D;—F,, fowie 
die Abſtände CH — 0. CI, —r und CS, —=r, der Schwerpunkte So, 
S; und S, diefer Querſchnitte von der verticalen Gentralare COX zu kennen. 
Das Volumen V diefes Körpers beftimmt ſich dann durd) die Formel: 





Vv=B (= “+4Frı + F 2) — B'r ( on +4Fırn + ») 
— 6 D 1800 6 
— 0,01745 Me} 


Sind die Halbmefjer r,, 7, und r, einander gleid), oder wenig von ein- 
ander verfchieden, fo fann man 1, —rı —=r,—r, und daher 


V—0,1745 ßPr 5) ſetzen. 
J 


g. 128 Eine andere, mit der legten Regel in naher Verbindung ſtehende Anwen— 
dung der Lehre vom Schwerpunfte ift folgende. 
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Man kann annehmen, daß jeder [chief abgefchnittene, prismatiſche 
Körper ABKL, Fig. 173, aus lauter unendlich dünnen Prismen wie 


Fig. 173. 


G 


Ss 
A 
h 
nn 
17 
17 
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[1 
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1 
\ 





F, @, beftehe. Sind nun G,, G, u. ſ. w, 
die Orundflächen und A,, Az u. ſ. w. die Höhen 
diefer prismatifchen Elemente, fo hat man 
ihre Inhalte: 
G hı, (Fr hy u. J w., 
und ſonach das Volumen des ganzen ſchief 
abgeſchnittenen Prismas: 
V=Gh+@hk+-- 

Kun verhält ſich aber ein Element F, 
des fchiefen Schnittes KL zum Elemente 
G, der Baſis AB—=G, wie die ganze 
ſchiefe Fläche FF zur Bafis G; es folgt 
daher: 


a=5 PR, = ie Fy u. f. w., und 


F 


v=-F(aum+Rl+) 
Da endlich) Fi hi + Fahz + +++ das Moment Fh des ganzen jchiefen 


Schnittes ift, jo ergiebt ſich: 


— :Fh= GR 


d. i. der Inhalt des fchief abgejchnittenen PBrismas ift gleich dem 
Inhalte eines vollftändigen Prismas, weldyes mit demfelben auf 
einerlei Grundfläche fteht und deſſen Höhe gleich ift dem Ab: 
ftande SO des Schwerpunftes S des fchiefen Schnittes von der 


Baſis. 


Bei einem geraden und ſchief abgeſchnittenen dreiſeitigen Prisma iſt, 
wenn Ar, le und Az die Seitenkanten deſſelben find, der Abſtand des Schwer— 
punktes des ſchiefen Schnittes von der Bafis (ſ. $. 109): 


h= 


h, — Ra En ha 
— — 


daher folgt das Volumen dieſes Prismas: 
v=6i= nt Eu j 
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Drittes Capitel. 
Gleichgewicht feftgebaltener und unterftügter Körper. 


8. 129 Befestigungsarten. Die im erjten Gapitel diefes Abjchnittes ent: 
widelten Regeln tiber das Gleichgewicht feſter Kräftefyftene finden ihre An- 
wendung auc auf feite, von Kräften ergriffene Körper, wenn man das 
Gewicht des Körpers als eine im Schwerpunfte dejjelben an- 
greifende und vertical abwärts wirkende Kraft behandelt. 

Die durch Kräfte im Gleichgewichte erhaltenen Körper find entweder frei 
beweglich, d. h. jie fünnen der Einwirkung der Kräfte folgen, oder fie find 
in einem oder mehreren Punkten fejtgehalten, oder fie werden von 
anderen Körpern unterſtützt. 

Wird ein Punkt C, Fig. 174, eines feiten Körpers feitgehalten, jo fann 

Fig. 174. 





u 


jeder andere Punkt P eine Bewegung annehmen, deren Weg in die Dber- 
fläche einer Kugel fällt, die fi) aus dem feftgehaltenen Punkte mit der Ent- 
fernung CP des anderen Punktes, als Halbmefler, bejchreiben läßt. Hält man 
hingegen einen Körper in zwei Punkten C und D feft, jo find bei jeder noch 
möglichen Bewegung die Wege von den übrigen Punkten Kreife, die fid) ale 
die Durchfchnitte OPQ von je zweien, aus den feitgehaltenen Punkten be- 
fchriebenen Kugeloberflächen herausstellen. Diefe Kreife find unter ſich 
parallel und winfelrecht auf der geraden Yinie, welche die feften Punkte mit 
einander verbindet. Die Punkte der legten Pinie bleiben unbeweglich; es dreht 
fi) alfo der Körper um diefe Pinie CD, die man deshalb auch Umdre-— 
hHungsare des Körpers nennt. Die auf diefer Are winfelrecht ftehenden 
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Ebenen, in welden die verfchiedenen Punkte umlaufen, heißen die Um- 
drehungsebenen des Körpers. 

Mean findet den Halbmeſſer DZP des Kreifes OP Q, in welchem ſich jeder 
Punft bewegt, wenn man von demselben ein Perpendikel gegen die Um: 
drehungsare CD fällt. Je größer dies ausfällt, defto größer ift alfo auch 
der Kreis, in welchem der Punkt um die Are herumgeht. 

Werden von einem Körper drei nicht in eine gerade Pinte fallende Punkte 
feftgehalten, jo fann der Körper in feiner Beziehung eine Bewegung anneh- 
men, weil ſich die drei Kugeloberflächen, in welchen ſich ein vierter Punkt 
bewegen müßte, nur in einem Punkte fchneiden. 


Gleichgewicht unterstützter Körper. Jede Kraft, welche durch $. 130 
den feſten Punkt eines Körpers, 3. B. durch den Mittelpunkt eines Kugel: 
gelenfes geht, wird von der Stüge des Körpers aufgenommen, und hat 
daher auf den Gleichgewichtszuftand feinen Einfluß. Ebenfo, wenn ein 
Körper in zwei Punkten oder Zapfen umterftügt ift, jo wird jede Kraft, 
deren Richtung die Are ſchneidet, welche jich durch diefe Feftgehaltenen Punkte 
legen läßt, von den beiden Stügpunften aufgenommen werden, ohne daß 
eine andere Wirfung auf den Körper itbrig bleibt. Auch wird ein Kräfte— 
paar von den Stügpunften eines Körpers aufgenommen, wenn deifen Ebene 
die durch diefe Bunkte beftimmmte Drehungsare enthält oder mit diefer Yinie 
parallel läuft. Jedes andere Kräftepaar, z.B. (', — P) in Fig. 175, 
bringt dagegen eine Drehung des Körpers ACB um die Drehungsare C 
hervor, wenn es nicht durch ein anderes Kräftepaar (ſ. $. 95 und 97) im 
Gleichgewicht erhalten wird. Behält das Kräftepaar bei der Drehung feine 
Richtung bei, fo ift der Hebelarm und folglich auch das Moment deifelben 
veränderlich, und es fallen beide bei-einer gewiffen Stellung des Körpers 
fogar Null aus. Wenn bei dem Körper ACB, Fig. 175, welcher in einen 

Fig. 175. Punkte C feftgehalten wird, die Kraft: 
rihtung um den Winkel BAP—= « 
von der Linie AB durch beide Angriffe: 
punkte A und B abweidjt, fo ift eine 
Drehung von ACAL—=PI—=180%— « 
nöthig, um das Moment des Kräfte: 
paares (P, — P) zu annulliren; und 
ebenfo ift es bei einem in der Are feft- 
gehaltenen Körper, welcher von einem 
Kräftepaare ergriffen wird, deſſen Ebene 
winkelrecht zur Are fteht. 

Wird ein in einem Punkte C feftgehaltener Körper AB, Fig. 176 (a.f.©.), 
von einer Kraft P ergriffen, deren Richtung nicht durch C geht, jo kann man 
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durch) Hinzufligung zweier Gegenträfte, + P und — P, diefe Kraft in ein 
Kräftepaar (P, — P) und in eine in C angreifende und vom Stügpunkte 
aufzunehmende Kraft + 7 zerlegen. Ebenfo -ift es, wenn eim Körper in 
einer Are feftgehalten wird, und die Kraft in einer Umdrehungsebene wirft. 

Fig. 176. Hier vertheilt fic) aber der Drud + P auf beide 
Stutzpunkte. Iſt a die Entfernung CA des Angriffe: 
punftes A der Kraft von der Are C, und & der 
Winfel ACA,, welchen die Yinie CA von der 
Kraftrichtung abweicht, fo hat man das Moment des 
Kräftepaares (P, — P), welches den Körper um 
C umzudrehen fuht: M — Pusin. «. Bleibt 
während der Drehung die Nichtung der Kraft P 
unverändert, fo ändert ſich M mit « und ift flir 
« — 90° ein Marimum (Pa), fowie fir «0 
oder 180°, — Null. Die mechanifche Arbeit, 
welche bei Drehung des Körpers um AUAL = 
die Kraft P, oder das Sräftepaar (P, — P) 
verrichtet, ft A=P.KA-—Pa(l — cos. «). 





$. 131 Stabilität eines aufgehangenen Körpers. Beſteht die Kraft 
eines in einem Bunfte oder einer Linie unterftitten Körpers nur im 
Gewichte deffelben, jo erfordert das Gleichgewicht diefes Körpers, daß fein 
Schwerpunkt unterftügt fei, d. i., daß die verticale Schwerlinie deffelben 

durch den feften Punkt oder durch die fefte Linie gehe. 
Fällt der Scwerpunft mit dem fejtgehaltenen oder jogenannten Auf: 
hängepunfte zufammen, jo hat man ein indifferentes Gleichgewicht 
(franz. &quilibre indifferent; engl. indifferent equilibrium), weil der 
Körper im Gleichgewichte bleibt, man mag ihn um den feften Punkt drehen 
wie man will. Wird Hingegen ein Körper AB, Fig. 177, in einem über 


Big. 177. Fig. 178. 





den Schwerpunkte S liegenden Punkte C feitgehalten oder unterftügt, jo be- 
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findet fich der Körper in einem ficheren oder ftabilen Gleichgewichte 
(franz. und engl. stable), weil, wenn man diefen Körper in eine andere 
Yage bringt, aus dem Gewichte G deilelben eine Seitenfraft N hervorgeht, 
die den Körper im die erfte Yage zurlidfiihrt, während die andere Seitenfraft 
P der fefte Punkt C aufnimmt. Wird endlich der Körper AB, Fig. 178, 
in einem Punkte C feftgehalten, der unter dem Schwerpunfte S Liegt, fo ift 
der Körper in einem umficheren oder labilen Gleichgewichte (franz. 
eq. instable; engl. unstable eq.); denn wenn man den Schwerpunkt von 
der Verticalen durd) C entfernt, jo geht aus dem Gewichte G des Körpers 
eine Seitenfraft N hervor, die den Körper in feine erfte Yage nicht nur nicht 
zuriidführt, fondern denjelben davon noch mehr abzieht, und ihn fo weit um: 
dreht, bi8 der Schwerpunkt unter den feſten Punkt zu liegen kommt. 

Diefelben Beziehungen finden auch bei einem in zwei Punkten oder in 
einer Are feftgehaltenen Körper ftatt; derfelbe ift im imdifferenten, ftabilen 
oder labilen Öleichgewichte, je nachdem dev Schwerpunkt in, vertical unter 
oder vertical über der feften Are befindlich ift. 

Wenn der Körper in einem Punkte, oder in einer horizontalen Are unter- 
ftüt wird, fo ift das Moment, mit welchem fich der Körper in der ftabilen 
Gleichgewichtslage zurüiczudrehen fuht, M = Gasin., wobei @ das Ge 
wicht, @ den Abftand CS, des Schwerpunftes S, von der Are C, und « den. 
Drehungswinfel SCI, bezeichnet. Die mechanifche Arbeit, welche hierbei “ 
das Gewicht G verrichtet, it A Ga (1 — cos. e). 


Druck auf die Stützpunkte eines Körpers. Wenn ein in zwei $. 132 
Punkten C und D oder einer Are CD feitgehaltener Körper CAD, 
ig. 179. 





dig. 179, von einem Kräfteſyſteme ergriffen wird, fo führt man, um 
die Bedingungen feines Gleichgewichts zu ermitteln, nach $. 97, das ganze 
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Syſtem auf zwei Kräfte zuriid, und zwar auf eine Kraft parallel zur 
Are und auf eine Kraft, deren Richtung in einer Normalebene zu diefer 
Linie liegt. Es fei EN—=N, Fig. 180, die erjtere, mit der durch die feiten 
Punkte C und D gehenden Are X X parallel wirkende Kraft, und AP—P 
die zweite Kraft, welche in einer auf X X normalftehenden Ebene YzY 
wirft. Aus der erfteren refultirt eine Kraft + N, welche die Are CD in ihrer 
eigenen Richtung fortzufchieben jucht, und ein Kräftepaar (N, — N’), weldjes 
ſich als ein anderes Kräftepaar (N), — N) auf die feiten Punkte C und D 
fortpflanzt, deffen Componenten 


l 
N=TN und — N=-{N 


find, wenn d den Abſtand OE der Parallelfraft N von der Are CD und I! 
die Entfernung CD der beiden Stüßpunfte C und D von einander bezeichren. 


Fig. 180. 





Ebenfo zerlege man die Kraft P in eine Kraft + P und in ein Kräfte: 
paar (P, — P), und die erjtere wieder in die Seitenfräfte P, und P,, wo— 
von die eine in C und die andere in D angreift. Bezeichnen wir wieder die 
Abftände CO und DO des Angriffspunftes O von den beiden Stüspunften 
C und D durch 7, und 1, jo haben wir: 


F 
— 
und es läßt ſich nun leicht aus N, und P, der Mitteldruck S, in C, ſowie 
aus — N, und P, der Mitteldrud S, in D durch Anwendung des Kräfte: 
parallelogrammes beſtimmen. 

Segen wir den Winkel YO(+ P), unter welchen die Ebene NOX von 


der Richtung der Kraft P oder + P gejchnitten wird, —«, fo tft auch 


l, 
Her und P, = 
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der Winkel N, CP, —=«, dagegen N, DP, — 180° — «, und es ergeben 
ſich daher die reſultirenden Drücke in &C und D: 
3 = Vx + pP? ET 2N,Pı c08. ce und 
Ss, —=YV N’+P/—2N, P, cos. @. 
Bezeichnet endlich a das Loth OL auf die Nichtung der Kraft 7, fo 
ift das Moment des Umdrehungsfräftepaares (P, — P), M —= Pa. 


Im Gleichgewichtszuftande muß natürlich a — Null fein, und daher P 
durd) die Are ÜD hindurchgehen. 








Beripiel. Es fei Das ganze Kräfteſyſtem eines in der Are XX feitachaltenen 
Körpers auf die Normalfraft P = 36 Bund und auf die Parallelfraft N = 20 
Pfund zurücdgeführt; es ſei der Abſtand ver fegteren Kraft von der Are, OE—=d 
— 1'/, Ruf, und der Abitand CD zwifchen ven feitgebaltenen Bunften, = 4 Fuß; 
man ſucht die von der Are over von den feiten Bunften CE und D aufzunebmenden 
Kräfte, vorausgeiegt, daß die Michtung der Kraft P um ven Winfel « = 65 Grad 
ven der Grundebene X Y abweiche und ihr Angriffspunft O um CO—=L, =1KRuß 
von dem feiten Bunfte Ü' abitehe. 

Die Kraft N = 20 Pfund ertbeilt der Are in ihrer eigenen Richtung den Schub 
N — 20 Pfund, außerdem erzeugt fie noch die Kräfte: 

d 1,5 

N = 04 N= — 

welche die feſten Punkte C und D aufnehmen. Aus der Kraft P entipringen die 
Kräfte: 

l, 4—1 

51 4 
aus welchen endlich durch Vereinigung mit den erſteren Kräften die Mittelkräfte: 

Ss —=V752+ 2774 2.75.27. 
— V 956,410 — 30,926 Pfund, und 
S=V 7,5249 —27,5.9.c0s. 650 V 56,25 + 81 — 57,054 
—YV 80,196 — 8,955 Pfund 
entipringen. 


- 20 — 75 Pfund nd — N, = — 7,5 Pfund, 





> l z 
36 = 27 Pfund um PA, = + — .36—9 Pfund, 











Wird ein in zwei Punkten C und D feitgehaltener Körper ( BD, Fig. 
181 (a.f. S.), nur von einer Kraft R ergriffen, deren Richtung um den Winkel 
PAR = ß von der Umdrehungsebene YOZ abweicht, fo zerlege man die 
jelbe in die Seitenkräfte: 

AP—L—=R vs. P und 

AN—=N=RSsin. 8. 
wovon die erſtere in der Umdrehungsebene und die zweite parallel zur Axe 
wirlt, und behandele dieſe genau jo wie die reſultirenden Kräfte P und N 
. eines ganzen Syſtemes im vorigen Paragraphen. Es ift hiernad) di Kraft, 
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welche die Are in ihrer Richtung aufzunehmen hat, und weshalb das eine 
Arenlager ein befonderes Widerlager erhalten muß: N = ER sin. ß, fowie 


fig. 181. 





jeder der Komponenten des Kräftepaares (N), — N), weldyes in C und D 
nad) entgegengefesten Richtungen winfelrecht gegen CD wirkt, 
d I | 
N, = N=TRsin.ß ud — N = — ERsin. ß, 
wofern wieder 7 die Entfernumg CD der beiden Stützpunkte C und D von 
einander, jo wie d den Abjtand OA des Angriffspunktes A der Kraft R 
von Axpunkt O bezeichnet. 


Ebenfo ift die Kraft, welche in O winfelvecht auf U.D wirft: 
+ P=R eos. ß, jo wie der Component derfelben in C: 


P=-P= a Rcos. ß und der in D: 


l 
1, 7 | 
B=7f= 7 Reos. ß, 


wenn wieder Z, umd Z, die Abftände CO und DO der Punkte C und D von 
der Umdrehungsebene YZY bezeichnen. 
Führt man diefe Werthe von N}, P, und P, in die Formeln: 

SS =VN:!+ P?+2N, Pıcos.« und 

S, =VN;/+P?—2N,P;cos. « 
für die Novmaldrüde in C und D ein, wobei man wieder mit « den Winkel 
YA bezeichnet, um welchen die Richtung der Seitenfraft P von der Ebene 
ACD abweicht, jo erhält man: 
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ss * V (a sin. BJ? + (15 cos. ß)? + 2 dl, sin.B cos. ß cos.« und 


S,= = V (dsin. P)? 7% (I} cos. B)? — 2dl, sin. B cos. B 08. €. 


Das nod) freibleibende Umdrehungsträftepaar (P, — P) hat das Moment 
P.OB— Pa — Rd Sin. cos. ß. 


Diefe Formeln finden ihre Anwendung auf die Stabilität eines um eine 


geneigte Are CD drehbaren Körpers OA, Fig. 182. Es ift hier A 
das Gewicht 6 des Körpers, d der Ab- 
fand OS — OS, feines Scwer- 
punktes von der Umdrehungsare, « 
der Elongationswinfel SOS,— OS, L, 
um welchen der Schwerpunkt S, von 
feiner Gleichgewichtslage S durch 
Drehung in der auf CD rechtwinkelig 
ftehenden Ebene YSY verritdt ift, 
und B der Winkel G@ S, P, welden 
die Umbdrehungsebene 7 SY mit der 
Verticalen, folglid) auch die Dre- 
hungsare CD mit der Horizontalen 
DH einſchließt. 

Die mechanische Arbeit, mit wel- 
cher der Körper durch fein Gewicht in die Gleichgewichtslage und Sp nad) S 
zurückgeführt wird, tft 

A— G.KScos.ß—= @d cos. ß (1 — cos. e). 


Sig. 132, 





Gleichgewicht von Kräften um eine Axe. Die Mittelfvaft P 
refultirt aus allen denjenigen Seitenfräften, deren Richtungen in einer oder 
mehreren Normalebenen zur Are liegen. Nun ift aber in diefem Falle, nad) 
$. 89, das ftatifche Moment Pa der Mittelkraft gleich der Summe P, a, 
+ Py az + »»- der ftatischen Momente der Seitenkräfte, und für den Gleich— 
gewichtszuftand. des feftgehaltenen Körpers, der Hebelarn a der Mittelfraft 
— Aull, weil diefe durch die Are jelbft geht; es ift daher aud) die Summe 

Pa+PRa+--—=0, 
d. h. ein in einer Are feftgehaltener Körper ift im Zuftande des 
Gleichgewichtes, bleibt alfo ohne Umdrehung, wenn die Summe 
der ftatifhen Momente feiner Kräfte hinſichtlich diefer Are 
— Null, oder die Summe der Momente der nad) de» einen Um— 
drehungsrichtung wirlenden Kräfte eben jo groß ift als die 
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Summe der Momente von den nad) der entgegengejegten 
Richtung wirfenden Kräften. 

Mit Hülfe der legten Formel läßt ji) ein Element des im Gleichgewicht 
befindlichen Kräfteſyſtemes, entweder eine Kraft, oder ein Hebeların finden, jo 
wie eine Umdrehungsfraft von einem Hebelarme auf einen andern reduciven. 

Kommt es darauf an, einen um eine feite Are drehbaren Körper, deſſen 
Umdrehungsmoment Pa iſt, ins Gleichgewicht zu jegen, jo hat man nur 
noch nöthig, entweder eine Umdrehungskraft Q, oder ein Umdrehungsfräfte- 
paar mit dem Moment Qb— Pa hinzuzufügen, wobei nur der Unterjchied 
jtatthat, daß durch Hinzufügung eines Kräftepaares (C, — Q) der Aren- 
drud nicht verändert wird, dagegen durch Anjchliegen einer Kraft Q, zum 
Arendrud od) die Kraft + Q Hinzutritt. 

Je nachdem man die Kraft Q oder den Hebelarm b derielben giebt, läßt 


ih b — 7 oder Q — berechnen. 


Mean nennt im letzteren Falle ( die vom Hebelarm a auf den He— 
belarm b reducirte Kraft P, und kann hiernach die gegebene Umdre- 
hungsfraft P auf jeden beliebigen Hebeların veduciren, aljo auch durd) eine 
andere, an jedem beliebigen Hebelarm wirkende Kraft eriegen, oder ins 
Gleichgewicht bringen. 

Pau trDutr.- 

Auch kann man durch die Formel Q — Au rat 
Spftem von Umdrehungskräften auf einen und denjelben Hebelarm veduciven. 


ein ganzes 


Beifpiel. An einem um eine Are drehbaren Körper wirfen die Umprehungs- 
fräfte PR, = 50 Pfund und P, = — 35 Pfund an den Armen a, = 1Y, Fuß 
und a, — 21/, Buß; man jucht die Kraft P,, welche an einem Hebelarme a, — 4 
Fuß wirfen foll, um Gleichgewicht herzuitellen, oder eine Umdrehung um die Are 
zu verhindern. Es ift: 

50.125 —35.2,5+4P,=0, daher: 
87,5 — 62,5 


N — — 6,25 Pfund. 


Hebel. Ein um eine feſte Are drehbarer und von Kräften ergriffener 
Körper hat den Namen Hebel (franz. levier; engl. lever) erhalten. Dentt 
man ſich denfelben gewichtslos, jo heißt er ein mathematifcher Hebel, 
außerdem aber ein materieller oder phyſiſcher. 

In der Regel nimmt man an, daß die Kräfte eines Hebels in einer win- 
felrecht zur Are ftehenden Ebene wirken, und erjegt die Are durch einen fejten 
Punkt, den man den Nuhe:, Dreh: oder Stüßpunft (franz. point 
d’appui; engl. fulerum, hypomochlion) nennt. Die von diefem Punkte 
nad) den Richtungen der Kräfte gefällten Perpendikel heißen ($. 89) Hebel- 
arme Sind die Richtungen der Kräfte eines Hebels unter ſich parallel, jo 
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bilden die Hebelarme eine einzige gerade Pinie, und der Hebel heißt dann ein 
geradliniger oder gerader Hebel (franz. levier droit; engl. straight 
lever); ftoßen aber die Hebelarme unter Winkeln zufammen, fo heißt der 
Hebel ein Wintelhebel (franz. levier courb6; engl. bent lever). Der 
geradlinige von nur zwei Kräften ergriffene Hebel ift entweder einarmig 
oder doppelarmig, je nachdem die Angriffspunkte auf einerlei oder auf 
entgegengefegten Seiten des Stützpunktes liegen. Man unterjcheidet aud) 
wohl Hebel der erjten, zweiten und dritten Art von einander, indem man den 
doppelarmigen Hebel, Hebel der erften Art, den einarmigen Hebel aber ent- 
weder Hebel der zweiten oder Hebel der dritten Art nennt, je nachdem die - 
vertical abwärts wirfende Kraft (Yaft), oder die vertical aufwärts wirkende 
Kraft (Kraft) dem Stützpunkte näher Liegt. 


Die Theorie des Gleichgewichtes am Hebel ift im Vorhergehenden $. 136 
vollftändig begründet, wir haben daher nur noch eine Specialifirung der: 
felben nöthig. 


Bei dem doppelarmigen Hebel ACB, Fig. 183, ift, wenn man den 
Hebeların CA der Kraft P durd; a und den Hebelarm CB der anderen 
Kraft Q, die man gewöhnlich Laſt nennt, mit b bezeichnet, nach der allge: 
meinen Theorie: Pa — Qb, d.i. Moment der Kraft gleich Mo- 
ment det Laſt, der auch: P:Q —b:a, d. i. die Kraft verhält 


Sig. 133. Fig. 184. 





* Pe 


Q 


fid zur Laſt, wie der Hebelarm der legteren zu dem Hebel- 
arme der erfteren. Der Drud im Stigpunfte ft R=P + Q. 

Bei den einarmigen Hebeln ABC, Fig. 184, und BAC, Fig. 185 
(a. f. ©.), findet diefelbe Beziehung zwiſchen Kraft (P) und Laft (Q) ftatt, 
es ift hier aber die Kraft der Laft entgegengejegt gerichtet, und deshalb der 
Drud im Stügpumfte gleich der Differenz beider, und zwar im eriten Falle: 

R=0@— P, und im zweiten Sale: R= P—OQ. 
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Auch beim Winfelhebel ACB mit den Hebelarmen UN —a und 
CO —b, Fig. 186, bleibt P:Q — b:a, mur ift hier der Drud im 


Fig. 186. 
Fig. 185. = 
P # 





Stüßpunfte gleid) der Diagonale R desjenigen Parallelogrammes CP, RQı,, 
welches fich aus der Kraft P und Laſt Q und dem Winkel PA CQL — PDQ—a, 
unter welchen die Richtungen derjelben zufammenjtoßen, conſtruiren läßt. 

It GE das Gewicht des Hebeld und? CE — e, Fig. 137, der Abſtand 
des Drehpunftes C von der Verticallinie SG durch den Schwerpunkt deffel- 
ben, jo hat man Pa + Ge — Qb zu fegen und das Pluszeichen von @ 
zu nehmen, wenn der Schwerpunkt auf der Seite der Kraft P liegt, das 
Minuszeichen aber, wenn er auf der Seite der Laſt ſich befindet. 

Die Theorie de8 Hebels findet bei vielen Werkzeugen und Mafchinen ihre 

Fig. 188. 


Fig. 187. gE 





Anwendung. Der Kniehebel ABCD, Fig. 188, welcher zuweilen als 
ein befonderer Hebel aufgeführt wird, ift ein bloßer Winfelhebel. Der um 
die Are C drehbare Arm wird an feinem Ende A von einer Kraft P er- 
griffen und wirft mittel® einer Stange BD auf die in D angreifende Yaft Q, 
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welche den Arm unter einem ſpitzen Winkel ABD— CBE—a ſchneidet. 
Bezeichnet a die Armlänge CA und b die Armlänge CB, jo hat man den 


Hebelarm von @: 


CE—bsin.a, daher: 
Pa = Qb sin.a, oder: 


b 
P= 2 Q sin.e, und umgekehrt: 


da 


28 





Man wendet dieſen Hebel oft zum Zuſammenpreſſen von Stoffen an. 
Die Preßkraft Q wächſt hiernach direct wie P und 7 dagegen umgekehrt 
wie sin. @. Durch Berfleinern des Winkels « läßt ſich alfo diefe Kraft Q 


beliebig vergrößern. 


Beifpiele. 1) Wenn man das Ende A einer Brechſtange ACB, Fig. 189, 
mit einer Kraft P von 60 Pfund nieverdrücdt, und es ift der Hebelarm CA der 


fig. 189. 





Fig. 190. 





Weisbach's Lehrbuch d. Mecanit. 


Kraft 12 mal fo groß als ver 
Hebelarm CB ver Laſt, fo wird 
diefe, oder vielmehr die in B 
ausgeübte Kraft Q, 12mal ſo 
groß als P fein, alio 

= 12.60 720 Pfund 
betragen. 


2) Wird eine an einer Stange 
hängende Laſt Q, Fig. 190, von 
zwei Arbeitern fortgetragen, vou 
denen der eine in A und ver 
andere in B angreift, jo kann 
man ermitteln, wie viel Drud 
jeder der beiden Arbeiter auszu— 
halten Hat. Es fei die Laft 
Q = 1%0 Pfund, das Gewicht 
der Stange, F—=12 Pfund, die 
Entfernung AB der beiden An: 
griffspunfte von einander, — 6 
Fuß, die Entfernung der Laft 
von einem biefer Bunfte B, BC 
— 2), Fuß, und die Entfernung 
des Schwerpunftes S der Stange 
von eben bemfelben: 

BS = 3, uf. 
Schen wir B als Stüßpunft 
an, fo hat die Kraft P, in A 
den Laſten Q und G@ das Gleich: 
gewicht zu halten; es iſt alfo: 

13 


g. 137 
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P,.BA=0Q.BC + @.BS, ».i.: 
6P, = 25.120 + 3,5. ——— daher: 


„= = 7 Pfund. 


Wird hingegen A als Stügpunft angejehen, fo it zu ſetzen: 
P,.AB=Q0.40+G.45, 
alfo in Zahlen: 
6P, = 35.120 + 25.12 = 40 + 30 = 450, 
daher ift die Kraft des zweiten Arbeiters: 
0 = 
pP = = 75 Pfund; 
auch ift, fehr richtig, die Summe der nad oben wirfenden Kräfte 
P, + P = 97 + 75 = 132 Pfund 
fo groß wie die Summe der nach unten wirkenden Kräfte 
+ G = 120 + 12 = 132 Pfunt. 
3) Bei einem 150 Pfund ſchweren Winfelbebel ACB, Fig. 191, ift die vertical 
ziehende Lat Q—=650 Pfund und ihr Hebelarm CB 4 Auf, dagegen der Hebel— 
arm der Kraft P, CA=6 Fuß und der 


Fig. 191. Hebelarm des Gewichtes, CE —=1%uf. Wie 

. groß it die zur Herftellung des Gleichgewichtes 

T—A nöthige Kraft P und der Drud R im Zapfen? 
| Es it: 


| CA.P=CB.Q+TCE.G,d. i.: 
| 6P=4A.650 +1. 150 = 2750, 
8 folglich iſt die Kraft: 
„As B P= ira — 4534, Pfund; 
der Zapfendruck aber beiteht aus der Vertical— 
fat + G = 650 + 150 = 800 Pfund 
und der Herizontalgewalt P = 4581, Pfund, 
iſt alſo: 
——— 
— V (800)? + (4581/,)2 
— V 350070 — 922 Pfund. 


Es fünnen an einen Hebel auch mehr als zwei Kräfte P und Q mwir- 
fen; auch ift es nicht nöthig, daß die Kräfte eines Hebels in einer und derjelben 
Umbdrehungsebene wirken. Sind Q,, Qa, Q; die Yaften eines Hebel ACB, 
dig. 192, fo wie b,,b,,b, die Hebelarme C Bi, CBꝛa, C By derjelben, wäh- 
rend die Kraft P am Hebelarme UA—a wirft, jo hat man 

Pa=Qb + Q%b+ 09; b, 
und wenn der Hebel ein geradliniger ift, den Drud im Stützpunkte: 
R=P+Q+%+ G.. 

Wirken die Kräfte eines Hebels in verichiedenen Umdrehungsebenen des 

Hebeld A C.D B, B,, Fig. 193, fo ändert jid) deshalb die Momentenformel 
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Pa—=Qbı + Qabz ++ -- nicht, nur findet hier eine bejondere Bertheilung 
des gefammten Arendruds R—= P+ 0 + Q; + Q, auf die beiden 
Fig. 192. Fig. 193. 


D 
® ” be 


Be 
— ÿ ı 
Y-grbı 


Q 
cC 


Q 


> 





Stützpunkte oder fogenannten Zapfenlager C und D ftatt. Bezeichnet wieder 7 die 
Länge der Hebelare C D oder die Entfernung ihrer Stützpunkte von einander, 
und find /o,2,,Tg+ +» die Abftände CO, C O,, © Oz - ++ der Umdrehungsebenen 
der Kräfte vom Stützpunkt C, jo hat man für die Zapfendrücke 7, und R, 
in D und C folgende Formeln: 
R Pb + Qlhı +9: +, um 
l 


gg — 


AR m 2e-W+ Ol W+GL-B) 


Ber einem Winkfelhebel, wo die Kräfte nicht parallel wirken, bleibt zwar 

der Ausdrud Pa Q, bi + Qybz + --- unverändert, nur wirken dann die 
j ; I I la . 

auf die Stützpunkte veducirten Axendrücke, wie z. B. — j en vr in 

verſchiedenen Richtungen und laſſen ſich daher nicht mehr durch Addition ver— 

einigen, ſondern müſſen wie die in einem und demſelben Punkte angreifenden 

und in einer Ebene wirkenden Kräfte vereinigt werden (ſ. $. 79 und 8. 80). 


Beiſpiel. Wenn der Hebel in Fig. 193 in den Abſtänden CO, —=1 = 12 
Zoll um CO, =, —24 Zell vom Zapfen C die an ven Hebelarmen O0, B, 
—b, =16 Zoll und 0, B,=b,—10 Zell wirkenden Laiten Q, = 300 Pfund 
und Q,— 480 Pfund trägt, wie groß iſt die zur Heritellung des Gleichgewichts 
nöthige und an dem Hebelarn OA=a—60 Zell wirfende Kraft P, und wie 
groß find die Zapfendrüde in C und D, vorausgejegt, daß die Kraft im Abitande 
CO=1,—18 Zell von Zapfen C wirft, und die ganze Arenlänge C D 
— 32 Zoll mift? 

Es ift die Größe der erforderlichen Kraft: 
eg ar Qubz _ 30. — 1080. — sp 490100 Pfand, 
und es find die Zapfendrücke 
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R,— 


160.13 4300.12 4450 „24 


* —562,5 Prund, und 
.J 


Rk=R— R, =30 4 0 + 10 —5625—=3775 Prime. 


Anmerfung Die Bırfung ver Schwere am Hebel läge ſich mit Vertbeil auch 
anwenden, um ven Schwervunkt 5 un? vas Gewicht G eines Kerrers AB. Fiq. 1%, 


Ara. 19. 


zu ermitteln. Man unterſtütze den Körver erit in 
einem Bunfte (’ umd dann in einem Punkte C\,, 
weiber um CC, —=d vcm erüen abitebt, und 
ringe ven Kerrer beite Mal durch eine in ven 
Abſtänden "Azam(l, A=a,=a—dmir 
fente Kraft ins Gleichgewicht. In nun der Wertb 
dieter Kraft das eritie Mal — P und vas zmeite 
Mal — P,, ferner vas Gewicht ves Körvers, — G 
und der Abitand ſeines Schwernunftes S von A, 
AB=xz, ic hat man: 


Pa=G(z—a) un P,a=G(r—a,), weraus 


_(P—P,)aa, 


do fowie 
‚ Pa—P,a, - 
GG —_1 folgt. 


8.138 Druck der Körper auf einander. Das in $. 65 ausgeſprochene 
Erfahrungsgeieg: „Wirkung und Gegenwirfung find einander gleich,“ 
ift die Bafis der ganzen Maſchinenmechanik. Es ift an diefem Drte nöthig, 
die Bedeutung dejielben noc näher auseinanderzufegen. Wirken zwei Körper 
M und M,, Sig. 195, mit den Kräften P und P, auf einander, deren Rich— 


Fig. 195. 





tungen von der gemeinjchaftlicyen 


Normale X X zu den in Berührung 
befindlichen Oberflächentheilen beider 
Körper abweichen, fo tritt ſtets eine 
Zerlegung der Kräfte ein; es geht 
nurdiejenigeSeitenfraft Noder 
N, von einem Körper auf den 
anderen über, welde die Rich— 
tung der Normale hat, die andere 
Seitenkraft S oder S, hingegen bleibt 
im Körper zurück und muß durch) 
eine andere Kraft oder ein anderes 
Hindernig aufgenommen werden, um 
die Körper im Gleichgewichte zu er- 
halten. Zwiſchen den normalen Sei— 


tenkräften N und N, aber findet, dem angeführten Brincipe zufolge, vollkom— 


mene Gleichheit ftatt. 
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Weicht die Richtung der Kraft P um den Winfel NAP—« von ber 
Normale A X und um den Winkel SAP von der Richtung der zwei⸗ 
ten Seitenkraft S ab, fo hat man (f. 8. 78): 

v— P sin. ß P sin. œ 
sin. ( B) — sin.(@a+P) 

Bezeichnet man ebenfo N, A, P, durch &, und S, A, durch 3, fo hat 
man auch: 

r ... Pısin.ßı VDrsin. a, 
ICH ETC N) 
endlich wegen der Gleichheit N —= N;: 
Psin.ß __ Pısin.ß, 


sin.(a+ß) sin. + PB) 


Beispiel, Welche Kraftzerlegungen treten ein, wenn der durch ein Hinderniß 


Fig. 196. DE aufgehaltene Körper M,, Fig. 196, 
durch einen anderen, um eine Are C dreh— 
baren Körper M mit einer Kraft P = 250 
Pfund gedrüdt wird, und die Richtungs— 
winfel folgende find: 

PAN=«=35), 

PABZ=I=WE, 

P, A, N =m,=65°, 

PA, AH ==, 

Aus der erften Formel beitimmt ſich ver 

Normaldruck zwifchen den beiden Körpern: 


Psin. ß4 
—— sin. (« +8) 


250 sin. 48° 
=, > 187,18 Pfund; 
aus der zweiten folgt ferner der Druck gegen die Are oder den Zapfen C: 
Psin.« 250 sin. 35° 
= RAT ne 1447 Pfund; 
endlich aus der Verbindung der dritten und vierten Gleichung ergiebt fich der Sei— 
tendruf gegen D 2 : — 
in. « ‚18 sin. R 

— — == 221,46 Pfund, 

Wegen der Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung wird das Gleich— 
gewicht eines unterjtitgten Körpers nicht geftört, wenn man ftatt der Stütze 
eine Kraft anbringt, welche den auf die Stüge übergehenden Drud oder Zug 
aufnimmt, und daher demfelben an Größe gleich und der Nichtung nad) entgegen- 
geſetzt iſt. Nad Einführung diefer Kräfte läßt ſich daher jeder irgendiie 
unterftüßter oder theilweiie feftgehaltener Körper auch als ein völlig freier 
Körper anfehen, und folglich auch der Gleichgewichtszuftand defielben wie der 


eines freien Körpers oder eines feften Kräfteſyſtemes behandeln. 
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Wenn z. B. bei dem um die Are C drehbaren Körper M, ig. 197, die 
Kraft N auf einen zweiten Körper M, übergeht, und die Kraft S von der 
Are C aufgenommen wird, jo fann man auch annehmen, daß derjelbe ganz 
frei fei und außer der Kraft P nod) von zwei Kräften — N md — S er— 
griffen werde. Wenn ebenfo der Körper M, mit der Kraft N, auf M 
und mit der Kraft S, gegen die fejte Ebene DE drüdt, jo wird deshalb 
das Gleichgewicht nicht geftört, wenn man ftatt diefer Stützen zwei Gegen- 
fräfte — N, und — S, einführt, und diefelben mit den Kräften, weldje über— 
dies noch auf diefen Körper wirken, 3. B. mit P,, vereinigt. Beim Gleich— 
gewichtszuftande muß natürlich fowohl die Mittelfraft des einen Körpers, 


Fig. 197. Fig. 198. 





als auch die des anderen — Null ſein, daher ſowohl die Mittelkraft aus 
— N und — S durch P, als auch die aus — N, und — Si durch P, 
aufgehoben werden. 

Da ſich die Kräfte N und N,, mit welchen die beiden Körper auf ein— 
ander wirken, das Gleichgewicht halten, fo werden folglich auch im Gleich— 
gewichtszuftande der Sörperverbindung (M, M,) die Kräfte PR — S, Pı 
und — S, im Gleichgewicht fein. Man nennt jene Kräfte N, N, 
innere, und die Kräfte P, — S, P, und — S, äußere Kräfte der Körper: 
verbindung oder des Kräfteſyſtemes (MM, M,) und kann hiernach behaupten, daß 
im Gleichgewichtszuſtande des legteren, fich nicht allein die inneren Kräfte 
das Gleichgewicht halten, fondern aud) die äußeren Kräfte im 
Gleichgewicht find, wenn man diefelben, wie Fig. 198 darftellt, bei 
unveränderter Größe und Richtung, in irgend einem Punkte O 
angreifend annimmt. 


Stabilität. Wenn ein fid) auf eine Horizontalebene ftügender Körper 
außer der Schwerkraft von feiner anderen Kraft getrieben wird, jo befitt der 
jelbe fein Beftreben zur fortichreitenden Bewegung, weil das vertical abwärts 
wirfende Gewicht von diefer Ebene vollftändig aufgenommen wird; wohl aber 
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ift eine Drehung des Körpers möglih. Nuht der Körper ADBF, Fig. 
199, mit einem Punkte D auf der Horizontalebene HR, fo bleibt derfelbe 
in Ruhe, wenn fein Schwerpunkt S unterftitt 
ift, d. h. in der durd den Stützpunkt D gehen- 
den Berticallinie (verticalen Schwerlinie) liegt. 
Stützt fid) aber ein Körper in zwei Punkten 
gegen die horizontale Oberfläche eines anderen, 
jo erfordert das Gleichgewicht deſſelben, daß die 
verticale Schwerlinie die die beiden Stützpunkte 
verbindende Gerade durchichneide. Ruht end- 
(id) ein Körper in drei oder mehreren Punkten 
auf einer Horizontalebene auf, fo befteht Gleichge— 
wicht, wenn die verticale Scywerlinie durch das Dreieck oder Polygon hin- 
ducchgeht, welches entjteht, wenn man die Stützpunkte durd) gerade Yinien 
mit einander verbindet. 
Uebrigens find auch bei den unterjtügten Körpern ftabiles und labiles 
Gleichgewicht von einander zu unterfcheiden. Das Gewicht G eines Kör- 
Fig. 200. pers AB, Fig. 200, zieht den Schwerpunft 
5 dejjelben abwärts; ftellt fich nun diefer Kraft 
fein Hinderniß entgegen, jo bringt jie in dem 
Körper eine Drehung hervor, die jo weit fort 
geht, bis der Schwerpunkt feinen tiefften Ort 
einnimmt und der Körper ins Gleichgewicht 
fommt. Es läßt ſich aber behaupten, daß das 
Gleichgewicht ftabil ift, wen der Schwerpunft 
die möglich tieffte Yage, Fig. 201, dag es nur 
Labil it, wenn er die höchſte Yage einnimmt 
(Fig. 202), und daß es endlich ein indifferentes Gleichgewicht ift, werun der 


Fig. 201. Fig. 202. Fig. 203. 


Riga. 199. 











Scwerpunft bei jeder Stellung des Körpers auf einerlei Höhe bleibt (Fig. 203). 
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Beifpiele. 1) Der homogene, aus einer Halbfugel und einem Cylinder beſte— 
hende Körper ADBF, Fig. 204, ruht auf einer Horigontalebene IR. Welche 
Höhe SF—=h muß der cylindriſche Theil def: 
jelben haben, damit diefer Körper Gleichgewicht 
annehme? Der Halbmeffer einer Kugel fteht auf 
ver entjprechenden Berührungsebene winfelrecht ; 
nun iſt aber die Horizontalebene eine folche Ebene, 
folglich muß auch der Halbmeſſer SD auf der 
Horizontalebene rechtwinfelig ftehen und in ihm 
zugleich ver Schwerpunft des Körpers liegen. Die 
durch den Kugelmittelvunft gehende Are FSL 
des Körpers ift eine zweite Schwerlinie deſſel— 
ben; es ift daher der Mittelpunft S, als Durch: 
ichnitt beider Schwerlinien, Schwerpunft des 
Körpers. Seen wir den Kugel: und Gplinderhalbmefer SA=SB—=SL=r 
und die Eylinderhöhe SF—=BE—h, fo haben wir für das Volumen der Halb: 
kugel: N, =%,nr?, für das Volumen des Eylinders: Y,—nr?h, für den Ab: 
ftand des Kugelihwerpunftes S,, SS, —=34 r, und für den des Cylinderſchwerpunk— 
tes 5,58, —=Yyh. Damit nun der Schwerpunft des ganzen Körpers nah S 
falle, it das Moment Z,ard,%,r ver Halbfugel gleichzufegen dem Moment 
ar?h.Yyh des Bylinders; hieraus aber ergiebt ſich: 

M=yurdi.h=r VY = 0,7071.r. 

Sit der Körper nicht homogen, fendern hat der halbfugelformige Theil deſſelben 
das jpecififche Gewicht &, und der cylindrifche Theil das fpecififche Gewicht &,, fe 
find die Momente diefer Theile, 2; a rd. dar und mr?he,. 1, , und es folgt 
durch Gleichſetzung derjelben: 


⸗ ⸗ 
1 2 E Im An L.xr. 
2uoh?=er?,d. in=r 4 oror — r 


2) Der Druck, welchen jedes der drei Beine 4, B, C, Fig. 205, eines beliebig 
belafteten Tifches auszuhalten Hat, beftimmt 
ſich auf folgende Weiſe. Es fei S Schwer- 
punft des belafteten Tifches, und es feien 
SE, OD Perpendikel auf AB. Bezeich- 
nen wir nun das Gewicht des ganzen Tifches 
durh GF und den Drud in C duch R, fe 
fönnen wir, AB als Are behandelnd, feen:: 
Moment von R= Moment von G, d. i.: 
R.CD=6.SE, 
und erhalten nun: 


SE 4_ AABS G; ebenfo auch den Drud in B: 


Fig. 204. 











op IN ABO 


= <a: 0, und den in A: 


Beſchäftigen wir uns mit dem Falle, wenn ein Körper mit einer ebenen 
Baſis auf einer horizontalen Ebene ruht, etwas fpecieller. Kin ſolcher 


$.142.] Gleichgewicht fejtgebaltener und unterjtüster Körper. 233 


Körper befigt Stabilität oder ift im ftabilen Gleichgewichte, wenn fein 
Schwerpunkt unterftügt ift, d. h. wenn das den Schwerpunkt enthaltende Yoth 
durch die Baſis des Körpers hindurchgeht, weil in diefem alle die durch das 
Gewicht des Körpers angeregte Drehung durch die Feſtigkeit deffelben verhin- 
dert wird. Geht das Yoth durch den Umfang der Baſis, jo befindet fich der 
Körper im labilen Gleichgewichte, und geht endlich) daſſelbe gar nicht durch 
die Bafis, jo findet gar Fein Gleichgewicht ftatt, der Körper dreht ſich um 
eine Seite des Umfanges feiner Bafis und ftürzt um. Das dreifeitige Prisma 
ABC, Fig. 206, ift hiernad) ftabil, weil das Loth SG durch einen Punkt 
N ber Bafis BC hindurchgeht ; da8 Parallelepipd AB CD, Fig. 207, ift 
im labilen Gleichgewicht, weil das Loth SG eine Seite D der Bafis CD 
durchfchneidet ; der Cylinder AB CD, Fig. 208, ift endlich ohne Stabilität, 
weil das Loth SG deilen Bafis CD nicht durchſchneidet. 


Fig. 206. Kia. 207 


A 





Stabi lität joder Standfähigfeit (franz. stabilite; engl. stability) ift 

Fig. 208. das Vermögen eine Körpers, durch 
fein Gewicht allein feine Stellung zu 
behaupten undeiner Umdrehungsurſache 
Widerſtand entgegenzufegen. Kommt 
es darauf an, ein Maß für die Sta- 
bilität eines Körpers auszuwählen, fo 
muß unterjchieden werden, ob nur auf 
eine Berrücdung oder ob auf ein wirkli— 
ches Umftürzen Nidjicht genommen 
werden foll. Ziehen wir zunächit nur 





das erſte Verhältniß in Betracht. 


Stabilitätsformeln. Cine nicht vertical gerichtete Kraft P ſucht einen 
Körper ABCD, Fig. 209 (a. f. ©.), nicht allein umzuſtürzen, fondern auch fort= 
zufchieben; nehmen wir indeffen an, daß diefen Fortfchieben, oder nach Befinden 
Fortziehen, ein Hinderniß entgegengefegt ſei, beriidjichtigen wir alfo nur 
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das Umdrehen um eine Bafisfante C. Fällen wir von diefer Kante ein Per: 
pendifel CE— a gegen die Kraftrichtung und ein anderes Perpendikel 

Kia. 209. CN —e gegen die verticale Schwerlinie 
S @ des Körpers, fo haben wir e8 mit einem 
Wintelhebel FUN zu thun, fiir welchen 


gilt: Pa — Ge, alo P= - G; ift 
folglich) die äußere Kraft P wenig grö- 





„eG i R 
ßer als — ſo nimmt der Körper eine 


Drehung um C an und verliert alſo feine 
Stabilität. Es hängt hiernad) feine Stabilität von dem Producte (Ge) aus dem 
Gewichte des Körpers und aus dem Fürzeften Abjtande zwifchen einer Seite des 
Umfanges der Bafis und dem Yothe durd) den Schwerpunft ab, und es läßt 
fich daher Fe als Maß der Stabilität anfehen und deshalb aud) jchlecht- 
weg Stabilität jelbjt nennen. 

Man erjieht hieraus, daß die Stabilität mit dem Gewichte G und dem 
Abſtande e gleichmäßig wächlt, und fchließt hiernad), daß unter übrigens glei- 
chen Umftänden eine doppelte, dreimal fo jchwere Mauer u. f. w. nicht mehr 
Standfähigfeit befitt, als eine Mauer vom einfachen Gewichte und dem dop— 
pelten, dreifachen Abftande oder Hebelarme e u. f. w. 


$. 143 1) Ein Parallelepiped ABCD, Fig. 210, von der Pänge 1, Breite 
AB=CD-—b um Höhe AD—BC—h hat das Gewicht & — Vy 
—bhly, und die Stabilität 


tt=G.DN=4@.!, cn — 1,dehly, 
infofern 9 die Dichtigkeit der Maſſe des Parallelepipedes bezeichnet. 
Fig. 210. Fig. 211. 





2) Bei einem aus zwei Parallelepipeden beftehenden Körper BDE, 
Fig. 211, find die Stabilitäten in Hinficht auf die beiden Bafisfanten C und 
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F verjchieben von einander. Sind die Höhen BC und EF—h und h, 
und die Breiten CD und DF—b und b,, fo hat man die Gewichte der 
Theile @ und Gh —=bhly und bi h, 1Y; die Hebelarme in Beziehung auf 
C,CN=1,b ww CO=b+!,b,, und in Beziehung auf F,—=b, 
+1/,b und bBr; es ift demmad) die Stabilität: erjtens für eine Um- 
drehung um Ü: 
—1,Gb+G(b+1/b),—(!,b?h+bbihı + Yyb/hı)ly, 
dagegen zweitens, in Beziehung auf F' 
Sb = GEr + eb) HN AHb=labihı +bbih+ NYzdbEh)ly. 
Die letztere Stabilität ift um St, — St = (h—h,)bb, 1y größer als 
die erftere; will man die Stabilität einer Mauer A U durdy Banquets DE, 
vergrößern, fo find diefe demnach auf derjenigen Seite der Mauer anzubrin⸗ 
gen, wohin die Umdrehungskraft (Wind-, Waſſer-, Erddruck u. ſ. w.) wirft. 
Bon einer auf einer Seite geböſchten Mauer ABCE, Fig. 212, er— 
Fig. 212. giebt jic) folgende Stabilität. Es fei die Yänge 
diefer Mauer — 7, die obere Breite derſel— 
ben, Ab—=b, ihre Höhe B Ch, ferner 
die Böſchung —=n, d.h. auf AK—=1 Auf 
Höhe, KL — n Ausladung, alfo auf A Fuß: 
DE=nh. Das Gewicht des Parallelepi- 
pedes AC iſt @—bhly, das des dreis 
jeitigen Prismas A DE= G, —=!/ynh.hly, 
die Hebelarme für eine Umdrehung um E find 
EN=ED+"Nb=nh+1,b uw 
E0=?!/,ED=?!Y;nh; 





es ift folglich die Stabilität: 

St—=G(nh+ 1b) +2, Gin (1,6? + nhb+ 1), n2h?)hly. 

Eine parallelepipedijche Mauer von gleichem Volumen hat die Breite 
b-+!,nh, daher die Stabilität: 

St — Yalb + Yınh)?hy—llab + YYonhb + Yun? h?)hly; 
ihre Stabilität ift daher um St — St, — (b+ "anh).Ygnh?ly Kleiner 
als die der geböfchten Mauer. 

Für eine auf der entgegengejegten Seite geböfchte Mauer ift die Stabilität: 

St, —= (b!’+nhb + 1/,n?h?). /yhly, 
demnach auch Kleiner als St, und zwar um 

St — St = (b+ Ysnh).Y/onh?ly, 
wiewohl um St; — St, — Ya, n?h3ly größer als die Stabilität der paral- 
(elepipedifchen Mauer. 


Beifpiel. Wie groß it die Stabilität einer Bruchiteinmauer von 10 Fuß 
Höhe und 1/, Fuß oberer Breite für jeden Fuß Länge, bei Y/, füßiger Böſchung 


/ 
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an der Rückſeite? Das fpecifiiche Gewicht diefer Mauer ($. 61) — 2,4 angenom— 
men, folgt die Dichtigfeit verjelben y=61,75.2,4 — 148,2 Pfund, nun it Z=1, 
h=10,b = 125 und n = Y, — 0,2; 08 folgt daher die gefuchte Stabilität: 
St = [Y,. (1,25)? +0,2.1,25.10+ 1, .(0,2)2.102] 10.1.1482 
— (0,78125 + 2,5 + 1,3333) . 1452 = 4,6146 . 1482 = 6839 Rußpfunt. 
Bei derfelben Menge an Material und unter übrigens gleichen Umſtänden wäre 
die Stabilität einer parallelepipedifchen Mauer: 
St, = [Vs (1,25)? 4114, .0,2.1,25.10+ Y, . 0,22. 102]. 1482 
— (0,78125 + 1,25 + 0,5). 14852 = 2,531 .1482 = 3751 Fußpfund. 
Endlich hätte diejelbe Mauer mit geböfchter Worverfeite Stabilität: - 
St, = 1%. (1,25? +14 .0,2.1,25.10+ Y, . (0,2). 102]. 1482 
— (0,78125 + 1,25 + 0,666 ...) . 1482 = 2,6979 .1482 — 3998 Fußpfund. 


Anmerfung. Man eriiebt aus dem Vorhergehenden, daß es eine Griparung 


"an Material gewährt, die Mauern zu böfchen, oder mit Pfeilern zu verfehen, ihnen 


Banquets zu geben, fte auf Plinten zu fegen u. f. w. Gine weitere Ausführung 
diefes Gegenitandes giebt der zweite Theil, we vom Erddruck, von den Gewölben, 
Brüden u. f. w. gehandelt wird. 


Dynamische Stabilität. Bon dem im legten Paragraphen abgehan- 
delten Maße der Stabilität eines Körpers ift ein anderes Maß derjelben 
zu unterfcheiden, wobei wir die zum Umftürzen eines Körpers erforderliche 
mechaniſche Arbeit in Betracht ziehen. Es ift die Peiftung oder Arbeit einer 
Kraft gleich) dem Producte aus Kraft und Weg, ferner die Kraft eines ſchwe— 
ren Körpers ift das Gewicht @ und der Weg deffelben die Verticalprojection 
des vom Schwerpunkte durchlaufenen Weges, folglich) kann auch im letzteren 
Sinne zum Maße der Stabilität eines Körpers das Product GEs dies 
nen, wenn s die fenfrechte Höhe it, auf welche der Schwerpunft des Kör— 
pers fteigen muß, um den Körper aus feinem ftabilen Gleichgewichtszuſtande 
in einen labilen zu bringen. 

Es fei O die Drehungsare und S der Schwerpunkt eines Körpers ABCD, 
Fig. 213, deffen dynamische Stabilität wir angeben wollen. Drehen wir den 


Fig. 218. Körper, fo daß fein Schwerpunkt S nad) 
A Sı , d. h. fenfrecht über C kommt, fo tft 
— der Körper im labilen Gleichgewichte, 


denn wenn er nur noch wenig weiter ge— 
dreht wird, ſo gelangt er zum Umſturz. 
Ziehen wir die Horizontale SN, fo ſchnei— 
det diefe die Höhe NS, = s ab, auf 
welche der Schwerpunkt geſtiegen ift, und 
aus welcher ſich die Stabilität Gs er— 
giebt. Dit nun 
08=08S =r CM=Nd=e 

und die Höhe ON—=MS= a, jo folgt der Weg: 


* 
24 
, 
/ 
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SS N—=s—er—a—Va?tert—a, 
und die Stabilität im legteren Sinne: 
— GV a+e—a). 
Der Factor s—=V a? + e2 — a giebt fir a—= 0,5 —e, für ar, 
8 e J 1) — 0,414 e, fir a=ne aber 5— Vn+1 —.n)e, ans 


1 e e 
nähernd — (n + * —ı)e= — aljo fir a=10r,s — 20 und 


für a — 0, — O; es iſt alſo die Arbeits-Stabilität um ſo größer, 


je tiefer der Schwerpunkt liegt, und ſie nähert ſich immer mehr und mehr der 
Null, je höher ſich der Schwerpunkt über der Baſis befindet. Schlitten, Wa— 
gen, Schiffe u. ſ. w. ſind deshalb ſo zu beladen, daß der Schwerpunkt des 
Ganzen nicht nur möglichſt tief, ſondern auch nahe über die Mitte der Baſis 
zu liegen kommt. 

Iſt der Körper ein Prisma mit ſymmetriſch trapezoidalem Querſchnitte, 
wie Fig. 213 im Durchſchnitt vorſtellt, und find die Dimenfionen folgende : 
Länge — 1, Höhe MO=—h, untere Breite C D—b, und obere Breite 
AB=b,, jo hat man: 

_bı +2 by h 


MS=a — — 
CM=e= 1, b\, daher: 


US= = b, ae . 
= — — Get: 3)’ 


und die dynamische Stabilität oder die zum Umftürzen diejes Körpers nö- 
thige mechanifche 2 Arbeit: 
2b 2b, h\' b 2b, Äh 
Stt=@G Ve —— — bı + 2b; u Ey 
tb + by 2: bt +b 3 
Beifpiel. Wie groß iſt die Stabilität oder die mechanische Arbeit zum Um— 
Fig. 214. ftürgen des Obelisfen ABCD, Fig. 214, aus Oranit, 
A wenn deſſen Höhe A — 30 Fuß, obere Länge und Breite 
a I, = 11% und d,=1 Ruß und untere Länge und Breite 


I, — 4 Fuß und b, — 34, Ruß betragen? Das Volu— 
men diejes Körpers iſt ($. 121): 
h 
v=@ebh+2b, ++) 
=(2.%9.14+2.4.79+1.44+% .7%).°% 
— 40,25 .5— 201,25 Gubiffuß ; 
wiegt nun 1 Gubiffuß Granit, y=3- 61,74 — 185,22 
Pfund, fo it das ganze Gewicht diefes Körpers: 
G — 2%01,25 . 185,22 — 37275 Pfund. 
Die Höhe feines Schwerbunftes über der Balls beträgt: 


($. 110) und 
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null +bal, +bil; +b,1, ‚Rh 
— +2b, + bal, FE 2 
_4%+3.%- +1. 4+ 3%: Yo. y _ 27,75.15 
— 40,25 2 7 40,25 


Eine Umdrehung um die längere Baftskante vorausgeſetzt, ift der Horizontalabftand 
des Schwerpunftes von diefer Kante, e = bs —=Y,-Y,—="/, Buß, daher die 
Entfernung des Schwerpunftes von der Are: 


CS—r= Va?+e: = V (1,75)2?+ (10,342)? = V 110,002 — 10,489; 
und die Höhe, auf welche der Schwerpunft zu heben ift, um ein Umftürzgen herbei: 
zuführen: 





— 10,342 Fuf. 


s—r — a 10,489 — 10,342 —= 0,147 Fuß, 
endlich die entiprechende Arbeit oder Stabilität: 
St = G@s = 37275 . 0,147 = 5479 $ußpfund. 


Arbeit beim Fortschaffen eines schweren Körpers. Um die 
mechanische Arbeit zu finden, welche nöthig ift, um den Ort eines 
Ichweren Körpers durch Drehung zu verändern, hat man einen ähnli- 
chen Weg einzufchlagen, wie bei dev Berechnung der Arbeitsftabilität deflelben. 
Dreht man einen fchweren Körper A C, Fig. 215, um eine horizontale Are 
C fo viel, daß fi) die Neigung MC S—=a der Schwerlinie CS=r in 


fig. 215. MCS, — «, umändert, jo legt hierbei der 
— Schwerpunkt Sin verticaler Richtung den Weg 

2 — — HS —=M, 9 — MS=s=r (sin. —sin.a) 
7 —— zuurück, und es iſt daher, wenn G das Gewicht 






— 53des Körpers bezeichnet, die Hierzu nöthige medja- 


niſche Arbeit: 
N A =@s, = @r (sin. &ı — sin. 0). 
D MM 6 Wäre die Dredungsare nicht horizontal, ſon— 


Ä dern um den Winkel B gegen den Horizont ges 
neigt, jo wiirde 

sı —=r Ccos. ß (sin. & — sin.) und 

Aı=@Gr.cos.ß (sin. & — sin. «) fein. (Vergl. $. 133.) 

Wird der Körper außerdem noch jo fortbewegt, daß er feine Lage gegen 

die Richtung der Schwere nicht ändert, aber fein Schwerpunft fowie alle 
feine Theile einen und denjelben Weg durchlaufen, dejjen Berticalprojection 
— 5, ift, jo erfordert die Verrückung oder Fortbewegung des Körpers, die 
mechanijche Arbeit, nod) den Zufaß A, — @s,, und e8 ijt daher die gefammte 
mechaniſche Arbeit: 


A=A, + As = @G[rcos. ß (sin. a, — sin.) + 83]. 


Der Weg des Körpers in horizontaler Richtung kommt natürlich ganz 
auper Betracht, wenn man eine jehr langjame Bewegung vorausſetzt, wobei 
die Arbeit der Trägheit Null zu fegen ift. 
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Bei dem Körper A C, Fig. 216, welcher auf einer horizontalen Ebene 
aufruht, und auf eine andere Horizontalebene C. D, gejtellt werden ſoll, hat 
Big. 216. man B — 09, aljo cos.ß —1; 
ferner wenn a und e die verti— 
calen und horizontalen Coordi— 
naten vom Schwerpunkt S, des 
—— Körpers in aufgerichteter Stel- 
J— lung bezeichnen, den Radius 
CS —r—= Va?-+e?, und 
die Höhe E, Sı =amrsin.a,. 
Sit © der Neigungswinfel BES 
der Seitenfläce BC des Körpers 
gegen die Schwerlinie US, fo 
ergiebt jich die anfängliche Höhe 
des Schwerpunktes S über der 
Auflagerungsfläce: 
KS— (US sin. BES—rsin.« 
—Va?-+e?,sin.a, 
und es folgt die Höhe, auf welche der Schwerpunkt S des Körpers beim 
Aufrichten fteigt: 
HS =sı — FPi Si — HE H=a— Va? -+t ee: Sin. c. 

It nun noch s, die jenkrechte Höhe der Standebene C, D, über der erften 
Lagerebene BC, jo hat man die ganze medjanifche Arbeit zum Aufheben des 
Körpers von BC auf 0, D;: 

A—=G(a— Va? + e?.sin.a + 8,). 

Diefe Beſtimmung der Arbeit zum Fortichaffen eines Körpers hat nur 
dann ihre volle Nichtigkeit, wenn der Schwerpunkt ftetig von S nad) S, ge- 
hoben wird; in dem alle Hingegen, wo der Körper erſt aufgerichtet und 
dann emporgehoben wird, ift die erforderliche mechanische Arbeit: 

Pr — G(FO+Ss)—= G(CO— KS+s)—=G[V a? + e2(1— sin.«) + Sa], 
weil die Arbeit .ON— G (Va? +02 — a), welde der Körper beim 
Niederfinfen des Schwerpunftes von O nad) S, verrichtet, verloren geht. 


A; B, 





Stabilität eines Körpers auf der geneigten Ebene. Ein Slörper $. 146 
AC, ig. 217 (a.f.©.), auf einer ſchiefen, d.h. gegen den Horizont geneigten 
Ebene (franz. plan incline; engl. inclined plane) fann zwei Bewegungen anneh— 
men, er fann von der jchiefen Ebene herabgleiten, ev kann ſich auch um eine feiner 
Bafisfanten umdrehen und umftürzen. Iſt der Körper ſich jelbft überlaſſen, jo zer- 
legt fid) das Gewicht des Körpers in eine Kraft N normal und eine Kraft 
P parallel zur Baſis; die erftere nimmt die fchiefe Ebene vollkommen auf, die 


EN 
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legtere aber treibt den Körper auf der Ebene abwärts. Seben wir ben 
Neigungswinkel FHR der ſchiefen Ebene gegen den Horizont — «, fo ha- 


Kia. 217. ben wir auch den Winfel GSN—a, 
und daher den Normaldrud: 
N=&G@cos.e, 
jowie die Kraft zum Herabgleiten: 
P=Gesin.a. 


Geht die verticale Schwerlinie S@ 
duch die Bafis CD, wie Fig. 217 
zeigt, jo kann nur eine gleitende Be— 
wegung entjtehen, geht aber, wie in 
dig. 218, diefe Schwerlinie außerhalb der Baſis vorbei, jo tritt auch noch 
ein Umftürzen ein, es ift alfo der Körper ohne Stabilität. Uebrigens hat 





Fig. 219. 


Fig. 218. 






Mn 


PP”. Be # 


ein Körper A C auf der fchiefen Ebene FH, Fig: 219, eine andere Stabili- 
tät als auf der Horizontalebene HR. Sind DM=e und MS— a die redit- 
winfeligen Coordinaten des Schwerpunftes S, jo hat man den Hebelarm der 
Stabilität: 





Mai 
I in m 1 





DE=DO— MN=ecos. « — asin.«, 
während er — e ift, wenn der Körper auf der Horizontalebene fteht. Da 
e > ec0s.« — asin. & ift, jo fällt die Stabilität in Beziehung auf die un— 
tere Kante D auf der fchiefen Ebene Feiner aus, als auf der horizontalen 


Ebene; fie ift ſogar Null für e cos. « = asin.e, d. i. für tang.a— — . 


Wenn alfo der auf einer Horizontalebene mit der Stabilität Fe ftehende 
Körper auf eine fchiefe Ebene zu ſtehen kommt, deren Neigungswinfel & dem 


Ausdrude tang. a — entjpricht, jo verliert derjelbe jeine Stabilität. 


Auf der anderen Seite kann aber auch ein Körper auf der fchiefen Ebene zur 
Stabilität gelangen, die ihm mangelt, wenn er auf der Horizontalebene fteht. 
Fir eine Drehung um die obere Kante C ift der Hebelarm CH, — CO, 
+ MN=e,cos.« + asin.c, während er beim Stande auf der Horizon- 
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talebene, —¶ UM — e, ausfällt. Iſt nun +, negativ, jo hat der Körper 
feine Stabilität, jo lange er auf der Horizontalebene fteht; ruht er aber auf 


* u - 2* 132* 2 e ’ 
einer geneigten Ebene, für deren Neigungswinfel @, tana. «u _— r ift, fo gelangt 


der Körper in eine ftabile Gleichgewichtslage. 

Wirkt außer der Schwerkraft noch eine andere Kraft I auf den Körper 
ABCD, ig. 209, jo behält derjelbe feine Stabilität, wenn die Mittelfraft 
N aus dem Gewichte G des Körpers und aus der Kraft P eine Nichtung 
hat, welche die Bafis (' D) des Körpers durchichneidet. 


Beifpiel. Bei dem Obelisfen im Beilpiele des Baragrapben 144 if 


e— 74 Ruß um a — 10,342 Auf, es verliert felglich verjelbe feine Stabilität, 
wenn er auf eine ſchiefe Ebene zu ſtehen fommt, für veren Neiqungswinfel it: 
7 7000 


az — _ — = (0,16922 Nei folgli — 9036 
tang. a 710318 ” 11368 ‚16922, deren Neigung folglich « —9036’ beträgt, 


Theorie der schiefen Ebene. Da die jchiefe Ebene nur den. 
Fig. 220. jenigen Drud in fid) aufnimmt, welcher 
winfelrecht gegen fie gerichtet ift, jo be 
ſtimmt ſich die Kraft P, welche nöthig 
ift, um einen übrigens vor dem Umſtür— 
zen geſchützten Körper auf der jchiefen 
Ebene zu erhalten, indem man die Bedin- 
gung feitjett, daß die aus P und G her- 
vorgehende Mittelfraft N, Fig. 220, 
winkelrecht zur fchiefen Ebene ftehe. Der 
Theorie des Parallelogrammes der Kräfte 
zufolge hat man: 
P __sin.PNO 
G  sm.PON' 
nun ift aber der Winkel PNO — Winkel GON— FHR— a, um 
der Wintel PON— POK + KON —=B + 90, infofern man den 
Wintel PEF — POK, um welchen die Kraftrichtung von der ſchiefen 
Ebene abweicht, mit 4 bezeichnet; man erhält daher: 
sin, « FE >. sin. & 





J . = = —, 
G san +HP) 7. cos. ß 
alſo die Kraft, welche den Körper auf der ſchiefen Ebene erhält: 


G sin. & 





P= ——- 
cos. P 
Für den Normaldrud N iſt 
N sin.OGN 


@ sin.ONG' 
Beisbadh’s Lehrbuch der Mechanik. I i 16 
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aber Winkel O @ N—= 90° — (a + B) md ONG—PON—=9 +, 
daher folgt 

N __ sin. [90°— («+ P)] __ cos.(@ + ß) 

G  sin.(O+ßB) cos.ß 

und der Normaldrud gegen die ſchiefe Ebene: 


G cos. (« 4 PB). 


N 
cos. B 
HM a@+PB>90 Grad, alio >90 — «, fo fällt N negativ aus, 
Fig. 221. und es ift dann, wie Fig. 221 darftellt, die fchiefe 


Ebene HF iiber den von der Kraft P ergriffenen 
Körper O zu legen. 
Geht die Kraft P mit der ſchiefen Ebene paral- 

el, fo ift A = 0 umd cos. = 1, daher 

P=Gsin.«e und N=Gcos.«. 
Wirkt die Kraft P vertical, fo ift « + BP —= 90°, 
daher 

cos. B— sin. a, ferner cos. («+ B)— 0, 
und P— @G fowie N —=.0; dann hat aljo die 
ſchiefe Ebene feinen Einfluß auf den Körper. 
Wirkt endlich die Kraft horizontal, fo it B—= — « und cos. B= cos. «, 
daher 





@G sin. & r (+ cos.0 G 
— — @ tang. @, ſowie N — = . 
c0S. © cos. & co8, & 











Beifpiel. Um einen Körper von 500 Pfund auf einer fchiefen Ebene von 500 
Neigung gegen den Horizont zu erhalten, wird eine Kraft aufgewendet, deren Mich: 
tung 75% mit dem Horizonte einjchließt; wie groß it diefe Kraft und wie jtarf 
drüct der Körper gegen die fchiefe Ebene? Die Kraft iſt: 

= 500 sin. 500 u 500 sin. 50° — 422,6 fund 

cos.(75 — 50) cos. 250 j j 

und der Druck gegen die Ebene: 
0 

N= —— — 142,8 Pfund. 

g. 145 Princip der virtuellen Geschwindigkeiten. Bringt man das 
in $. 138 näher auseinandergefegte Princip von der Gleichheit der Wirkung 

und Gegenwirfung mit dem Principe der virtuellen Gejchwindigfeiten ($. 83 

und $. 98) in Verbindung, fo ftellt fic folgende Regel heraus: Halten zwei 
Körper, M} und Ma, Fig. 222, einander das Gleichgewicht, jo ift für eine 
endliche geradlinige und aud für eine unendlid) Feine frummlinige 
Bewegung des Drud- oder Berührungspunftes A, nit allein 

die Summe der mechaniſchen Arbeiten von den Kräften jedes 
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einzelnen Körpers, fondern auch die Summe der mehanifchen Ar- 

Fig. 222. beiten von den äußeren Kräf— 
ten beider Körper, zuſam— 
mengenommen, gleich Null. 
Sind P, und S, die Kräfte des 
einen Körpers, P, und S, die des 
anderen, jo entiprechen denjelben 
bei einer Verrüdung des Berüh— 
rungspunftes von A nad) B die 
Wege AD, AE,AD,; und AE,, 
und es iſt nach dem oben ausge- 
ſprochenen Geſetze: 


P,..AD +S.AEH+PAD+S8S.AB— 0, 
oder ohne Rückſicht auf die Richtung, 
P,AD, +8, .Ab=P,.AD, + S,.AE,. 

Die Nichtigkeit diefes Satzes läßt ſich auf folgende Weihe dartdun. Da 
die Normaldriide N, und N, einander gleich find, jo findet auch Gleichheit 
zwifchen ihren Arbeiten N, .AC und N,.4AC ftatt, nur mit dem Unter— 
ſchiede, daß die Arbeit der einen Kraft pofitiv und die der anderen negativ ift. 
Nun hat manaber nach dem früheren, die Arbeit N, .AC der Mittelfraft 
N, glei) der Summe PR.AD, + 8. A E, der Arbeiten ihrer Compo- 
nenten P, und Si, und ebenjo N, ‚AC—=P.AD, + 8.A&B,: e ift 
daher auch: 

P.AD, +S.AHbH—=P,.AD, + 8.AE.. 
Die Anwendung des jo allgemeiner gemachten Brincipes der virtuellen Ge— 
Fig. 223. ſchwindigkeiten gewährt bei ftatifchen Unter: 
» . juchungen oft große Vortheile, indem durd) 
— ſie die Entwickelung der Gleichgewichtsfor— 
meln ſehr vereinfacht wird. Verrückt man 
z. B. einen Körper A auf der ſchiefen Ebene 
FH, ig. 223, um den Weg AD, fo ift 
dev entfprechende Weg feines Gewichtes @, 
—AC=AB.sn.ABC= 
AB.sin. FHR=AB.sin.«, dagegen . 
G der Weg der Kraft = AD= 
AB.cos. BAD— AB. cos.ß und endlich 
der Weg der Normalfraft N, — 0; mun ift. aber die Arbeit von N gleid) 
der Arbeit von G plus der Arbeit von P, man hat daher zu fegen: 
N.0=—@.AC+P.AD, 








16* 
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und findet auf diefe Weife die Kraft, welche den Körper auf der fchiefen 
Ebene im Gleichgewicht erhält: 
p—ALe. Go G sin. « 


AD  008.ß 
ganz in Uebereinftimmung wit dem vorigen Paragraphen. 
Big. 224. Um dagegen den Normaldrud 


N zu finden, rücken wir diefe jchiefe 
Ebene HF, Fig. 224, um einen be- 
liebigen Weg AB rechtwinkelig gegen 
die Kraftrichtung AP fort, beftimmen 
die entjprechenden Wege der äußeren 
Kräfte und fegen die Arbeit des Ge- 
wichtes @ und die der Kraft P des 
Körperd A glei) der Arbeit der 
Kraft N der jchiefen Ebene oder des 
Drudes zwifchen beiden Körpern. 
Der Weg von N ift: 
YD — ABcos. BAD ABcos.ß, 





der Weg von G ift: 


AC= ABcos.BAC=ABeos.(« + ß) 
und der Weg von P ift — 0, daher Arbeit: - 
N.AD=G.AC+P.0, 
G.AC 08. (0 + ß) 
und ee AD iz cos.ßB " 
wie im vorigen Paragraphen ebenfalls gefunden worden it. 


Theorie des Keiles. Sehr einfad) entwidelt ſich hiernach die Theorie 
des Keiles. Der Keil (franz. coin; engl. wedge) ift eine durch) ein dreifei- 
tiges Prisma PH, Fig. 225, gebildete, bewegliche fchiefe Ebene. In der 


Fig. 225. 





Regel wirkt die Kraft KP— P rehtwintelig auf den Rüden F@ des 
Keiles und hält einer anderen Kraft oder Lat AQ — Q, welche gegen die 
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eine Seitenfläche FM deſſelben dritt, das Gleichgewicht. Iſt der die Schärfe 
des Keiles mefjende Winkel FHG— er, ferner der Winkel, um welchen die 
Kraftrihtung KAP oder AD von der Seitenfläche GH abweicht, alſo GEK 
— BAD, — d, und endlich der Winkel ZA H, um den die Richtung der 
Laſt Q von der Zeitenfläche 7’ 77 abweicht, — ß, fo ergeben ſich die Wege, 
welche beim Verrücken des Keiles aus der Yage FHG in die Yage Fi, MG, 
zurlidgelegt werden, auf folgende Weiſe. Ter Weg des Keiles ift: 
AB=FF, = HH, 
ferner der Weg der Kraft iſt: 
AD -— ABecos.. BAD — AB cos. 6, 
und der Weg der Stange AL oder Yalt Q mißt: 
ABsin. ABC — A Bsin. u_ ABsin.a 
000 8m. A CB sin. HAC sin. B 
Dagegen ift der Weg der den Drude auf die Grundfläche Z G entipre- 
chenden Reaction R, jo wie dev Leg von der dem Drude gegen die Leitung der 
Stange A C entgegengelegten Reaction R,, — Null. Set man nun die 
Summe der Arbeiten der äußeren Kräfte P,Q, R und R, == Null, alfo: 
P.AD—Q.AC+HR.0+R.0=0, 
fo erhält man die Beftimmungsgleihung : 
Q). AC Q. A Bsin. « Q sin. « 
P-—- — — mn DE — 7, 
AD AB eos. d sin. sin. cos. 6. 
wie fic allerdings auf dem Wege der Straftzerlegung ebenfalls finden läßt. 
Wenn die Kraftrichtung A E durd) die Kante des Keiles geht, und die 





a 
Schärfe FH G halbirt, fo hat man d — 5’ und daher 
a —— 
„sin. « une 2 
P= —ı 02m o— 0020. 
cos. B 


[0 
sin. ß cos. —, 


Geht die Kraftrichtung parallel zur Bafis oder Seitenflähe GH. fo iſt 
ö — 0, daher: 


und ift noch die Paftrichtung winkelrecht zur Seitenflähe FH, alſo B — 90°, 
fo folgt: . 
P=- Q sin... 
Beifpiel. Die Schärfe FHG — « eines Keiles betrage 250, die Kraft ſei 
parallel zur Baſis HG gerichtet, es fei alfe d = 0, und die kalt Q wirfe win- 
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felreht zur Seitenflähe FH, alfe 2 ſei = 900, in welchem Verhältniſſe ſtehen 
Kraft und Laft zu einander? Ge iſt: 


> 
P= 0 sin.e, aljo — — sin. 25° = 0,4226. 


Kür eine Saft Q von 130 Pfund ſtellt ſich hiernach die Kraft: 
P = 130 .. 0,4226 — 54,958 Pfund 
heraus. Um die Laſt oder Stange einen Fuß fertzufchieben, muß der Keil ven Weg 
AC 1 
AB= —— = 0.236 en 2,5662 Ruß 
zurücklegen. 


Anmerfung 1. Durch Anwendung des Kräfteparallelogrammes beitimmt fich 
das Verhältniß zwijchen Kraft 2 und galt Q des Keiles FGH, Rig. 226, 
fig. 226. wie folge. Die Stangenlaft, 
AQ— Q zerlegt fih in eine 
Seitenfraft AN — N normal 
auf die Seitenflähe FH des 
Keiles, und in eine Seitenfraft 
AS—S normal auf die Stan: 
genare LA. Während S von 
ver Leitung der Stange aufge: 
nommen wird, gebt AN —= N 
auf den Keil über und vereinigt 
ih bier als A,N, mit der 
Kraft KP = A,P — P ve 
— Keiles zu einer Mittelkraft 
A, RR, deren Richtung winkelrecht auf der Grundfläche GH ves Keiles ſtehen 
muß, damit fie vollitändig auf die Unterftügung des Keiles übergeht. Das Kräfte 
parallelogramm A,PRN, giebt: 
P _sin.RA,N, _sin. FHG _sin.« 
N, sin. A, RN, sin. PA,R cos. d’ 
und dem Kräfteparallelogramme ANGS zufolge iſt: 
N _sin. NQA __sin.QAS _ 1 
Q” sin. ANQ” sin. LAH —sin.ß’ 
da nun NM —=N iſt, fe ergiebt ſich hiernach durch Multiplication diefer Pro— 
portionen: 


Rn B | + 

Pr’: fer] h > «al: 
Mi 

k 


IRNG 
T NEN 








P. V sin. «@ 
N OTQOT m cos. d’ un 
»_.. sin. a 
sin. ß cos. d’ 
wie auch im Haupttert gefunden worden ift. 
Anmerkung 2. Die Theorien ves Hebels, ver fchiefen Ebene und des Keiles 


finden eine weitere Entwickelung im fünften Gapitel, we noch der Einfluß der Rei— 
bung in Betracht gezogen wird, . 


= 
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Viertes Capitel. 
Gleichgewicht an den Seilmaſchinen. 


Seilmaschine. Wir haben feither die feiten Körper als vollfommen $. 150 
ftarre oder fteife Körper (franz. corpsrigides; engl. rigid, stiff bodies), 
d. i. als ſolche angejehen, welche durd) die Einwirkung äußerer Kräfte weder in 
Form noch im Volumen verändert werden; bei manchen Körpern und in 
vielen Fällen der Anwendung der Mechanif auf die Praris ift jedoch die 
Annahme der vollfommenen Starrheit feiter Körper nicht mehr zuläffig, und 
deshalb nöthig, dieje Körper insbefondere noch in zwei anderen Juftänden zu be— 
trachten. Diefe Zuftände find die vollkommene Biegſamkeit und die Elafti- 
eität, und wir unterfcheiden hiernach noc) die bregjamen Körper (franz. 
corps flexibles; engl. flexible bodies), und die elaftifchen Körper 
(franz. corps 6lastiques; engl. elastie bodies). Die biegfamen Körper 
nehmen nur Kräfte von einer gewiffen Nichtung ohne Kormveränderung auf, 
folgen dagegen den Kräften, welche nad) anderen Richtungen hinwirfen, voll: 
ftändig; die efajtifchen Körper hingegen geben bis zu einer gewiffen Grenze 
jeder auf fie wirkenden Kraft nad). 

Ein ftarrer Körper AB, Fig. 227,1, widerfteht einer Kraft P vollftän- 
dig, ein biegfamer Körper AB, Fig. 227, 11, folgt dagegen der auf ihn 
wirfenden Kraft 7, wobei feine Are die Richtung der Kraft annimmt, und ein 


Fig. 227. 





elaftifcher Körper AB, Fig. 227, LI, widerfteht der Kraft P nur bis zu 
einen gewiſſen Grade, wobei feine Are eine gewiſſe Biegung erleidet. Schnüre, 
Seile, Riemen, und in gewiffer Beziehung auch Ketten, find die Repräſen— 
tanten der biegfamen Körper, wiewohl fie eine vollkommene Biegfamkeit nicht 


8. 151 
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befiten. Diefe Körper find der Segenftand diefes Kapitels; von den elaftiichen 
Körpern, oder vielmehr von der Klafticität der fejten Körper wird dagegen 
erjt im ſechsten Capitel gehandelt. 

Lutz 


Wir verjtehen in der Folge unter einer Seilmafchine (franz. machine 
funiculaire; engl. machine of strings) ein Seil oder eine Verbindung von 
Seilen (das Wort Seil im allgemeinen Sinne genommen), welche von Kräften 
angejpannt wird, und beichäftigen uns in diefem Gapitel mit der Theorie des 
Gleichgewichtes diefer Maſchinen. Derjenige Punkt einer Seilmajchine, wo 
eine Kraft angreift und deshalb das Seil einen Winkel bildet oder eine 
Nichtungsveränderung erleidet, Heißt ein Knoten (franz. noeud; engl. knot)- 
Derſelbe ift entweder feſt (franz. fixe; engl. fixed), oder beweglich (franz- 
coulant; engl. moveable). Spannung (franz. umd engl. tension) ift die 
Kraft, welche ein geipanntes Seil in der Richtung feiner Are fortpflanzt. 
Die Spannungen an den Enden eines geraden Seiles oder Seilſtückes find 
gleich und entgegengefegt (S. 36); aud) kann das gerade Seil andere Kräfte 
als die in der Arenrichtung wirkende Spannung nicht fortpilanzen, weil e8 
fich jonft biegen mitßte, alſo nicht gerade bleiben fünnte. 


Gleichgewicht in einem Knoten. Gleichgewicht einer Seilmaſchine 
findet Statt, wenn in jedem Knoten derjelben Gleichgewicht vorhanden iſt. Es 
find daher zunächſt die Verhältniſſe des Gleichgewichts an einem Knoten 
fennen zu lernen. 


In einem Knoten X, welchen ein Seilſtück AAB, Fig. 228, bildet, fin 
det Gleichgewicht ſtatt, wenn die fich aus den Seilipannungen XS, — Sı 
und XS, — S, ergebende Mittelfraft XS — S gleich und entgegengefeßt 
gerichtet tft der im Knoten angreifenden 
Kraft P, denn die Seilfpannungen Sı 
und S, bringen im Knoten K diefelben 
Wirkungen hervor wie zwei ihnen gleiche 
und gleichgericjtete Kräfte, und drei Kräfte 
halten ſich das Gleichgewicht, wenn die 
eine von ihnen gleich ift und entgegen» 
gelegt wirft der Mittelfraft aus den bei- 
den anderen ($. 87). Ebenſo iſt aber 
auch die Mittelfraft AR aus der Kraft P 
und der einen Spannung S, gleid, und 
entgegengefett gerichtet der zweiten Seil— 
ipannung 5 u. f. w. Jedenfalls läßt 
ſich diefe Gleichheit dazu benutzen, zwei 
Beftimmungsftüce, z. B. die Spannung und Richtung des einen Seiles, zu 


Fig. 228. 


An 
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ermitteln. Iſt 3. B. die Kraft P, fowie die Spannung S, und der von 
beiden eingeichlofiene Winkel 
AKP = 180 — AKS = 180° — «a 
gegeben, jo hat man für die zweite Spannung 
S,—VP?+8?—2PS, cos. « 
und fir ihre Richtung oder Abweihung BKS — Pf, von K'S: 
sin. — — 


8 


Beiſpiel. Wenn das Seil AKB, Rig. 225, am Ende B aufgebangen, am, 
Ende A aber dur ein Gewicht 7 — 135 Pfund und in der Mitte K durd eine 
Kraft P = 109 Pfund, welche unter einem Neiqungswinfel von 25 Grad auf: 
wärts zieht, angeipannt wird, fo ift die Frage nad der Nichtung und Spannung , 
des Seilitüfes KB. Tie Große der gefuchten Spannung it: 


S, = V 1092 + 135% — 2.109.135 cos. (900 — 250) 
— V 11881 -4 18225 — 20430. eos. 65° — V 17668,3 — 132,92 Pfund. 
Für den ®Winfel 4 iſt: 
sin EN, Log. ein. 8 = 0,9601 — 1, 
daher A—= 6790, und die Neigung des Seilſtückes KB gegen den Horizont: 
8 — 35° = 67%, — 250,0 = 420,0. 


Wenn ein Seil AK B, Fig. 229, dadurd) einen feften Senoten X bildet, $. 152 
daß ſich das eine Seilſtück RK gegen eine feſte Stüge M anlegt, während 
das andere Seilftüd AK durch 
dig. 220. eine Kraft KS — S gefpannt 
wird, deren Richtung um einen 
gewiſſen Winkel SKAS) — « von 
der Richtung des erfteren abweicht, 
jo ift die "Spannung des Seil 
ftüdes KB:. 
KS—=S,—Scos.«, 
weil der zweite Component KEKN= N — Ssin, « der Spannung S von der 
Stüte M aufgenommen wird. 
Uebrigens ift auc) 
Ss =S vi- (sin. «)?, 
und daher für einen feinen Ablenfungewinfel «: 


1 j ” ur 
S, = (1 — (sin. «)®) sS= (i — S, dagegen 
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8 a? 
8— J— — ( + =) S, zu jegen. 


2 


Wenn fih ein Seil AB, Fig. 230, um einen prismatifchen Körper M 
fegt, und dabei in feiner Richtung um die Winkel a, &, @; abgelenkt wird, 
fo wiederholt ſich die vorige 
Kraftzerlegung, jo daß im 
Knoten X, die Spannung 
Sin: 

S, == $.008. Ü, 
im Knoten die Span— 
nung S, in: 

SS; — 5, (08. 

— 8.08. tt, 608. Oy, 


Fig. 230. 





und im Knoten A, die Spannung S, in: 
S, = S, cos. a, —= $ cos. &, cos. &y cos. &, Übergeht. 


| Sind die Winfel @,, &, & — @, alfo einander gleich, jo hat man: 
S; — S (eos. «)®, oder allgemein, bei n Ablenfungen: 
5, = S (cos.a)”. 


Seht das Prisma M in einen Cylinder über, fo ift @ unendlich Hein, 
und » unendlich groß, daher: 


are nar\ _ 
»=(1-5)s=(1-77)8 
oder wenn man den ganzen Ablenfungswinfel n« durch A bezeichnet: 


BERATEN 
= (1 Z)S bi 
5. = S, weil @ und folglid, aud) L unendlich Elein gegen 1 ift. 


Wenn alfo ein Seil fo um einen glatten Körper gelegt ift, daß es einen 
Theil vom Umfang feines Querſchnittes bededt, jo wird dadurch feine 
Spannung nicht geändert, es find alfo auch im Sleichgewichtszuftande, 
die Spannungen an den beiden Enden deffelben einander gleid). 


8. 153. Iſt der Knoten K ein lofer oder beweglidher, wirkt z. B. die 
Kraft P mitteld eines Ringes auf das durchgezogene Seil AKB, Fig. 231, 
fo ift zwar wieder die Mittelfvaft S aus den Seilfpannungen S, und 
S, gleich und entgegengejegt gerichtet der Kraft P amı Ninge: außerdem find 
aber nod) die Seilfpannungen unter fich gleich. Diefe Gleichheit folgt 
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zwar jchon aus $. 152, läßt ſich aber auch leicht anf folgende Weife nad: 
weifen. Zieht man das Seil um einen gewiſſen Weg s in dem Ringe fort, 
jo legt die eine Spannung S, den Weg 5 und die andere Spannung S, den 
Weg — 5, die Kraft P aber den Weg Null zurüd; es iſt folglich, voll— 
kommene Biegſamkeit vorausgeſetzt, die Arbeit: 


PU S, .3 — 5: .8, d. 1. Ss — Sy 8 und 8 == 8.. 


Aus dieſer Gleichung der Spannungen folgt wieder die Gleichheit der 
Winkel AKS und? BKS, unter welchen die Richtung der Mittelkraft 8 
von den Seilrichtungen abweicht; fegen wir diefe Winkel — «, jo giebt die 
Auflöfung des Rhombus KS, SS;: 

S=P=32S, cos.«, und umgelehrt: , 
pP 


7 2cos. c 





Sind A und B, Fig. 232, feite Punkte eines Seiles AKB von gege: 
bener Yänge (20) mit einem beweglichen Knoten X, jo findet man den Ort 
diejes Stnotens, wenn man eine Ellipfe conftruirt, deren Brennpunkte A und 
B find und deren große Are der Seillänge 2a gleich ift, und hierauf eine 
Tangente an diefe Curve winfelvecht zur gegebenen Kraftrichtung legt: der 
fi) ergebende Berührungspunft ift der Ort des Knotens, weil bei der Ellipfe 
die Normale XS mit den Fahrſtrahlen KA und KB gleiche Winfel ein- 
jchließt, gerade jo wie die Mittelkraft S mit den Seiljpannungen S, und S;- 


Zieht man AD parallel zur gegebenen Kraftrichtung, macht BD gleich 
der gegebenen Seillänge, halbirt AD in M und errichtet hierauf das Per- 
"pendifel UK, fo erhält man den Ort des Knotens K auc ohne eine 
Ellipfenconftruction, denn da dann Wintel AKM — Winkel DKM und 
AK — DK if, fo folgt auch Winkel AKS — Winkel BKS und 
AK+KB=DK+KB=DB. 
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- Beifpiel. Zwiſchen ven Punkten A und B, Fig. 233, ift ein Seil von 9 Fuß 

Länge durch ein mittels eines Ninges angehängtes Gewicht GF ven 170 Pfund 

Fig. 233, ausgefpannt; bie Horizontalentfernung 40 kei: 

der Punkte iſt 6°, Ruß und der Verticalabſtand 

CB=2 Fuß; man ſucht den Ort tes Knotens 

fowie die Seilfpannungen und Seilrichtungen. 

Aus der Länge AD —= 9 Fuß als Hypotenuſe 

und der SHorizontalen A 61, Ruß folat 
die Verticale: 

CD=-VY2 62 -V1-—-12,3 


und bieraus vie Baſis des gleichichenfligen 
Dreiedes BDK: 

BD=UD— CB -6225 -2 = 1,225 Fuß. 

A Die Nebnlichfeit der Dreiede DKM und 
DAC giebt nun: 

DM 4,225. ! 


rd F F — BE Mu, * 8. 
DK=BK —5 - DA—= 3.0305 — 3,054 Ruß; 





hieraus folat: 

AK=9 — 3054 — 5,16 Auf, 
und für den Winkel «, um welchen die Seilſtücke von ver Berticalen abweichen : 
BM _ 2,1125 


, — — ——————— V — so 14* 
08.0 77* — 0,6017, daher « — 460 14°, 
und endlich die Spannung der Seile: 
R G 170 | > 
S, en Sg = 122,9 Pfund. 


⸗ 3.086917 


Ss. 154 Gleichgewicht des ganzen Seilpolygons. Die Berhältniſſe des, 
Sfeichgewichtes an einem Seilpolygone, d. i. an einem angefpannten 
Rig. 234. Seile, welches an verſchie— 
denen Punkten von Kräften 
ergriffen. wird, find in 
Uebereinftimmung mit den 
Verhältniffen des Gleichge- 
wichtes von Kräften, welche 
in einem Punkte angreifen. 
Es jet AKB, Fig. 234 1, 
ein von den Kräften 
Pı Pa, Pa Pu P; 
angefpanntes Seil, P, und 
P, greifen in A, P, in K 
und P, und P, in Ban. 
Seßen wir die Spannung 
des Seilftüdes AK, —= 8 
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und die des Stückes BK, — S,, jo erhalten wir S, ala Mittelfraft von 
den in A angreifenden Kräften P, und P,, und tragen wir den Angriffs- 
punkt A diefer Spannung von A auf X, fo ergiebt fid) wieder 5, als 
Mittelfraft von S, und P, oder von P,, P, und P,; transportiren wir 
endlich den Angriffspunft der Kraft S, von A nad) B, fo erhalten wir in 
S, P, und P,, oder, da S, Mittelfraft von 2), P, und P, ift, auch 
in P, Pr, P;, P,, P; ein fid) das Gleichgewicht haltendes Kräfteſyſtem. 
Wir können hiernach behaupten: wenn gewifjfe Kräfte P,, P,, P; 
u. f. w. ein Seilpolygon im Gleichgewichte erhalten, fo werden 
Fig. 235. fie fih auch jelbft 
das Gleichgewicht 
halten, wenn man 
fie beiunveränderter 
Richtung und Größe, 
in einem einzigen 
Punkte, z. B.in C(IL), 
angreifen läßt. 
Wird das Seil 
AK, Ks ... B, 
Fig. 235, in den Kno— 
ten Kı, A, durch Ge 
wichte @,, G ... ame 
geipannt, und werden 
die Endpunfte A und 
B durch die Bertical- 
iräfte 9%, und V,„ und 
die erioutalteifte H, und H,„ feſtgehalten, fo ift die Summe der Verticalkräfte 
n+n- ++ nr+--) 
und die Summe der Horigontalfräfte: AM, — H„. Der Gleichgewichts- 
zuftand fordert aber beide Summen — Null; e8 ift daher 
D)y, V. 6Gi G tr + -- ud 
VY H —M6. 
bei einem durch Gewichte angeſpannten Seilpolygone iſt die 
Summe der Verticalkräfte oder Verticalſpannungen in den End— 
oder Aufhängepunkten gleich der Summe der angehängten Ge— 
wichte, und es iſt die Horizontalſpannung des einen Endes gleich 
und entgegengeſetzt gerichtet der Hörizontalſpannung im anderen 
Endpunkte. 
Verlängert man die Richtungen der Spannungen S, und S, in den 
Endpunften A und B bis zu ihrem Durchfchnitte C und verlegt man die 
Angriffspunkte jener Spannungen nad) diefem Punkte, jo erhält man eine 
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einzige Kraft P— Vı + V,„, weil fi) die Horizontalfräfte 7, und 
H, aufheben. Da diefe Kraft der Summe @6, + @ +G@, + +» von 
den angehängten Gewichten das Gleichgewicht hält, jo muß der Angriffs- 
oder Schwerpunkt diefer Gewichte in der Richtung derjelben, d. i. im der 
duch C gehenden PVerticallinie, enthalten fein. 


Aus der Spannung S, des erften Seiljtüces AK, und deſſen Neigungs- oder 
Fig. 235. Fallwinkel SAH, — a, 
folgt die Verticalſpan— 
nung V, = $ı sin. «, 
und die Horizontalfpan- 
s, nung MH, = 8, cos. &ı. 
Transportirt man nun 
den Angriffspunft die- 
jer Kräfte von A nad) 
"dem erjten Knoten K,, 
jo kommt zu dieſen 
Spannungen das ver- 
tical abwärts ziehende 
Gewicht (7), und es 
iſt nun für das fol- 
gende Seilſtück K, Ka 
— die Verticalſpannung 
V. — V — 6G. = 9 sin.a — G,, 
wogegen die Horizontaljpannung unverändert 77, == H, —= H bleibt. Beide 
Kräfte geben vereinigt die Axenſpannung des zweiten Seilſtückes: 
S=-VrR+M 
und die Neigung «, defjelben durd) die Formel: 
Y, __ Si sin. — Gi 
H Sı cos. «ı 


v 





— 


Hi: 





uk 


tang At; — 


Gi 
tang. — tang.tı — Er 


Trägt man den Angriffspunkt dev Kräfte V, und 77, von X, nad) As, 
jo erhält man in dem hinzufonmenden Gewichte G@, nod) eine neue Berti- 
calfraft, und es entjteht jo die Verticalkraft des dritten Seilſtückes: 

,=N— H=V — (6 + 9)=Sısin.a — (6 + G,), 
während die Horizontalfraft 77, — H bleibt. Die Geſammtſpannung diejes 
dritten Seilſtückes ift mithin: 

S—=VV}+ MH: 
und für den Neigungswinfel «; dejjelben hat man: 





— 
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V3 65 sin. ac; — (6, + a); 


tang. &, — 7* — 
G G 
tang. «; — tang.aı — en. 
Für den Neigungswinfel des vierten Seilftitdes ift: 
@ + . + G; 


tang. 4 — tang. tt, — u, |. w. 


H 
am Gt Ge + Gr 
Fällt — — 
wird tang. a, und folglich auch a, negativ, ſo daß. die entſprechende Poly— 
gonfeite K, K, nicht mehr abwärts gerichtet ijt, jondern aufſteigt. Dafielbe 
Verhältniß tritt natürlich aud, in jedem anderen Punkte ein, fiir welchen 
GG +a+G:; + ->Pı tft. 

Uebrigens laflen fich die Spannungen Sı, 8, S, u. g: w., ſowie die 
Neigungswinfel Cy, &, &; u. f. w. der einzelnen Seiltrümer leicht geome- 
triſch darftellen. Machen wir die Horizontale CA — CB, Fig. 236, 
— der Horizontalfpannung 7 und die 
Verticale CK, — der Berticalfpannung 
P, im Aufhängepunfte A, fo giebt die 
Hypotenuſe AK, die Totalfpannung S, 
des erjten Seilſtückes umd der Winkel 
CAK, die Neigung deffelben gegen den 
Horizont an; tragen wir nun noch die 
Gewichte @,, @,, EGs u. ſ. w. als Theile 
Kı Ka, K.Kz u. ſ. w. auf CK auf 
und ziehen die Transverfalen AK,, AK, 
u. ſ. w., jo erhalten wir in ihnen die 
sen der folgenden Seilſtücke 
und durch die Winkel CA A., CAK, u. ſ. w. auch die Neigungswinkel 
&y, Ag u. ſ. w. dieſer Seilſtücke. 


>tang.a, oder Gh, + @% + G,> Pr aus, jo j 


Rig. 236, 





Aus den Unterfuchungen im vorigen Paragraphen ftellt ſich als Gefeg fir $. 156 
das Gleichgewicht der durch Gewichte geipannter Seile heraus: 

1) die Horizontaljpannung iſt an allen Stellen des Seiles eine 
und diejelbe, nämlid): 

H = 9 co. = 8,008. 0,; 

2) die Berticalfpannung an irgend einer Stelle ift gleich der 
Berticaljpannung am darüber befindlihden Ende minus der 
Summe der darüberhängenden Gewichte, alfo: 


| A — V — (6 4 G; + + Gn-ı). 
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Allgemeiner läßt fich dieſer Tag auch fo ausdrüden: Die Berticalipannung 
an irgend einer Stelle ift gleich der Berticalipannung an irgend einer tieferen 
oder höheren Stelle plus oder minus der Zumme von den zwiſchen beiden 
Bunften hängenden Gewichten. Ä 

Kennt man außer den Gewichten den Winkel @, und die Horizontalipan- 
nung H, fo erhält man die Berticalipannung am Ende A: 

V, = H.tang.a,. 
und demnach die am Ende B: 
v„=(6, +6, + --- 46) — V. 

Sind hingegen die Neigungswinfel x, und «„ an beiden Aufhängepunften 
A und B befannt, fo ergeben sich die Horizontal- und Berticalipannungen 
zugleich; es iſt nämlich: 


V, _ tang.&, 
V, — tang. dy : 
und daher: 
ge V, tang. «, 
fang. a, 


Da man noch V, Enz V. — @G 4 (Fa + , d. i. 
tang. a tang. &,‘ 
ee) nn —=6 +6 -- 
tang. a, 
hat, fo folgt: 
G.ı + Ga . . )tunu. in. 3 y 
N ı+ @ + ---)tang NZ &, C08 
tang.aı + tang. a, sin.(a, +0,) 
_(@ +Gg + --)tang. a, sin. & 08. &, 
 tang. a, + tang. a, sin.(aı +)’ 
und hieraus: J 
cos. & COS. Ey 


sin.(a +) 


V„ = (G +@%+--) 


H=J, eotg.a, = V,colg.aun = (a +G@ + ---) 


Haben die beiden Seilenden einerlei Neigung, ift aljo «„ — «,, jo hat 
(F (F. ... (F„ 1 
man Vr — V. — ATI E ER pam trägt alfo das eine Ende 


A eben jo viel wie das andere Ende B. 


Diefe Formeln gelten natürlich auch für jedes beliebige Baar Bunte 
oder Knoten des Seilpolygons, wenn man nur ftatt & + Gy die 
Summe der zwifchenhängenden Gewichte u. ſ. w. einfegt. Für die Vertical 
ſpannungen der Seile, welche ein und dafjelbe Gewicht G, zwiichen ſich halten 
und die Neigungswinfel «,„ und haben, ift z. 2.: 
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j V — G sin. On cos. Km +1 mer @, und 
Nm Um TR 17— I 1+ { tan 
sin. de: Um +1 COLG. n FANG. On +1 
. Y n SÄN. Am +1 008. m Gm 
(ih. m+1 77 (fm 72 — — — — 
— sin. (& + Em + u —1 4* tang. CE eotg. Karl 


— gelten dieſe Geſetze auch für durch Parallelkräfte angeſpannte 
Seilpolygone überhaupt, wenn. man ſtatt der Verticalen die Kraftrichtungen 


einführt. 


Beil viel, ‚Das Seilpolngen AK, K, K,B, Fig. 237, ift durch drei Gewichte 
G, = 20, u =30 und G, — 16 Pfund, fowie durd die SHorizontalfraft 
H, = 25 Pfund geipannt, man 
fucht Die Arenfpannungen und 
Neigungswinfel der Seiten unter 
ver Vorausſetzung, daß die Seil: 
enden in. A und DB einerlei Neis 
aung baben. Die Berticalivyan- 
nungen in beiden Enden find bier 
gleich, nämlich: 


Big. 237. 


r rt G, 
r, — V. — Tor 
204304 16 


2 


—33 Pfund, 
die Verticalfpannung des zweiten 
Seilſtückes it dagegen: 
y = = 9 0 88 — 20 = 18 Bam, 
unbdieded dritten: 
"W=V'- 6; (ver G, + 6 — N) = 33° — 16. 17 Pfund; 
die Neigungswinkel «, und «, der Seilenden find Beitimmt durd: n 
Yy, 8% 
| IN 
die der zweiten und dritten Seilitücte aber durch: 





tang. «, = tang.e, = =: 188, 


tang. dig = tang.ı, — = 132 — = — 0,52 und 
. : H 25 
tang. a; —= tung. a, — 5 = 132 — = — 0,68; 
49 
es iſt hiernach: 
eo = «a = 52951’, ag = 27028, «; 340 19°; 


endlich find die —— 
=, =-VV?+M=V532 + 28 = VITTI 41, 40 Pfund, 
S5—=VV2+ M=V13?+ 233—=V 79 — 18,18 Pfund, und 
S=V Vz + H—YV17+ 252 — 30,3 Pfund. 


Welébach's Lebrbuch d. Diebanif J. 17 
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Allgemeiner läßt ſich diefer Sag auch fo ausdrüden: Die Verticalfpannung 
an irgend einer Stelle ift gleich der Berticalfpannımg an irgend einer tieferen 
oder höheren Stelle plus oder minus der Summe von den zwiſchen beiden 
Punkten hängenden Gewichten. 

Kennt man außer den Gewichten den Winkel c und die Horizontalſpan— 
nung H, fo erhält man die Verticalfpannung am Ende A: 

V, = H.tang. a, 
und demnach die am Ende B: 
,=(at+n+ +) — Vi. 

Sind hingegen die Neigungswinfel «, und «„ an beiden Aufhängepunften 
A und B befannt, fo ergeben jich die Horizontale und Verticalfpannungen 
zugleich; e8 ift nämlich): 

Vn __ tang.«, 
MT tang.ay 





und daher: 
__ Vı tang. «, 
 tang. &ı 


Da man noch Y +, = G + 6G + ---,di: 


tang.a, + tang.&n\ » __ 
( tang. a; ) de 2 


bat, jo folgt: 


G,+@G ..+)tang. & * J sin. &, COS &y 
Fu‘ 1 | + ) * —_(G+G+--) . 1 , 
tang.&ı + tang. a, sin.(a, +0.) 


(@ı + Ga +. -)tang. «@, e . sin. &n 08. 0 

V, — — — — — — (F: ..s — — — — — 
tang. &, + tang. , IE) sin. (a, + &,) 

und hieraus: . 


608. &ı COS. Gin 
sin. (&, + @.) 
Haben die beiden Seilenden einerlei Neigung, ift aljo «„ — «,, jo hat 


G J as GE, A 
man Vi — V, = a Eee trägt aljo das eine Ende 


H—V, ot. —=V,olg. = (G + G@s +) 


A eben jo viel wie das andere Ende 2. 


Diefe Formeln gelten natürlidy auch für jedes beliebige Baar Punkte 
oder Knoten des Seilpolygons, wenn man nur ftatt & + G + --- die 
Summe der zwifchenhängenden Gewichte u. j. w. einfegt. Für die Vertical- 
ſpannungen der Seile, welche ein und dafjelbe Gewicht G,, zwiſchen ſich halten 
und die Neigungswinfel &, und «41 haben, iſt z. 8.: 
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"sin. & 608. dmyı _ 6 — 


Y ==,6 nd 
* Mm: sin, (m - F Cm+ı) I cotq. q tang. a +1 
an SÄN. Ay +1 C08. On Gm 
Yazı En — = en ——— 
Ar sin. (Ay + Im+ 1) + ANG. h COLq Om+1 


nanigens. gelten dieſe Geſetze auch für durch Parallelkräfte angeſpannte 
Seilpolygone überhaupt, wenn. man ſtatt der Verticalen die Kraftrichtungen 
einflihrt: Ä 
Beiſpiel. ‚Das Seilyelngen AK) X, , B, Kig. 237, ift durch drei Gewichte 
GG =%, 9 =30 und G, = 16 Pfund, ſowie durch die Horizontalkraft 
H, = 25 Pfund geipannt, man 
fucht die NArenfpannungen und 
$, Neigungswinkel der Seiten unter 
ver Vorausſetzung, daß die Seil: 
enden in A und einerlei Neis 
qung haben. Die Berticalfyan- 
H, nungen in beiden Enden ſind hier 
gleich, nämlich: 


Fig. 237. 


P, — V. — ——— 
204304 16 





— 33 Pfund, 
die Verticalfpannung des zweiten 
Seilftüdes iſt dagegen: 
— — Oi — 855 — 20 = 13 Piund, 
m * des dritten: 
— V. 6 (ber G1j G — V) = 83 — 16 17 Pfund; ' 
— Neigungswinkel «, umd der Seilenden find beſtimmt durch: 


33 
tang. e, — tang.e, —= A=z = 1,32, 





die der zweiten und dritten Seilitüde aber durch: 


tang. tg ⸗ tang. 41ng- 1,32 — 55 7 0,52 und 
(x 16 * 
tang. a, — tang. . — H —132 — 5; = 0,68; 
es iſt hiernach: 
amd = 520651, æ, = 27038, a, -- 54013°; 


endlich find die Arenfpannunagen: 
S=8,=VV?+ H=V53 + 252 —= V 1714 41,40. Biund, 
Ss—=VV2-+ M=YV 13 + 23% — V 794 — 18,18 Pfund, und 


S,=V V,2+ P=Y 17 + 252 — 30,23 Pfund. 


Welsébach“s Lebrbuch d. Mehbanif T. 17 
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$. 157 Die Parabel als Kettenlinie. Segen wir jegt voraus, daß das Seil 
ACB, fig. 238, durch lauter gleiche, in gleichen Horizontalabjtänden auf- 








Kin. 238. gehängte Gewichte Gr, Ey, Gy 

| u. ſ. w. gefpannt ſei. Bezeich— 

— ——— B nen wir den Horizontalabſtand 
| | DR BG AM zwiſchen den Aufhänge- 

GI N\o_iR — * punfte A und dem tiefften 
EN Q 0 | * Punkte C durch b, ſowie den 
— Verticalabſtand CM durd) a; 

G N c fegen wir ferner fiir einen an— 

ENG deren Punkt O des Seilpoly- 

T gons die gleichliegenden Coor— 


dinaten ON —yund OGV. 
‚ft num die Berticalfpannung in A, — V, fo folgt die in 0, — . V, und 


daher für den Neigungswintel NOT—= ROQ = y des Seilftüdes 0 Q 
gegen den Horizont: 


ta = 4 F 
ng. op — H’ 
wo 4 die conftante Horizontalfpannung ausdrückt. 
Es ift hiernach QR — OR.tang.p — OR-Z = der Höhenabftand 


zweier benachbarten Eckpunkte des Seilpolygons. — wir 4 der Reihe 


nadı OR,20R, 30R u. j. w., jo giebt num die legte Gleichung die ent- 
Iprechenden Höhenabſtände des erften, zweiten dritten Edpunftes u. f. w., von 
unten nad) oben gezählt; und addiren wir endlich alle diefe Werthe, deren 
Anzahl — m fein möge, jo erhalten wir die Höhe C N des Punktes O über 
dem Fußpunkte C. Es ift nämlich: 


= 0N=4-T nn (OR+20R+30RH+--- + — 





v om V’mm-+1) 0 
— 4 + 1 ...+ = 7 
RE a * 


der — der arithmetiſchen Reihen zufolge. 
Endlich OR = er gejegt, erhält man: 


— Vm(m41) y? 
_H 2m? b' 


oder, wenn man für den Neigungswinfel & des Seilendes 4, 





tang.& — 5 einießt: 


t 
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__. m(m + 1) y?tang.« 
m 
Iſt die Zahl der Gewichte jehr groß, jo fann m + 1 — m angenom⸗ 
men werden, weshalb man erhält: 





Vy? = 
EZ u — 7 
77 Tue T Death 
Für 2 — aift y— b, daher hat man aud): 
— Vb _ btang.« 
a 2 
y? 
und hiernad) einfacher: — 


welche Gleichung nur fee Parabel zukommt. 

Wird aljo ein übrigens gewichtslofes Seil durd) unendlic, viele gleiche, in 
gleichen Horizontalabjtänden angreifende Gewichte gejpannt, jo geht das Seil- 
polygon in eine Parabel über. 


Für den Neigungswinfel @ hat man hiernad): 


ER en ne x 2% 
tang. P= , — a=2V zen 
2a 
tang. & — 
4 


Die Subtangente für den Punkt O ift: 


— — 9; — 
NT = ONtang. — 28— 3z2=3CHN, 


Y 
Wären die Ketten und Hängeifen einer Kettenbrüde ABDF, Fig. 239, 
Fig. 239. 





gewichtslos, oder jehr Leicht in Hinficht auf das deshalb nur zu berückſich— 
tigende Gewicht der belafteten Britde DEF, fo würde die Stette A CB eine 
Parabel bilden. 

Beifpiel. Es jei die ganze Belaftung der Kettenbrüde in Fig. 239, G=2V 
— 320000 Pfund, die Spannweite A B, == 2b —=150 Ruf, die Bogenhöhe CM, = a 
— 15 Fuß, man fucht die Spannungen und übrigen Verhältnifie der Kette. Die 
Neigung der Kettenenden gegen den — iſt beſtimmt durch die — 


17* 
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Die Berticalivannung an jedem Aufhängepunfte it: 
V— Gewicht — 160000 Pfund ; 
die Horizontalfpannung : 
H — V cotg.«a — 160000. F — 400000 Pfund, 


endlich die Gejammtipannung an einem Ende: 
— — — 2 
s- VRTR=-vVireogea-— 160000 - // 1 F fr 


/ a20 F α— 
— 160000 \ T = 80000 VB — 430813 Bund. 


$. 158 Die Kettenlinie. Wird ein an zwei Punkten aufgehängtes vollfommen 
biegfames und unausdehnbares Seil, oder eine aus kurzen Gliedern befteherde 

Kette, durch das eigene Gewicht geſpannt, fo bildet die Are derfelben eine 
frumme Pinte, die den Namen Kettenlinie (franz. chainette; engl. catenary)' 
erhalten hat. Die unvollfommen elaftiichen und ausdehnbaren Schnitte, Seile, 
Bänder, Ketten u. f. w., wie fie im praftifchen Yeben vorkommen, geben 
frumme Linien, welche fich der Kettenlinie nur annähern, meift aber als folche 
behandelt werden fünnen. Nach dem Vorhergehenden ift die Horizontalſpannung 

der Kettenlinie an allen Punkten gleich ſtark, dagegen die Berticalfpannung in 

einem Punkte gleich der Berticalfpannung im darüber befindlichen Aufhängepunfte 

minus Gewicht des darüber befindlichen Kettenſtückes. Da die Verticalfpan- 

nung im Scheitel, wo die Kettenlinie horizontal ift, ſich vernullt, alfo die Ver— 
ticalfpannung im Aufhängepunkte gleich ift dem Gewichte der Kette vom Auf- 
hängepunfte bis zum Scheitel, fo ift die Verticalſpannung an jeder Stelle 

auch gleich den Gewichte des darunter befindlichen Seil- oder Kettenftüces. 

Sind gleich lange Stücke der Kette glei) ſchwer, jo entjteht die fogenannte 

gemeine Kettenlinie, von welcher hier nur die Rede ift. Wiegt ein Seil 

oder Kettenſtück von 1 Fuß Yänge, y, und ift der den Coordinaten- CM= u 

und HA=b, ig. 240, entiprechende Bogen AO C—1, jo hat man das 

Kia. 240. Gewicht des Kettenſtückes A OC, 

G=iy; 

iſt dagegen die Yänge des den 
Coordinaten UN — x, amd, 
NO = y angehörigen.. Bogens 
— s, fo hat man für das Ge⸗ 
wicht diefes Bogens, V=sy. 
Segen wir endlich die, Fänge 
eines gleichartigen Kettenftitdes, 
deſſen Gewicht gleich. ift der 
Horizontalfpannung 7, — ec, 
jo haben wir nod; ZH = rv 
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und. daher für die Neigungswinfel & und Pin den Punkten A und O: 


vs M _6_Ww_1i 
— 'tang. «—=tang. SAH— H mm 
= — FE 
un u rer 


Macht man die Horizontale CH, Fig. 241, gleich der Länge c des die Ho- $. 159 
rizontalfpannung mefjenden Kettenftiides und (6 gleich der Yänge ! des 
Kettenbogens von der einen Seite, jo bekommt man, in Uebereinftimmung 
mit $. 155, in der Hypotenuſe G MH die Größe und die Richtung der Seil— 
ſpannung im Aufhängepunkte A, denn es iſt: 
06 l 
tang. 0H6= 75” = und 
GH—=Vc@ + CH CM — Verte, oder 
s-VeR+BR—=YVRr+ey—=@GH,y. 
Theilt man nun C G in gleiche Theile und zieht von 7/ nad) den Theil— 





Fig. 241. punkten 1, 2, 3 u. ſ. w. gerade Pinien, jo 

oe geben diefe die Maße und Nichtungen pi 
Ä, * — Spannungen derjenigen Punkte in der Stet- 
f\ F tenlinie an, welche man erhält, indem man 
ER, die Pänge des Kettenbogens A C in ebenfo 
AP? viel gleiche Theile theilt. So giebt z. B. die 
Bu | Linie HK die Größe und Richtung der 
N * Spannung oder die Tangente im Theilpunkte 
NN (P) de8 Bogens AP C an, weil in diefem 


Punkte die Verticalfpanmıng = U K.y iſt, 

während die Horizontalipannung unverän- 

dert — ce. Y bleibt, alfo für diefen Punkt 
tung, = r = re * 

iſt, wie die Figur auch wirklich giebt. 

Dieſe Eigenthümlichkeit der Ketteulinie 
läßt ſich benutzen, um dieſe Curve annähernd genau mechaniſch zu conftruiren. 
Nachdem man die gegebene Yänge C G des zu conftruirenden Kettenlinienbo- 
gend in fehr viele gleiche Theile getheilt, die die Horizontalipannung mefjende 
Yinie CH=e aufgetragen und die Transverjalen 71, H72,H3 u. |. w. 
gezogen hat, trage man auf CH einen Theil O1 als Ca des Kettenbogens auf, 
ziehe num durch den erhaltenen Theilpunkt (a) mit der Transverfalen 1 eine 


Parallele und fchneide von ihr wieder einen Theil ab — C1 ab, ebenjo 














$. 160 
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ziehe man durch den erhaltenen Eckpunkt (b) eine Parallele zur Transver- 
falen 72 und ſchneide von ihr be — C1 gleich) einem Bogentheile ab; 
jegt ziehe man durch den neuen Endpunkt c eine Parallele zu 773, mache 
ce d wieder gleidy einen Bogenftüd und fahre auf diefe Weife fort, bi8 man 
das Polygon (ubedes erhält. Nun conftruire man ein anderes Polygon 
Caßyösg dadurch, daß man Ce parallel HI, «ß parallel H2, By 
parallel 73 u. ſ. w. legt und Ca—aß—ßyunfw— 61 — 72 
— 23 u. f. w. macht. Fihrt man endlich durch die Mittelpunfte von a «, 
bB,cey...fY einen Zug ÜPA, fo erhält man in demfelben annä— 
hernd die gejuchte Kettenlinte. 

Durch Anfängen einer feingegliederten Kette an einer ſenkrechten Wand 
fäßt ſich für praftiiche Bedürfniffe oft genau genug eine Kettenlinie ebenfalls 
finden, welche gewiſſen Bedingungen, 3. B. einer gegebenen Bogenweite und 
Bogenhöhe, oder einer gegebenen Bogenweite und Bogenlänge u. ſ. w. entſpricht. 





Angenäherte Gleichung der Kettenlinie. In vielen Fällen, und 
namentlic, auch bei Anwendungen in der Architektur und in dem Majchinen- 
weſen, ift die Horizontalfpannung der Settenlinie ſehr groß und deshalb ihre 
Bogenhöhe Flein gegen die Weite, Unter diefer Vorausſetzung ermittelt ſich 
eine Gleichung diefer Curve auf folgende Weife. 

Bezeichnet s die Yünge, = die Abſciſſe UN und y die Ordinate N O eines 


dig. 242. ſehr gedritdten Bogens CO, 
Ä M p dig. 242, fo fönnen wir der 
— Fr — 9 
BE” — beigefügten Anmerkung zufolge, 
Tl — — annähernd 


5 li 13)» 


daher die Verticalſpannung in einem Punkte O eines niedrigen a 


bogens: 
r=|ı — 
Eye 3 = yYy, 


und für den Tangentenwinkel TON = % ee 


3 21 egen. 





ung.g=2=|ı+3( gr 


Theilen wir die Ordinate y in m gleiche heit, fo finden wir das einem 
foldyen Theile OR entiprechende Stüd RQ — NT der Abfciffe =, indem 
wir ſetzen: 


BO= ‚tung. — OÖR.-> —— 
0 OR. tung. ꝙ IR | 4 ;(@ 
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Da x Hein fein fol gegen y, To ift annähernd RQ— OR. 3 


=. 
_% y 2y 3y 
Sept man nun OR = = und fucceffiv für 4 die Werthe ar 


u.f.w., fobefommt man nad) und nad) ſämmtliche Theile von x, deren en * 





2 442 
— 23 44) = a "erde un — 
ift und wieder der Gleichung der Parabel see: 
Gehen wir aber nod) genauer, jegen wir in 
ga-0n.tı +3(@)] 
gR=0R.2|ı +3 =) 
ftatt & den letztgefundenen Werth 5, ein, fo erhalten wir: 
— — 1 y? OR ( I y® 
— ————— 2. 
OR oR-2(ı+ 4%) —— ar 
Nehmen wir nun wieder nad) einander y — — 2y 39 u. ſ. w., und 
m’ m’ m 


jegen wir ftatt OR ebenfalle —, io finden wir nad; und nach fänmtliche 
Theile von x und hieraus die Summe jelbft: 
2 + 3 3 3 3 
— m (A) at] 
* eine ſehr große Anzahl von Gliedern iſt aber die Summe der natür- 
2? 4 
fihen Zahlen von 1 bis m, — = und die Summe ihrer Guben, — F 


(ſ. „Ingenieur“, Seite 88); es iſt — 


— ee ‚y d. 
lg — a : 
y? y* Ah + a 
l)2 — — — 
a YasTTz Ic 12 |. 


die Gleichung einer ſtark gefpannten Kettenlinie. 
Durch Umkehrung folgt: 











y* 4 ce? x? 2 
2 i — — 2 — _— 4 — — 
204 — 26 a ner rw 
daher 
® x? .. 
Br 2 ct — 3°’ oder annähernd, 


= Vreal! — 
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Das Map der Horigontalfpanmung ergiebt fich ferner: 


2 4 2 1 408 , 
e== Ei Eu — — I. + —— I_ ’ ® l. 
2x 22.120? 2x 248 y! 
_9P,& | 
ee 6 


Der Tangentenwinfel ꝙ wird beftimmt durch die 
vr 2 /EN\? ‚|: — rl 
lung. ti + lu == Ä 
z\ + — * 
22 
-71+3G) 1-39). »; 


24 ı “ 2 i 
4) tung. === 1 + R 2) 
Hierzu ift endlich noch die Nectificationsformel: 


I 2 fz\? 1 Y 
5) — 4 20 4 (2) | zu jegen. 


"Beifpiele 1) Für eine Spannweite 2b — 16 Ruß und Bogenhöbe a — 2), 


Fuß it die Yänge der Kettenlinie: 


2 2 {2,5\? 
2122611 (+ = | =)] 
+3 5) u 173 8 
— 16 + 16.0,065 = 17,04 Ruß, 


ferner die Länge des Die Horizontalſpannung meflenden Kettenitücee: 


h2 dt 64 5 ä N — x i 8 
tet + 07 = 15217 Au; 


die u des ne 


cC 


tung. = — | +7 (4 ) |-# . Ta ine 


hiernach ver ae jelbit, « =- 320 50r, 
2) Eine — von 10 Fuß kaͤnge und N) Ruß Spannweite hat die. Begenhöhe: 








1/ 3 0 — 9/,) 2% = nn: Y: 
— — — 
ci -V ae) V; TE we * 35 
— Y 1,7812 ‚‚812 = 1,555 Auf, 
und das Map ver Horizontalſpannung: 
b2 a „4752 1,335 — 
rent 8673 Ruf 


3) Wenn eine 30 Fuß * und 8 Pfund ſchwere Schnur mit einer Kraft 
von 20 Pfund fe viel wie möglich kat ice ausgeipannt wird, fo iſt die Ver— 
tealfpannung: 

V=-1G = 4 Pfund, 
die Horizontalkraft: 


f 
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H=VS?— Vv2—=V 202 — 4? — Y381 = 19,596 Pfund, 
die Tangente des Aufbängewinfele: 


tang.q = 2 == — — 0,20412, 


der Minfel » ſelbſt — ni ferner das Maf ver Horizentalfpannung : 


H 30 ae. 
= 7 —=H. == =7 H = 73,485 Ruß, 


die Spannweite: 


# ‘ 2 R J 
»»=2lı- (2) | =30.|1 — 


und die Bogenhöhe: 


(— ] — 30 20,208 29,792 3 
73,48 —i r I— 9,792 Ruß 


| 


RE / 3 29,792 . 0,208 — u; 
— 17 = — \ TV 29,792. 0,078 — 1,524 Buß. 


2 2.2 


Anmerfung 1. Man findet aus dem Halbmeſſer CA=-UCB=(lD=r 
und der Ordinate AM — y eines Kreisbegens AB, Kia. 248, die Ordinate 
AN = BN = y, des halben Bogens AD = BD, wenn man fegt: 


AB: — AM + BR — AM + (CB - cM) 
— Ali + (cB--VTR - IM) =202.-20AV CR Am, 





Fig. 248, 2. ds 19? = 2r2 — 2r Vr&— ya 
— Es iſt hiernach: 
| u 5 — 
4 | Yu V, ESEL Er oder annäherud, wenn 
— — | y Hein {ft gegen r: 





— * — “| 
a ae) 


- n | Y | Br y? ) 

j 2y: A: 2 y, rc ( 8r? 

i Dur. —— — dieſer Formel findet man die Ordinate des 
Viertelbogens: 


ES TER EHER DTEare- 
jernex, Die des Achtelbogens: 
si +7 Hr) = *60 + 3: )0 u 5) (1 + (4/9? 2) 


ne +U+Y + 5 
—— Drbinalen fehn Heiner Bögen den Bögen gleichgeiegt werden Fonnen, je 
erhalten, wir hiermad den Bogen, AB annähernd: 
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s8.y= v( +1 +%Y+0/)2 in) oder genauer: 


ln 
Aber 1 +, + 0) 60) iſt (mach „Ingenieur“ Seite 82) 
— Te — %,, daher folat: 


s= (1 T 2) Y; 
oder wenn man ftatt » die 4 BM = x einführt, nd 2rx — y? Teßt: 
=|1+% (&)]% 
Diele Formel it nicht bloß auf FREE fondern auch auf alle gedrückte 


Curvenbögen anzumenden. 
Anmerfung 2. Vergleicht man vie gefundene Gleichung 


Fig. 244. 


— 
Yı V 2c2 — — 
[> u 
a” — mit der Gleichung 
b— — 
Y :7 V2a2 2 
{ 


einer Ellipſe (ſ. „Ingenieur“ Seite 169), fe findet man: 


8 
— — n 
/ b2 b2 j 
— i> — ei Fre Y.. folglich 
c 


di 
a=3cewb=aVy, = ceV3. 
Es läßt ſich alfe eine ſtark gefpannte Kettenlinie als ein Bogen AUB, 
Fig. 244, einer Ellipſe anfeben, deren große Halbaren KU—=a:=3ec und Fleine 
Salbae KD=- KE=b=cV3 =aVY —= 0,577 u ii. 


($. 161) Gleichung der Kettenlinie. Die vollftändige Gleichung einer gemeinen 
Kettenlinie läßt fi) mittels des Höheren Calculs auf folgende Weife finden. 

Nach $. 158 iſt file den Aufhängewinfel TON—Y, Fig. 245, welchen 

Kig. 245. die Berührungslinie O T eines Punktes 

der Stettenlinie ACB mit der ho- 
— — rizontalen Ordinate 0 N einſchließt, 
| / wenn der Bogen (0 durch s be- 

zeichnet und die Horizontalipannung 








| | 
Q 
| N 7 A = ey gejegt wird: 
d — 8 
N . fung. $ — — 
| Kun iſt aber @ auch gleich dem 


Winkel OPR, welden ein Bogen- 
element OP — ös mit einem Ele- 
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mente PR — der Ordinate ON — y einschließt, und 


OR d 
tang. OPR == PR === 2 y' 
da OR: als ein Element 6x der Abfciffe ON — anzuſehen ift; demnad) 
folgt: 


or & 0: 3 c? 
re u. er I =7 
oy ( 0x 8 
Auch ift 95? — da? + Oy?, alfo oy? — 08? — Ce", 
68? — Or? c? 
und daher: ,——— — 7* 
h 0x? 3? 


Durc weitere Umformung ergiebt ich: 








— * 808 
0x2 (5 + 2) = s82 082, oder Oz = —— 
Ve+e 
Segt man s? + c2 — u, fo erhält man: 
HA 
R e R cu 
2808 = du, und Or — * — !,u '"hdu; 
u 


und durch Integration folgt num (nach Art. 18 der analyt. Hilfslehren) : 
* 
= fu Rou ——— + Const. = Vu + Const. 


1, 
— Vs2 +02 + Const, 
endlich, da x und s zugleich Null find, alfo 0 — Ve: + Const., d. i. 
Const. = — e if: 
1 = Vs + 2? — ec; ſowie umgekehrt, 
BE Ve + 92 — 2 — V2ca + , und 


Beiipiel. Wenn eine 10 Auf lange und 30 Pfund schwere Kette AUB ſe 
aufgebangen wird, daß die Bogenhöhe UM — 4 Fuß beträgt, jo hat man: 
y=%o = 3 Pfund, 
s— DB, 
Ve 


_ 


== 


und daher die Horizontalfpannung: 


Sowie wir im vorigen Baragraphen durch Entfernung von oy auf eine ($. 162) 
Gleichung zwifchen dem Bogen s und der Abfeiffe geftoßen find, ebenfo kön— 
nen wir nun durch Eliminirung von © x eine Gleichung zwiſchen dem Bogen 
s und der Ordinate y finden. Man fett zu diefem Zwede in der Gleichung: 
Of 


022° gr’ 002 = 08? — .oyf, 
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und erhält fo die. Gleichung: 


82 08? — 82 
a eo le + 0) = er, alfo 
cds 


weyaye 
Dividirt man im Zähler umd Nenner durch c und ſetzt — v, ſo 


erhält man: 


und es liefert nun die Formel XIII. im Art. 26 der analytiſchen Hülfs⸗ 
lehren das entſprechende Integral: 


yo = Ton. nat ( +-Vı+ v0), bi 
U 2 En u | 


2) y = c.Log. nat. — 


Setzt man in dieſer Formel s — V2es +22, jo erhält man die 
eigentliche Coordinatengleihung der gemeinen Kettenlinik: 
€ +2+V2ex + e) 


GC 


3) y = c.Log. nal. 
auch ift: 








* 
— L ‚nat. 
2% BL s.— x 


Endlich folgt aber durch — von 2. und 3.; milk oh 





82 — x? — 


6) — E Her) c 


und es bezeichnet e die Grundzahl 2,71828 ... des natürlichen Logarith- 
menſyſtemes (ſ. Art. 19 der analyt. Hülfslehren). 





Berfpiel. Zwei zufammengehörige Coordinaten einer Kettenlinie find »—?2 
Ruß und y = 3 Fuß, man ſucht die Horizentalfpannung ce biefer Curve? 
Annähernd tft ii — 3 des gehe 160: 
Rn 3 
= — — Eat I 
, 5 Forst eo 
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RR 7 Viren Birne LEI — ;b troiwordeiold — — 


TE een 


41? \ 17 Mn (bon I 
rn (EIER ne — bio Het 


Hierin = — "2, 58 gefeit, ‚befommtt man den Bebler: 


4,58 +2 V 358 
f = 81=- 208Im — 
— 8 — 3,085 — ug .085; 
nimmt man aber ce — 9— fo. erhält man den Fehler: 


EL a )- 8,2876 
— 3 — 3,002 £ — 0,002. 


Um aun den wahren Werth von ce zu finden, . wir einer bekannten 


Regel (ſ. — Seite 76): 


—3 — 








au — 7* — * 
auf dieſe Weiſe felgt: 16,5.c — 17,5. 238 — 258 — yuhn daher: | 
y 460 4 
4 Ha rg 30 Dt 


Anmerkung. Sehr einfach laffen fih für die gemeine KRettenlinie s, — 


und gt durch den Aufhängewinfel ® guebräden; ( es iſt nämlich nach dem Vorſtehenden 


— 
(TR 





> „zsi sul 
- und, 4 ‚tbilpsu 


mid 9 





sah ce kann man die Bogen und Goerdinätenlängen für ver⸗ 
ſchiedene Neigungs⸗ oder Aufhaͤngewinkel berechnen, und. es ‚läßt: ſich hierzu leicht 
eine, zweckmaͤßige Tabelle, wie im. „Ingenieur“, S. 353, ‚anfertigen, ‚Hierbei ;hat 
man nur eine ‚einzige Kettenlinie, am beiten diejenige, bei welcher das Map c pen, 
Herigontalfpannung — — 1 Üft, zw Grunde zu Iegen; für eine andere Ke enlinie, 
welche ver Horizehtalipanming e entſpricht, findet man dann s, 2 md indem‘ 


man die durch wie Vabelle angegebenen Werthe von's, a um Y mit 'o/multipfieien 


Wäre Hang. nie EEE sondern wis fo ne Han es it der er geineineh‘ 


Bäraßer j zu thlin, für wel er En tik sansudsnuzfun Topns an 
pipnuddn ‚NDS sn ppm Yızı —) —44 
nduod f̃ * E08. nn leur A) Hln hit mu IN 
sin. pı\? ED 
= 5 tang. p? — 5 — Si) und 
Js} 18* ;\ 
y= etang.p Eur if 


Digitized by 


2 c sin. 
ade Te . hemmen: uni) 9) 1 ä 


=, € Dog.na „ltang.o + VI. fang. —— ee. 


Google 
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Gleichgewicht der Rolle. Geile, Riemen u. |. w. find auch "die 
gewöhnlichiten Mittel, wodurd Kräfte auf Rollen und Radwellen über- 
tragen werden. Bon den Theorien diefer beiden Vorrichtungen möge deshalb 
hier noch das Allgememfte, jo viel es ohne Berückſichtigung der Reibung und 
Steifigkeit möglich ift, entwidelt werden. 

Eine Rolle (franz. poulie; engl. pulley) ift eine um eine Are drehbare 
freisförmige Scheibe ABC, Fig. 246 und Fig. 247, um deren Umfang 

Fig. 246. Fig. 247. 





ein Seil liegt, deffen Enden durd) Kräfte P und Q angefpannt werden. 
Bei einer fejten Rolle (franz. p. fixe; engl. fixed p.) ift das Gehäufe oder 
Lager (franz. chape; engl. block), worin ihre Aren oder Zapfen ruhen, unbe- 
weglich, bei einer lojen Rolle (franz. p. mobile; engl. moveable p.) hin- 
gegen ijt das Zapfengehäufe beweglid). 

Im Gfleichgewichtszuftande einer jeden Rolle find die Kräfte P und Q au 
den Seilenden gleich groß, denn jede Rolle iſt ein gleicharmiger Winkelhebel, 
den man erhält, wenn man von der Are U Berpendifel CA und CB auf 
die Kräfte oder Seilrichtungen DP und DQ fällt. Auch iſt flar, daß die 
Kräfte P und @ bei irgend einer Drehung um C einerlet Weg, nämlid) vB, 
zurüclegen, wenn » den Halbmejier CA = CB und BV den Umdrehungs- 
winkel bezeichnet, und daß ſich auch hieraus auf die Gleichheit zwifchen 7 
und ſchließen läßt. Aus den Kräften P und Q entipringt nod) eine vom 
Zapfenlager aufzunehmende Mittelkraft UR — R, die von dem Winfel 
ADB — «, unter weldjem die Seilrichtungen zufammenftoßen, abhängig - 
ift und jich als Diagonale des aus P und & zu conftruirenden Rhombus 
CP,RQ,. 





R=2P.eos. z ergiebt. 
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Bei der feiten Rolle, Fig. 246, wirft die zu hebende Laſt oder der zu $. 164 
itberwindende Widerſtand Q am einem Seilende genau wie die Kraft P; «8 
ift daher hier Kraft gleich Laft, und es bewirkt die Anwendung diejer 
Rolle nichts weiter als eine Nichtungsveränderung, weshalb man fie auch 
eine Yeitrolle nennt. Bei der lojen Rolle, Fig. 247, hingegen wirft 
die Yajt AR an dem hafenförmigen Ende des ZJapfenlagers, während das eine 
Seilende an einem unbeweglichen Gegenjtande befeftigt ift; hier ift alfo die Kraft 


P= 





[14 
2 cos. — 
2 


zu fegen. Bezeichnen wir die Schne AM B, welche dem mit Seil bededten 
Bogen entjpricht, durch a und den Halbmeſſer CA — CB, wie vorhin, 
durch r, fo ift: 

a—2AM—2.CA cos. CAM—2CA cos. ADM — 27008. 
es läßt fich daher 





— und ebenſo 
2 cos. * 
2 
P ut 
Ra 


jegen. Dieſem nad) verhält ſich alfo bei der loſen Rolle die Kraft zur 
Laft, wie der Halbmeffer der Rolle zur Sehne des Seilbogens, 
St a — 2r, bededt aljo das Seil einen Halbfreis, Fig. 248, fo fällt 
Fig. 248. die Kraft am Hleinften, nämlich P — !/, R aus; 
ft a —= r, aljo 60° von der Rolle mit Seil be- 
deckt, fo hat man P—=R. Ye Heiner mın a aus 
fällt, defto größer wird P, und fiir ein unendlich 
fleines 4, d. h. fitr eine unendlich Eleine Seilbe- 
dedung iſt die Kraft P unendlich groß. Bei den 
Wegen tritt ein umgekehrtes Verhältnig ein; ift s 
der Weg von P, welcher einem Wege A von R 
entipricht, fo hat man Ps — Rh, daher: 


8 


vi r 

Die loje Holle ift alſo ein Mittel zur Kraſtver— 
änderung, weshalb jie aud) die Kraftrolle genannt 
wird; es läßt ſich durch diefelbe z. B. eine gegebene 
Laſt durch eine Kleinere Kraft heben; in dem Ber- 
hältniffe aber, um welches man an Kraft gewinnt, 
verliert man an Weg. 
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os) - Anmerfung. Von der Zufanmenfegung der Rollen zu Rollen: und Flaſchen⸗ 
zügen, ſowie von dem Einfluſſe ver Neibung und des re auf 
das Gleichgewicht, ver Rollen tft im dritten” Bande die Rede, 


&. 165  Radwelle, Die Radwelle (franz. roue sur Varbre; engl. wheel and, 
Be ift eine. fefte, mm. eine. gemeinfchoftliche Are drehbare Verbindung, 
Fig. 249. ABFE, Fig. 249, von 
| zwei fejten Rollen oder Rä— 
dern. Das Hleinere von die 
fen Rädern heißt Welle 
(franz. arbre; engl, axle), 
das größere aber Rad (franz. 
roue; engl. wheel). Die, 
runden Enden E und F, 
womit die Vorrichtung auf? 
ruht, heißen Zapfen (franz.,, 
tourillons; engl. trunni- 
ons). Die Umdrehungsare 
einer Radwelle iſt entweder 
horizontal, oder vertical, 
oder ſchief. Hier ſoll zu— 
nächſt nur von. derjenigen, 
Radwelle ‚die Rede fein, 
welche fich um eine  horigontale Are — auch wollen wir hier vorausſetzen, 
daß die Kräfte P und Q. oder die Kraft P. und die Laſt Q an den Enden 
vollfommen biegfamer, Seile wirken, welche um die Unfänge des Rades und der 
Melle gelegt find. Die zu beantwwortenden Fragen find: in welchem Berhält- 
niſſe stehen Kraft P und Laſt Q zu einander, und welche Driüde haben die 
Zapfenlager ‚bei. E und F aufzunehmen? 





Denft man ſich in dem Punkte C, wo die Umdrehungsebene der Kraft P 
die Are EF der Mafchine jchmeidet, noch zwei Gegenkräfte CP = P und 
CP— — P wirkjam, welche der in A angreifenden Umdrehungskraft gleid) 
und ihr parallel gerichtet find, jo erhält man aus der Zuſammenſetzung die- 
jer drei Kräfte eine Arenkraft CE P— P und ein Flräftepaar (P, — P), 
deflen Moment = P. CA —= Pa ift, wenn a den Hebelarm der Kraft 
AP — P, oder: den Halbmeffer CA des Nades bezeichnet; und denfen wir 
uns gleichfalls im Punkte D, wo die Umdrehungsebene der Yajt Q@ von der 
Are E.F' gefchnitten wird, die Gegenfräfte DO — Q ımd D 0— — Q 
angebracht, ſo erhalten: wir auch noch eine Arenfraft DQ = und ein 
Kräftepaar (9, — Q), deflen Moment — Q@. DB — Qb ift, wenn b 
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den Hebelarım der in 3 angreifenden Paft Q oder den Halbmeſſer DB der 
Welle bezeichnet. 

Da die Arenkräfte U P— Pumd DO — Q von der Are aufgenommen 
werden, und folglich gar Keinen Einfluß auf die Umdrehung der Mafchine 
ausüben, jo iſt zur Herftellung des Gleichgewichts nöthig, daß die beiden im 
parallelen Ebenen wirkenden Kräftepaare (P, — P) und (Q. — Q) (vergl. 
8. 94) gleiche Momente haben, daß aljo 

Pa — ®b, oder 


ift. 

Es iſt alfo bei jeder beliebig langen Radwelle, wie bei jedem 
Hebel, im Sleichgewichtszuftande, das Moment Pa der Kraft 
gleich dem Momente Qb der Laſt, oder das Verhältniß der Kraft 
zur Paft gleicd) dem des Yaftarmes zu dem Kraftarme. 

Wirken mehr als zwei Kräfte an einer Radwelle, jo ift natürlich aud) die 
Summe der Momente dev Kräfte, welche nad) der einen Umdrehungsrichtung 
wirken, gleich der Summe dev Momente der Kräfte mit der anderen Umdre— 
hungsrichtung zu jegen. 


Die Axenkräfte CP — P und DO — 9 laſſen ſich nur noch in die $, 166 
Berticalfräfte CP, = P, md DO, — Q,. und in die Horizontalfräfte 
CP, — P, ud DQ% — Q. zerlegen; es geben nun die erfteren Kräfte 
in Bereinigung mit dem im Schwerpunkte S der Mafchine angreifenden 
Gewichte F der Maſchine den gefammten verticalen Zapfendrud, d. i.: 
Y,+R=P +P + Gr, 
während aus den Horizontalfräften P, und Q, jeitliche Zapfendrüde A, und 
Hz hervorgehen. Iſt & der Neiqungswintel PC P, der Richtung der Kraft 
P gegen den Horizont, und 5 der Neigungswintel Q D der Laſt, fo hat 
man: j 
nn — Psin.« und P, — Peos. «, fowie 
J, — Qsin.B und — — cos. B. 


Iſt ferner 7 die ganze Axenlänge EF, d der Abftand CE, e der Abſtand 
DE und ec der Abftand SE der Arenpunfte C, D und S von dem einen 
Arenende E, fo hat man der Theorie des Hebels ($. 137) zufolge: 

1) Wenn man E als Stützpunkt des von den Kräften P,, Q, md G 
ergriffenen Hebels FF anjieht: 

n.EF=P.EC+HQA.ED+G.ES»i.: 
Yl=Pd-+ Qe Fan 


Meisbach's Lehrbud der Mechanik. I. 4 


18 
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wonach ſich der Berticaldrud : 
Y. Pd+Qe+Gs 
ea 


ergiebt, und 
2) wenn man F' als Stütpunft des gedachten Hebels behandelt: 
n.FE=PM.FCHQA.FD+G.FS vi. 
n!=PÜa—-HAaAt—))+El — 59), 
fo daß der Verticaldrud: 
— l—d)+&Qı — 660— 8) 


folgt. 
Fig. 249. 





Rz 
Die Horizontaldriide H, und ZI, ergeben ſich aus den Horizontalfräften 
P, und Q, wie folgt. 
1) Wenn man E als Stügpunft des von P, und @, ergriffenen Hebels 
E F- annimmt, und hiernad) 
H.EF=P.EC— @&.ED,».i.: 
H1— Pd — Rec 


P,d — Ve 


fest, folgt der Horizontaldrud: Ha — 


‚und 


2) wenn man F' als Stütpunft behandelt: 
H, .‚FE=PR.FC— Q&.FD,». i.: 
Ati=PRlÜi-)—- QG(l-— eo), 
ergiebt fich der Horizontaldrud:: 
zen an, 
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Durch Anwendung des Kräfteparallelogrammes erhält man nun die ge- 

fanımten Drüde R, und R, an den Zapfen Z und F\ und zwar: 
R=-VR+MwR—=VV+ HH. 

Sind endlid) noch d, und Ö, die Winfel A, EH, und R,FH,, um 

welche diefe Drücke von dem Horizonte abweichen, jo hat man: 
N Rı . Kt} 
tang. d, — H und fang. d, — 7 

Beiſpiel. Die Laſt Q einer Radwelle zieht ſenkrecht nieder und beträgt 
365 Pfund; der Halbmefler des Rades it «a — 1%, Auf; der Halbmefler der 
Melle, b— %, Auf; das Gewicht der leeren Napwelle beträgt 200 Pfund; ihr 
Schwerpunft fteht von dem Zapfenlager & um s — 1%, Ruß ab, das Nadmittel 
it um d — %, Ruß von diefem Zapfen FE und die Verticalebene, in welcher vie 
Laſt wirft, it um e — 2 Ruß von demfelben entfernt, während die ganze Aren— 
line EF = 1 4 Ruß beträgt, wenn nun die zur Heritellung des Gleichge— 
wichts nöthige Kraft P am Rave, unter einem Winfel « von 50 Grad vom Hori— 
zonte abweichend, niederzieht, wie groß wird dieſelbe ausfallen und welches werden 
die Zapfendrüde fein? Es it = 365, 4 — MP, folglih Q, = Q sin. = Q 
und ),=Q cos.$=0, ferner P unbefannt und «== 509, daher PR, —=Psin. « 
— 0,7660.P und P, = I’ cos.a — 0,6428. P; nun it aber a = 1%, = Y, 
und b — %,, es folgt daher: 

b 


P=-Q=%.365 — 156,4 Bio., P, = 1198 und P, = 100,5 Po. 


Weil ferner — A, d — S, e — 2 ws—= % il, fe folgt —d= 1%), 
l — e — 2 und I —s—%. Nun ergiebt ſich: 
1) Für ven Zapfen F': 
der Berticaldrud 
198.3, + 365.2 + 200 . 3%, 
u — DD user 2 


und der Horizontaldruck: 
Er ’ 

— LEE end — 18,8 Pfund, 
folglich der Mittelvrud: 

R, = VV?2 + H2 — V 2802 -+ 18,8? — 280,6 Pfund, 
und für deſſen Neigung d, gegen den Horizont: 
280,0 
18,8 ’ 
2) Für den Zapfen E: 

13 365.5 5 
1198.13, + > 2 +20. % _ 4048 Bund, 


— 280,0 Pfund, 


tang. d, ⸗ Log. tang. d, = 1,17300, aljo d, = 86° 9,5. 


5,1/ — 
— 100,5 . 13/, 0 
4 
folglich der Mitteldrud: 
R, = VV® + H% = V 404,82 + 81,72 — 413,0 Pfund, 
18* 


— 81,7 Pfund, 
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und für retten Reſaung F. zeaen len Versienf: 


11.50 _ j 
EL a — — -., Lon. tan. I. — nun . me 


Uebrigens nt sehr richtta: 
[” ı 7° mi Lo iii — mie oe P a et). — fr, und ebene 
H 2 “1,7 ii - wi pP + my. 


Fünftes Tapttel. 
Die Widerſtände der Reibung und Steifigkeit der Seile. 


Widerstand der Reibung. ir haben ſeither angenommen «3. 1, 
daß zwei Körner nur durch Kräfte wintetrecht zur gemenmchaftlichen Berüb- 
rungsebene auf inander wirfen önnen. Wären diefe Mörper volkommen 
ſtarr und ihre Therflachen an den Zreilen der Berührung vollfonnmen mathe— 
matiſche, d. 5. auch nicht von der tleimtten ungeſetzmäßigen Erhabenheiten 
und Lertiefungen unterhrochen. to wurde dieſes (Were auch durch die Erfah— 
rung vollkommen beſtätigt werden: weil aber jeder materietle Körver einen 
gewifen Grad von Slaſttertät, oder nach Befinden Weichheit, befist, und weil 


die Oherfläche eines ſeden Körpers, ſelbſt wenn ſie volirt oder in hobem (Yrade 
geglättet iſt, noch kleine Erhöinmgen und Verttefungen bat und im Folge der 
Poroſität der Materie kein Continuum bildet, To findet bei der gegenſeiti— 
gen Wirkung zweier ſich berührenden Körper auch immer ein gegenieitiges 
Eindrücken und Wingreiten der Ibeile am der Berührungsſtetle ftatt, wodurch 
ich ein Zuſammenhang zwiſchen beiden Mörpern bilder, der nur durch eme 
beiondere Kraft, deren Richtung in Die Berübrungsebene feibft Fällt, aufgebo 
ben werden kann. 

Dieſer, durch das Eindringen und Ineinandergreifen der ſich beriihrenden 
Körper hervorgebrachte Znſammenhang und der daraus entſpringende, in der 
Derihrungsebene wirkende Widerſtand iſt es, welcher den Namen Reibung 
(franz. frottement; engl. frietion) erhalten hat. Die Reibung tritt bet der 
Kewegung der Körper als eine paſſive Kraft oder als Widerſtand (Rei— 
hungammderitand) anf, weil jie nur Bewegungen verhindert oder hemmt, diefelben 
aber mie erzeugt oder befördert. Zie läßt ſich bei Unterſuchungen in der 
Mechamf als eine Kraft einführen, die jeder Bewegung, deren Richtung in 
die (Sbene der Berlihrung beider Körper fällt, entgegemvirft. In weldyer 
Richtung man auch einen auf einer horizontalen oder geneigten Ebene ruhen— 
den Körper fortbeiwegt, immer wird die Reibung in der Richtung der Bewe— 
gung entgegenwirken, ſie wird z. B. dem Hinabjinfen auf der fchiefen Ebene 

' 
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ebenfo viel hinderlich fein als dem Hinaufgleiten auf derfelben. Bei einem 
im Sleichgewichtszuftande befindlichen Kräfteſyſteme erzeugt der Heinfte Zuſatz 
an Kraft Bewegung, jo lange die Reibung außer Spiel bleibt; influtrt aber 
diefelbe, jo ift zur Störung des Gleichgewichtes ein größerer, von der Rei— 
bung abhängiger Zuſatz an Kraft nöthig. 


Während der Ueberwindung der Reibung werden die in Berithrung gekom— 
menen Theile zufammengedrüct, die vorftehenden Theile umgebogen, nad) Be: 
finden abgeriffen, abgebrodyen u. |. w. Es hängt deshalb die Reibung nicht 
nur von dev Rauhigkeit oder Glätte der reibenden Flächen, fondern auch von 
der materiellen Beichaffenheit der Körper felbft ab. Härtere Metalle geben 
z. B. meift weniger Neibung als weichere. Uebrigens laffen ſich über die 
Abhängigkeit der Reibung von den natürlichen Eigenfchaften der Körper a 
priori feine allgemeinen Regeln dufftellen; es ift vielmehr nöthig, mit Kör— 
pern von verjchiedenen Materien Reibungsverſuche anzuftellen, um daraus die 
unter anderen Verhältniffen ftattfindenden Reibungen zwiichen Körpern von 
denſelben Materien ermitteln zu können. 

Einen beſonderen Einfluß auf die Reibung und auf das daraus hervorge— 
hende Abreiben und Abnutzen der ſich berührenden Körper üben die Schmie— 
ren (franz. les enduits; engl. the ungents) aus, mit denen man die ſich 
veibenden Flächen beſtreicht. Durch die ganze oder halbflüffigen Schmiermit- 
tel, wie Del, Unfchlitt, Fett, Seife u. ſ. w., werden die Poren der Körper 
ausgefüllt und andere Hauhheiten vermindert, und wird Üiberhanpt das tiefere 
Eindringen der Körper in einander verhindert, weshalb fie meiſt eine bedeu— 
tende Verminderung der Reibung herbeiführen. 

Uebrigens ift die Reibung nicht mit der Adhäfion, d. h. mit demjenigen 
Zufammenhängen zweier Körper zu verwechjeln, welches eintritt, wenn Kör— 
per in vielen Bunkten in Berührung fommen und ein gegenfeitiger Drud nicht 
jtattfindet. Die Adhäfion wächſt mit der Größe der Berührungsflähe und 
{ft vom Drude unabhängig, während bei der Reibung das Gegentheil jtatt 
hat. Bei Heinen Preilungen tritt fie in Beziehung auf die Reibung bedeu— 
tend hervor; find aber die Preflungen groß, jo tft fie nur ein kleiner Theil 
der Reibung und in der Regel ganz zu vernachläffigen. Schmieren, wie über- 
haupt alle flifjigen Körper, vermehren die Adhäfion, weil fie eine größere 
Anzahl von Berührungspunften hertellen. 


Reibungsarten. Wan unterjcheidet zwei Arten der Reibung von ein- 
ander, nämlich die gleitende und rollende oder wälzende. Die gleitende 
Reibung (fra. f. de glissement; engl. f. of sliding) ift derjenige Rei— 
bungswiderftand, welcher ſich herausstellt, wenn ſich ein Körper gleitend, d. h. 
jo bewegt, daß alle Punkte deſſelben parallele Yinien bejchreiben. Die 
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rollende oder wälzende Reibung (franz. f. de roulement; engl. f. of 
rolling) hingegen ift derjenige Widerftand, welcher beim Wälzen, d. h. bei 
derjenigen Bewegung eines Körpers entjteht, wo ſich jeder Punkt progrefjiv 
und drehend zugleich bewegt und der Berührungspunkt auf dem bewegten 
Körper einen eben fo großen Weg zurücklegt als auf dem ruhenden Körper, 
Ein gegen die Ebene HR ſich jtigender Körper M, Fig. 250, geht z. 2. 


Fig. 250. Fig. 251. 


(ı 
’ 


% 





gleitend über die Ebene Hin und hat jomit gleitende Reibung zu itberwinten, 
wenn alle Punkte defielben, wie A, B, Cu. . w., die parallen Wege A A,, 
BB,, CC, u.f.w. zurücklegen und deshalb immer nur diefelben Punkte des 
bewegten Körpers mit anderen der Unterlage in Berührung fommen. Der 
Körper M, Fig. 251, rollt oder wälzt fich dagegen auf der Ebene HR und 
hat dabei wälzende Reibung zu überwinden, wenn fich die Punkte A, B 
u. f. w. feiner Oberfläche jo bewegen, daß der Weg AEB, — dem Wege 
ADB = A,D: B,, ebenfo der Weg AE — dem Wege AD, der Weg 
BE= BD: u. |. w. ift. ' 


Eine befondere Art der gleitenden Neibung ift die Aren= oder Zapfen: 
reibung, welche entjteht, wenn jich ein cylindriicher Zapfen in feinem 
Lager herumdreht. Man unterjcheidet aber zweierlei Zapfen, liegende und 
ftehende. Der liegende Zapfen (franz. tourillon; engl. axle, auch 
gudgeon) reibt fid) an feinem Umfange oder Mantel, indem nach und nad) 
andere Punkte dejfelben immer mit denjelben Punkten des Lagers oder der 
Pfanne in Beriihrung fommen. Der ftehende Zapfen (franz. und engl. 
pivot) hingegen drüct mit feiner Freisförmigen Baſis gegen das Lager, wäh: 
rend die Punkte der legteren in concentrifchen Kreifen herumgehen. 


Beſondere Keibungen entjtehen noch, wenn ein Körper über einer Schneide 
ojeillirt, wie 3. BD. beim Wagebalfen, oder wenn ein fchwingender Körper in 
einer Spige aufliegt, wie z. B. die Magnetnadel. 


Ferner ijt die Reibung einzutheilen in unmittelbare Reibung (franz. 
f. immediat; engl. immediate f.) und in mittelbare Reibung (franz. 
f. mediat; engl. mediate f.). Bei jener find die fich reibenden Körper in 
unmittelbarer Berührung; bei diefer find fie hingegen durch Schmieren, 5. B. 
durch eine dünne Delichicht u. ſ. w. von einander getrennt. 


$. 170.) Die Widerſtände der Reibung unb Steifigkeit ıc. 279 


Endlich unterfcheidet man noch die Reibung der Ruhe (franz. f. de 
repos; engl. f. of quiescence), weldye zu liberwinden ift, wenn ein ruhender 
Körper in Bewegung gejegt wird, von Reibung der Bewegung (franz. f. 
de mouvement; engl. f. of motion), welche ſich der Fortfegung einer Bewe— 
gung entgegenfeßt. 


Reibungsgesetze. Die allgemeinen Gejege, welchen die Reibung unter- $. 170 
worfen ift, find folgende: 

1) Die Reibung ift proportional dem Normaldrude zwijchen den 
fich reibenden Körpern. Wenn man einen Körper jegt noch einmal fo jtarf 
gegen feine Unterlage drückt als vorher, fo fällt die Reibung aud) nod) ein- 
mal jo groß aus; der dreifache Druck giebt auch eine dreifache Reibung u. |. w. 
Wenn diejes Gefe bei Heinen Drüden Abweichungen von den Beobachtun— 
gen giebt, jo hat man dieſe dem hier verhältnißmäßig größeren Einfluffe der 
Adhäfion beizumeſſen. 

2) Die Reibung ift unabhängig von der Größe der Neibungs- oder 
Berührungsflähen. Je größer die Neibungsflächen find, defto größer ift 
zwar die Zahl der ſich reibenden Theile, allein defto kleiner iſt auch der Drud 
und deshalb auch die Reibung eines jeden Theiles; die Summe der Neibun: 
gen aller Theile iſt deshalb bei einer größeren Fläche diefelbe wie bei einer 
fleineren, infofern der Druck und die übrigen Verhältniſſe diejelben find. 
Sind die Seitenflächen eines parallelepipediichen Ziegelſteines von gleicher 
materieller Beſchaffenheit, jo ift die Kraft zum Fortſchieben deffelben auf 
einer horizontalen Ebene diefelbe, man mag ihn mit der Fleinjten oder mit der 
mittleren oder mit der größten Seitenfläche aufruhen laſſen. Nur bei fehr 
großen Seitenflächen und Heinen Drücken jcheint diefe Regel in Folge des 
Einfluffes der Adhäfion eine Ausnahme zu erleiden. 

3) Die Reibung der Nuhe iſt zwar meist größer als die der Bewegung, 
letztere aber ift von der Gejchwindigfeit nicht abhängig; fie ift bei großen Ge— 
ſchwindigkeiten diefelbe wie bei kleinen Geſchwindigkeiten. 

4) Die Reibung eingefchmierter Flächen (mittelbare Neibung) it in der 
Kegel Heiner als die uneingeſchmierter Flächen (unmittelbare Reibung), 
und hängt weniger von den ſich veibenden Körpern als von der Schmiere 
felbft ab. 

5) Die drehende oder Zapfenreibung ift Kleiner als die gemeine gleitende 
oder fchiebende Neibung; die wälzende Reibung zwiſchen glatten Flächen ift 
in den meiften Fällen jo flein, daß fie in Rückſicht auf die gleitende Reibung 
nicht in Betracht zu ziehen ift. 

Anmerfung. Die vorftehenden Regeln gelten ſtreng nur danır, wenn ber 


Zapfendruck auf die Flächeneinheit ein mittlerer it, und wenn die Umfangsgefchwin- 
digfeit des Zapfens gewiſſe Grenzen nicht überschreitet. Diefer mittlere Drud auf 
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den Quadratzoll ift etwa 250 bis 500 Pfund, und die mittlere Umfangsgefchwin: 
digkeit 2 bis 10 Zell, Bei viel kleineren Drüden bildet die Adhäſion einen anſehn— 
lichen Theil des Wiveritandes, welcher dann auch von der Größe der Neibungsfläche 
mit abhängt, und bei jehr großen Drüden und Geſchwindigkeiten findet eine fe 
große Wärmeentwidelung ftatt, daß die Schmiere ſchnell verdampft, und der Zapfen, 
fowie das Lager veilelben, ver Zerſtörung entgegeneilt. Laſſen ſich große Geſchwin— 
digfeiten nicht umgeben, wie z. B. bei Gifenbahbnwagen, Turbinen u. ſ. w., jo 
muß man ver Erhitzung der Zapfen durch Vergrößerung der Reibungsfläche, d. 1. 
durch größere Stärfe und Länge der Zapfen, entgegenwirfen. 


Der Reibungscoefficient. Aus dem erften der im vorigen Paragraphen 
aufgeführten Geſetze läßt ſich zumächft 
Folgendes ableiten. Ein Körper A C, 
Fiqg. 252, drücke gegen feine Unterlage ein 
Deal mit der Kraft N umd erfordere zum 
Fortziehen, d. h. zur Ueberwindung ſei— 
ner Reibung, die Kraft F und ein zwei— 
tes Mal mit der Kraft N, und made 
danı die Kraft F} nothwendig, um aus 
der Ruhe in Bewegung überzugehen. 
Nach dem Vorigen tft nun: 

= — und daher F = — 

Hat man durch einen Verſuch die einem gewiſſen Drucke Nmentſprechende 
Reibung F, gefunden, jo findet man hiernach, wenn die ſich reibenden Kör— 
per und die Übrigen Umſtände diefelben find, die einem anderen Drude 
N entjprechende Reibung F', indem man dielen Drud durd) das 


Verhältniß — zwiſchen den der erſten Beobachtung entſprechen— 
N 


den Werthen F, und N, multiplicirt. 

Diejes Verhältwiß der Reibung zum Drude oder die Neibung für den 
Drud — Eins, z. B. 1 Pfund, heißt der Reibungscoefficient (franz. 
coöfficient du frottement; engl. coefficient of frietion) und foll in der 
Folge immer durd) ꝙ ausgedrückt werden, weshalb ſich allgemein 

F—=g.N jegen läßt. 

Der Reibungscoefficient iſt bei verjchiedenen Mlaterien und verjchiedenen 
Zuftänden der Neibung verschieden und muß deshalb durch befonders hierzu 
angeftellte Verſuche ermittelt werden. 

Wird der Körper A C um den Weg s auf der Unterlage fortgezogen, fo 
hat man die Arbeit F's zu verrichten; e8 ift alfo die von der Reibung be- 
anjpructe mechaniſche Arbeit @ N s gleich) dem Producte aus Reibungs— 
coefficient, Normaldrud und Weg auf der Berüihrungsebene. Iſt die Unterlage 
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ebenfall® beweglich , jo hat man unter s — sı — 5, den relativen Weg des 
Körpers zu verftehen und es ift dann Fs — PN s die Arbeit der Reibung 
für beide Körper zufammengenonmen. Der fchneller gehende Körper nimmt 
beim Durdjlaufen des Weges 5; die Arbeit P Ns, in Anſpruch und der lang- 
ſamer gehende Körper gewinnt bei Zutitdlegung des Weges 5, durd) die Rei- 
bung die Arbeit @ N x; e8 ift alſo der durch die Reibung zwiichen beiden 
Körpern entjtehende Arbeitsverluft: 
Ns — Ns, =gN (s —u)=gNs. 


Beifpiele. 1) Wenn bei einem Drude von 260 Pfund die Neibung 91 Pfund 
beträgt, fo ift der entiprechenne Reibungscoeffiient pp — May = Ya = 035. 
2) Um einen 500 Pfund jchweren Schlitten auf einer berizontalen und ſehr glatten 
Schneebahn fortzuzieben, it bei vem Meibungscevefficienten 7 — 0,04, die nöthige 
Kraft F' — 0,04 . 500 — W Pfund. 5) Wenn der Neibungscoefficient einer auf 
dem Strafenpflaiter fertgezogenen Schleife 0,45 und die Belaftung dieſer Schleife 
500 Pfund beträgt, jo iſt die erforderliche Arbeit, um dieſe Schleife 450 Ruf fort 
uziehen, Ns — 0,45 . 500 . 480 — 108000 Fußpfund. 


Der Reibungswinkel und Reibungskegel. Yiegt ein Körper AU, $. 172 

Rig. 258. dig. 253, auf einer ſchiefen Ebene 
FH, deren Neigungswinfel FHR 
— « iſt, jo läßt ſich deſſen Gewicht G 
in den Normaldruck N — @ cos. « und 
in die Parallelfraft S—= @ sin. «x zer: 
legen. Aus der erfteren Kraft entipringt 
nun die Reibung F— 4 @ cos. «, 
welche jeder Bewegung auf der Ebene 
entgegemvirft, weshalb die Kraft zum 
Hinaufichieben auf der Ebene: « 

’=rFıS pP Gecos.a + Gsin.e 
= Gin. « 0 cos. c) G, dagegen die Kraft zum Hinabſchieben: 

P — F— S — (ycos.a«a — sin.a) G 
ausfällt. Die letztere Kraft fällt Null aus, d. h. der Körper erhält ſich durch ſeine 
Reibung auf der ſchiefen Ebene, wenn sin. — y cos. @, d. i. wenn tung. « 
— 9 iſt. So lange die fchiefe Ebene einen Neigungswinfel « hat, deſſen 
Tangente Heiner als p ift, fo lange bleibt der Körper auf der ſchiefen Ebene 
in Ruhe; ift aber die Tangente des Neigungswinkels wenig größer als 9, fo 
gleitet der Körper auf der fchiefen Ebene herab. Man nennt diefen Winkel, 
d. 1. denjenigen, deffen Tangente dem Reibungscoeffictenten gleid) 
iſt, Reibungs-, aud) Nuhewinfel (franz. angle du frotteinent; engl. 
angle of frietion, angle of resistance). Es ergiebt ſich hiernach durd) Be— 
obachtung des Keibungswinfels E, der Keibungscoefficient (für die Reibung 
der Ruhe), wenn man feßt: 9 — taung.d. ı 
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In Folge der Reibung nimmt die Oberfläche FH, Fig. 254, eines Kör- 
pers nicht nur den Normaldrud N eines anderen Körpers A B, fondern aud) 
Kia. 254. deifen ſchiefen Drud P auf, wenn nur die Ab— 
weihung NBP — « der Richtung dieſes 
Drudes von der Normale BN nicht den Rei: 
bungswinfel itberfchreitet; denn da die Kraft I 
den Normaldrud: 
BN— Peos. « 
und den Seiten oder Tangentialdrud: 
BS=-S—-Psin.« 
giebt und aus den Normaldrude P cos. x die 
jeder Bewegung in der Ebene FH entgegen- 
wirfende Reibung ꝙ P cos. « entfteht, jo wird S eine Bewegung nid)t hervor: 
bringen fünnen, alſo im Gleichgewicht bleiben, jo lange 
p Pcos. « > Psin.a ober ꝙ cos. > sin.a,d. 1. 
tang.a << p wer a < 0 
ift. Dreht man den KRuhewinfel C BD — 0 um die Normale U B, fo 
bejchreibt er einen Kegel, den man Keibungsfegel (franz. cone de fr.; 
engl. cone of resistance) nennen kann. Der Keibungsfegel umſchließt alle 
diejenigen Kraftrichtungen, bei welchen eine vollftändige Aufnahme des fchie- 
fen Drudes ftattfindet. 

Beifpiel. Um einen gefüllten und 200 Pfund fchweren Kübel auf einer unter 
50 Grad aniteigenden Holzbahn hinaufzuziehen, iſt bei einem KReibungscoefficienten 
p — 0,48 die nöthige Kraft: 

P = (vcos.a + sin.«) G = (0,48 cos. 50° + sin. 500) . 200 
— (0,308 + 0,766) . 200 = 215 Pfund; 
um ihn binunterzulaffen, oder fein Hinuntergehen zu verhindern, iſt dagegen die 
erforderliche Kraft: 
P = (pP cos.« — sin.«) G = — (sin. 500% — 0,48 . cos. 50°) . 200 
P, = — (0,766 — 0,308) . 200 = — 91,5 Pfund. 





$. 173 Reibungsversuche. Perjuche iiber die Reibung find von Vielen ange: 


@ 


ftellt worden; am ausgedehntejten und im größten Maßſtabe ausgeführt find 
aber die Verjuche von Conlomb und Morin. Beide wendeten zur Erfor- 
hung der Reibungscoefficienten für die gleitende Bewegung einen auf einer 
horizontalen Bahn fortgleitenden Schlitten an’, der durch ein itber eine fefte 
Rolle weggelegtes und durd) Gewichte angefpanntes Seil fortgezogen wurde, 
wie in fig. 255, wo AB die Bahn, U D den Schlitten, E die Nolle und 
F das finfende Gewicht vorftellt, zu erfehen ift. Um die Reibungscoefficienten 
für verfchiedene Materien zu erhalten, wurden nicht nur die Schlittenläufe, 
fondern die die Unterlage bildenden Balken mit möglichit abgeglätteten Schie— 
nen aus den zu unterfuchenden Subftanzen, wie Ho, Eifen u. ſ. w. beffeidet. 
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Die Eoefficienten für die Reibung der Ruhe ergaben ſich aus dem Gewichte, 

welches nöthig war, um den Schlitten aus der Ruhe in Bewegung zu ſetzen; 

Fig. 255. und die Koefficienten fiir 

e_ die Reibung der Bewegung 

: ließen ſich mit Hilfe der 

Zeit berechnen, welche der 

Schlitten brauchte, um einen 

gewiſſen Weg s zu durch: 

0 u E laufen. Iſt @ das Gewicht 

SE SER AR LK RU des Schlittens und P das 

Gewicht zum Fortziehen 

deſſelben, ſo hat man die Reibung — G, die bewegende Kraft — — ya 
PH+G 





und die Maſſe — — es folgt daher nad) $. 68 die Acceleration 
9 
der entſtehenden gleichförmig beſchleunigten Bewegung: 
— — GE 
— a 


und, durch Umkehrung, der Neibungscoefficient: 
E P+ 6. pP 


-G- (Fr 4 





Ic 
Es ift aber noch s — 1372 ($ 11), daher p — 7, und 
pP P+@32s 


——— Bo 
r 4 ! 
Läßt man den Schlitten von einer ſchiefen Ebene herabgleiten, jo tjt die 
bewegende Kraft — G (sin. @ — @ cos. «), und die befchleunigte Mafie 





=—, daher die Beichleunigung 


25 (Fr (sin. a — @ cos. & 
Pp= * = a (sin. « — @ cos.e). 
28 i J 
oder: 7 — sin. & — Pcos. @, und daher der Coefficient der glei— 
tenden Reibung 
28 
p — fang. — 


gt? cos. « j 
Bezeichnet / die Höhe, 7 die Yänge und a die Baſis der geneigten Ebene, 
fo hat mau auch 


we hi 2el 
a gar? eguna 


Zur Ausmittelung der Reibungscoefficienten für die Zapfenreibung wurde 
eine fefte Rolle A OB, Fig. 256 (a. f. S.), mit einem umgelegten und durch 
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Gewichte P und 9 angeipannten Seile angewendet. Aus der Summe 
P + Q der Gewichte ergab ſich der Drud 7%, und aus der Differenz P— Q 
die Kraft am Umfang der Rolle, welche der Reibung F— ı (Pt Q) am 
Unfang des Zapfens das. Gleichgewicht hält; ift nun C A — a der Rollen— 
halbmefier und? UD = r der Zapfenhalbmejier, fo hat man wegen der 
- Gleichheit der ſtatiſchen Momente: 
?- V)u=-lr—=gyiP+Wr. 
und daher für die Reibung der Ruhe: 
P— Qu 
op == — · —, 
dagegen für die der Bewegung, wenn das Gewicht Z’ in der Zeit ums 
ſinkt und @ eben fo viel fteigt: 
= /’P— U 2894 
* — — — 
Zu den uneueſten Verſuchen über die Zapfeunreibung hat der Ingenieur 
Hirn den in Fig. 257 abgebildeten Apparat, welchen er eine Reibungswage 
dig. 2:6. Fig. 257. 








(balance de frottement) nennt, angewendet. Es ijt hier C der durd) irgend 
eine Majchine, 3. B. durch ein Wafjerrad, in ftetige Umdrehung zu fegende 
Zapfen, D das Zapfenlager und ADB ein gleicharmiger Hebel, welcher 
mittels der Gewichte ? und dieſes Yager auf den Zapfen aufdritdt. Der 
Zapfendruf R—= P + @ erzeugt die Neibung 
F=opR P 0 

zwiſchen, dem Zapfen und ſeinem Lager. Mit dieſer Kraft ſucht der in der 
Richtung des Pfeiles umlaufende Zapfen das Yager ſammt dem mit ihm feſt 
verbundenen Hebel ADB umzudrehen, und es iſt daher, um denſelben in 
horizontaler Yage zu erhalten, auf der einen Seite A deflelben das Gewicht 
P fo viel größer zu nehmen, al$ das Gewicht Q auf der anderen Seite, bie 
P — @ der Reibung F das Gleichgewicht hält. Nun wirft aber die Kei- 
bung Fan den dem Zapfenhalbmefler gleichen Hebelarne U D— r, umd 
die Gewichtsdifferen; 2 — Q an dem Arme UA =: «a, weldye dem Horis 
zontalabjtande der Are C des Zapfens von der Berticalen durch den Aufhänge- 
punft A gleich ift; daher hat man: 
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Fr=g9Rr — (P+Q)r=-(P— Qu. 

und den gejuchten a wieder 

P— P—Q a 

u P+OQ VO r 
Anmerfung. Vor Coulomb hatten ih ſchen Amontens, Bamus, Bülf— 
finger, Mufchenbroef, Ferguſon, Vince u. N. mit der Neibung befchäftigt 
und Verfuche über die Reibung angeitellt. Die Ergebniſſe aller diefer Unterfuchun: 
gen haben jedoch für die Praris wenig Werth, weit fie im zu fleinem Mafitabe 
. angestellt werden find. Denfelben Mangel haben jelbit noch die Verfuche von 
Ximenes, welche mit denen von Goulomb fait gleichzeitig angeitellt wurden. 
Die Grgebnifle des Ximenes findet man in dem Werke „Teoria e Pratica delle 
resistenze de’ solidi ne’ loro attriti, Pisa 1782. Die Verfuhe Goulomb’s 
find ausführlich beichrieben in vem Werfe: „Theorie des machines simples etc. 
par Coulomb. Nouv. edit. 1821. Einen Auszug biervon findet man in 
ver Preisichrift ven Metternich „vom Widerſtande der Meibung, Aranffurt und 
Mainz 1789“. Die neueren Verſuche über die Neibung wurden von Mennie und 
Morin angeitell. Mennie wendete bei feinen Verſuchen tbeils einen Schlitten 
auf horizontaler Bahn, theils aud eine ſchiefe Ebene an, von welcher er die Kor: 
per berabgleiten ließ und wobei er aus dem Meibungswinfel auf die Größe ver 
Reibung Schloß. Die Verfuche Nennie’s eritredfen fih auf mannigfaltige in der 
Technik verfommende Stoffe, als Gis, Tuch, Yever, Holz, Steine und Metalle; fie 
liefern auch wichtige Ergebniſſe über die Abnugung der Körper, allein der Apparat 
und die Art der Ausführung vieler Verſuche laſſen eine hinreichende Sicherheit, wie 
fie zumal die Verfuche Morin's erreicht zu haben jcheinen, nicht erwarten. Cine 
deutiche Bearbeitung der Rennie'ſchen Verſuche liefert ver 17. Band (1832) der 
Wiener Jahrbücher des K. K. polytechniſchen Inſtitutes, auch der 34. Band (1529) 
von Dingler’s polytechniſchem Journal. Die ausgedehnteſten und einen hoben 
Grad von Sicherheit verfprechenden Verſuche find von Morin zur Ausführung 
gebracht werden, obgleich nicht abgeleugnet werden fann, daß die einige Zweifel und 
Unftcherheiten, und noch dies und jenes zu wünfchen übrig laffen. Es it bier nicht 
der Ort, die Methoden und Apparate bei diefen Verſuchen zu bejchreiben, wir fün: 
nen hier nur auf Morin’s Schriften: „Nouvelles Experiences sur le frotte- 
ment“ u. ſ. w. verweifen. Eine vortrefilihe Bearbeitung des Artifels „Reibung“ 
und eine ziemlich ausführliche Beichreibung aller Berfuche über die Reibung, namentlich 
auch der Morin’ichen, giebt Brir im den Verhandlungen des Vereins zur Beförz 
derung des Gewerbfleißes in Preußen, 16. und 17. Jahrgang, Berlin 1937 und 
1838. Meuere Verſuche über die mittelbare Neibung , namentlich mit Berückſichti— 
qung der verichievenen Schmiermittel, von M. G. Ad. Hirn, find befchrieben im 
Bulletin de la societ&e industrielle de Mulhouse, No. 128 und 129, 1855, 
unter dem Titel: „Etudes sur les prineipaux phenomerfes que prösentent 
les frottements mediats ete.“; im Auszuge: „polntechnifches Gentralblatt, 1855. 


Lieferung 10%. Die neueiten Verſuche über die Neibung von Bochet find unter, 


der Weberichrift: „Nouv. Recherches experimentales sur le frottement de 
glissement, par M. Bochet“ in ven Annales des Mines, Cinq. Serie, Tome 
XIX, Paris 1361, befchrieben. Ueber die Berfuche mit Waltjen’s Reibungswage 
giebt Herr Prof. Rühlmann im polgtechniichen Gentralblatt 1861, Heft 10 einige 
Nachrichten. 

Reibungstafeln. Folgende Tabellen enthalten eine gedrängte Zuſam— 
menftellung der im Praktifchen vorziiglic brauchbaren Goefficienten der 


gleitenden Reibung. 
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Tafel L 


Reibungscoefficienten der Ruhe. 


Is. 174. 





Namen 


der fich reibenden Körper. 


A Fleiniter Werth 
Holz auf Holz. ‘ mittlerer „ 
J größter F 

fleiniter Werth 
„ Metall — Metall mittlerer 
größter 


Holz * Metall ... 
Hanf in Seilen, 
Zöpfen oder Gur—⸗ 
ten auf Holz ... ' größter * 
Dickes Sohlenleder | 


kleinſter Werth 
mittlerer „ 


zu Liderungen auf 
Holz od. Gußeiten \ 
Schwarze Lederriemen 
über Trommeln .. 


von Hol... 
von Metall. 
Steine oder Ziegel 


auf Steinen oder ! Heinfter Werth 


Ziegeln, glatt bes ) größter n 
arbeitet ...... 

Steine auf Schmier ( Heinfter Werth 
deeiſen „2.2... ! größter 
Hirnholz auf Steinen „rer. . A 


40,18] — 


Zuftand der Flächen und Natur der 
Schmieren. 


— — 


Mit Waſſer benetzt. 
Mit Olivenol. 


0,30|0,65 
0,5010,65| — 
0,70|0,71 
0,15 — 


0,11 
0,12 
0,16 
0,10 


0,24 — 
0,6010,65 
0,50 
0,63) 0,87 
0,80 


0,4310,62|0,12 
0,62|0,80 [0,15 


0,47 
0,54 


— | — 


0,67 
0,75 


0,42 
0,49 
0,64 





Schweineſchmalz. 






— 10,25 


0,1010,11 


0,12|0,1 


— 


— 


— 


0,14! 0,22|0,30 
0,21|0,19| 0,36 |0,35 


2 
| 
| 
| 





Trodene Seife. 
Polirt und fettig. 


0,44 |0,40 


0,15 


0,10 


igitize 


Fettig und benegt. 


* 


dby Google 
— C 


— 
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Namen 


der ſich reibenden Körber. 





Werth 


mittlerer „ 


fleiniter 
Holz auf Holz 
größter iD 

: ' Fleiniter Werth 
„Metall auf Dies \ 


’ mittlerer , 
tall | 


De größter „ 
fleiniter Werth 
Holz auf Metall ) mittlerer „ 
‘ größter > 
Zöpfe ( auf Holz . 
. T auf Eifen 


Hanfleile, 
u. ſ. w. 
Sohlenleder, flach vob..... 
auf Holz oder | geklopft. .. 
Metall 
Desgl. hochkan— 


tig, für Kolben: 


fettig . . 


“8. 


liverung .... 


Anmerfung. 
„Ingenieur“, Seite 403 u. f. w. 


Zuſtand der Flächen und Art der Schmieren. 











— —— — 
| | | 
= 2 — 
AI— 
—*18117121 
2 |. | = I || % 
er * —2 8 * 
* * 5 
14) > 
5 
2 
0,20] - - |ooeo00 
0,5610,2 0,07 10,07 
0,48 0,07|0,08| — 
| 
0,15] — |0,06 0,07 |0,07 10,06 


0,1510,31 10,07 [0,09 0,09 0,08 


0,08|0,11|6,11|0,09 
0,05 10,07 10,06 
0,42|0,24 |0,06|0,07 
0,62 
0,4510,33 | 


ii 
| 


0,0810,08|0,10 


0,54|0,56 [10,16 


0,30 


0,3410,3110,14 | 
0,24 





agenſchmiere. 


ge! 
HAT: 


Meine N 


0,12 


Seife, 


Trodene 


0,14 
0,15 
4,16 


0,1510,20 


0,17 


werden im zweiten Theile, bei der Theorie des Erddruckes, mitgetheilt. 


0,05 10,08[0,10 10,20 


Fettig. 


0,08 
0,12 - 
0,15 
0,11 
0,13 - 
0,17 
0,10 
0,14 
0,16 


Vollftändigere Tabellen der Reibungscvefficienten enthält ver 
Die Meibungscvefficienten loderer Maffen u. ſ. w- 


77 


4 
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Die neuesten Reibungsversuche. Durch Bochet's Verſuche über 
die gleitende Reibung erhalten die im Vorſtehenden enthaltenen Ergebnifie älterer 
Verjuche von Coulomb und Morin noc) einige wefentliche Ergänzungen. 
Diefe wırrden auf einer jöhligen Eifenbahnftrede mit Eifenbahmvagen von 6 bis 
10 Tonnen Gewicht angeftellt, welche entweder mittels ihrer feftgefeilten Räder, 
oder mittel$ befonderer Schuhe (patins) auf der Schienenbahn fortglitten. Dieſe 
Scjuhe waren vor, hinter und zwifchen den Rädern an dem Wagengeſtelle be- 
fejtigt und bei verjchiedenen Verſuchsreihen mit verfchiedenen Sohlen von Holz, 
Yeder, Eifen u. ſ. w. befleidet, wobei der Drud pro Duadratcentimeter nad) 
Belieben auf 2, 4, 6, 10 und 15 Kilogramm gebracht werden fonnte. Die 
Bewegung diejes zu einem Schlitten umgeſchaffenen Behikels erfolgte durd) 
einen vorgeipannten Dampfwagen, und ein zwifchen beiden eingefchaltetes 
Federdynamometer gab mittels eines Zeichnenapparates die der gleitenden 
Reibung des Sclittens gleichzufeßende Zugkraft an. Um den Widerftand 
der Luft jo viel wie möglich zu befeitigen, gab man dem Wagen, welcher dem 
Schlitten vorauslief, einen uerfchnitt, welcher den des letteren noch 
itbertraf. j 

Durch diefe Verſuche wird die Nichtigkeit der Formel — PN, wonad) 
die Neibung F’ dem Drud proportional ift, von Neuem beftätigt; was aber 
den Neibungscoefficienten betrifft, jo iſt derjelbe nicht allein von der Art und 
dem Zuftande der Reibungsflächen, jondern auch von anderen Verhältnifien, 
namentlich auch von der Geichwindigkeit des Gleitens und nächftdem von 


dem Specifiichen Drude, d. i. dem Drude pro Flächeneinheit, abhängig. 


Herr Bochet ſetzt: 
x — Y 

Te th 
wobei = die Bejchwindigfeit dev Bewegung, x den Werth von g fiir eine 
unendlich langjame und dagegen y den Werth von p fiir eine fehr fchnelle 
Bewegung bezeichnet. Hiernach nimmt aljo der Reibungscoefficient mit dem 
Wachſen der Geſchwindigkeit allmälig von z auf 7 ab. Der Coefficient « 
ift im Mittel — 0,3 zu jegen, wenn man — in Meter ausdrückt, dagegen 
— 0,094, wenn man © in Fußen giebt. Man kann hiernach nur bei Ge- 
ichwindigfeiten von O bis höchjtens 1 Fuß den Keibungscoeffictenten bet itbri- 
gens gleichen VBerhältnifien als conftant annehmen. Die Coefficienten x und 
y ind verfcjieden bei verjchtedenen Stoffen, und abhängig von dem Grade 
der Glätte der Keibungsflächen, von der Schmiere, von dem jpecififchen 
Drude u. ſ. w. 

Den größten Werth hat der Neibungscoefficient x beim leiten von Holz, 
zumal weichem, jowie von Leder und Guttapercha auf trodenen und unge- 
ſchmierten Eifenfchienen. Hier ift x — 0,40 bis 0,70; im Mittel für 
weiches Holz, x —= 0,60 und für hartes, x — 0,55. 
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Für die Reibung von Eifen auf Eifen ift x ebenfalls ſehr verfchieden 
ausgefallen, find die Neibungsflächen nicht polirt, fo hat man: x — 0,25 
bis 0,60, dagegen bei polirten Neibungsflähen: # — 0,12 bis 0,40. Die 
Reibung von Eifen auf Eifen wird durch das Benegen mit Waller nicht 
vermindert, dagegen fällt die Reibung von Holz, Yeder und Guttapercha auf 
nafjen Eifenfchienen beträchtlich Meiner aus als auf trodenen Eifenfchienen. 
Bei eingeölten Flächen finft z bis auf 0,05 bis 0,20. 

Der Coefficient y ift ftets Heiner als x; bei großen Gejchwindigfeiten, 
großer Glätte der Flächen, gehörig angewendeter Schmiere und mäßigem 
jpecifiichen Drude nähert ſich für alle Stoffe y einem ımd demfelben Werthe. 

Die Reibung der Ruhe ift nur in den Fällen größer und zwar doppelt fo 
groß, al& die der Bewegung, wenn Holz oder Yeder auf beneßten oder einge 
ſchmierten Eiſenſchienen gleitet. 

Nach dieſen Verſuchen ift: 

1) für trockenes weiches Holz, bei mindeſtens 10 Kilogramm 
Druck pro Quadratcentimeter, oder 137 Pfund pro Quadratzoll: 


0,30 
ut — 30; 
p 1 4 0,3 © + Ö, 0; 
2) fir trodenes hartes Holz, bei demfelben Drude: 
0,30 
— — 0,25; 
p 1 + 0,3 r + ’ ’ 


3) für halbpolirtes Eijen, troden oder naß, bei mehr als 300 
Kilogramm Drud pro Ouadratcentimeter oder 4103 Pfund pro 
Quadratzoll. | 

— 
—— —— 

4) für daſſelbe, entweder trocken unter dem Drucke von wenigſtens 
100 Kilogramm pro Quadrateentimeter, oder polirt und geſchmiert, 
bei einem fpecifiichen Drude von mindeftens 20 Kilogramm, jo 
wie fr nicht harziges Holz beim Schmieren mit veinem Waller, 
unter demjelben Drucke: 


0,15; 


0,175 
— — — 4 0,075; 
— +03v o 
5) für Holz mit fettigem Waſſer oder Fett gejchmiert, bei gehöriger Po- 


(itur und unter dem Drude von mindeftens 20 Kilogramm pro 
Diradratcentimeter (274 Pfund pro Quadratzoll): 


0,10 
— .— +0,06. 
Pass“ 
St o in Fußen gegeben, jo muß man im Nenner ftatt 0,30, 0,094 © 


jegen. 


Weisbach's Lehrbuch der Mechauik. I 19 
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Anmerfung. Ges it fehr zu wünfchen, daß diefe in fehr großem Mafitabe 


ausgeführten Verſuche, welche zum größten Theil von dem feither Bekannten ganz 
abweichende Mefultate gegeben haben, noch von Anderen wiederholt werden. 


$. 176  Schiefe Ebene. Die Theorie der gleitenden Neibung findet ihre vor- 

züglichfte Anwendung bei der Unterfuhung des Gleihgewichtes von einem 

Körper AC auf der fchiefen Ebene FH, Fig. 258. Iſt, in Ueberein- 
ftimmung mit $. 146, FHR= « 
der Neigungswinfel der ſchiefen Ebene, 
und POS, — ß, der Winkel, wel- 
hen die Kraft P mit der jchiefen 
Ebene einſchließt, jo hat man die 
aus dem Gewichte @ des Körpers 
entipringende Normalkraft 

N, = @ cos. &; 
dagegen die Kraft zum Herabgleiten 
— $—=G sin.«, ferner die Kraft 
N, , mit welcher P den Körper von 
der Ebene abzuziehen ſucht, = Psin.ß, 
und die Kraft S,, mit welcher fie den Körper auf der Ebene hinaufzieht, 
— Pcos.ß. Der übrig bleibende Normaldrud ift: 

| N=N —N=Gco.a — Psin.ß, 
folglich die Reibung: 
F=9(@G cos. « — P sin. ß). 

Kommt es darauf an, die Kraft P zum Hinaufziehen des Körpers auf der 
ichiefen Ebene zu finden, jo ift die Reibung zu überwinden, es muß alfo fein: 
S =S+F,di. Pcos.ß = Gsin.a+9(Gcos.« — Psin.ß). 

Soll aber die Kraft beſtimmt werden, welche den Körper am Herab- 
gleiten verhindert, jo fommt die Reibung der Kraft zu Hülfe, e8 ift alfo: 
Si +F=-Sb.i Pcos.ß-+9(Gcos.« — Psin.ß) = Gsin. a. 
Hiernad) beftimmt ſich die Kraft für den erften Fall: 
__.8in.a@ + 9 cos. « 
— 00sß + psin.ß 
__ $in.@ — 9 cos. & 
—005.ß— psin.ß 
Führt man den Reibungswinkel E ein, indem man 


Kia. 258. 





- @, umd fir den zweiten: 


sin. o y 

— = t : 
p ang. @ — ſetzt, ſo erhält man 
__ 8in.@.c08.Q + c08.@.8in.O 


"08. B. cos. + sin. B. sin. Q 





* 
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oder, nad) befannten Sägen der Trigonometrie: 
:_ m@EoO ,., 
Tre 
und e8 gelten die oberen Zeichen, wenn es darauf ankommt, Bewegung her- 
vorzubringen, dagegen die unteren, wem Bewegung zu verhindern ift. 
sin.(@ — 0) 
So lange En 608.(B + 0) 
_. sin.(« + 0). 
fann natürlich der Körper weder auf: nod) abwärts gleiten. . 
It « <o, fo erfordert da8 Herabſchieben die Kraft: 
__. @sin.(g — e) 
eos.(e + PB) 


Die legte Formel findet man aud) durch eine einfache Anwendung 
des Kräfteparallelogrammes OPQG, Fig. 259. Da ein Körper nod) 
Kia. 259. diejenige Kraft eines anderen Kör— 
pers aufnimmt, welche um den Weis 
bungswinfel E von der Normale einer 
Oberfläche abweicht ($. 172), jo findet 
in dem vorliegenden Falle Gleichgewicht 
itatt, wenn die Mittelfraft OQ — Q 
aus den Kräften P und G mit der 
Normale ON den Winkel NOQ = o 
einjchließt. Setzt man nun in der allge- 
meinen Formel: 
P__sin.GOQ 
G sin.POQ’ 
GOQ=GON+NOQ—=a-+ 0, und 
POQ=POS+SOQR=B + 90% — o, fo erhält man: 
P_ sin(a+0) __sin.(a+g) 
-.@  sin.(B—EeH+900) cos. ßB— eo) 

Venn. die Kraft P, das Herabgleiten von der ſchiefen Ebene verhindern 
joll, jo fällt die Mittelkraft Q, auf die untere Seite der Normale ON, und 
es ift der Reibungswinfel 0 negativ in Rechnung zu bringen, wonad) 
dann folgt: 


un ⸗ 


@F und 





P__ sin. (@—_) 
G  eos.(ß + _)' 


ganz in Uebereinftimmung mit dem Dbigen. 
19*® 
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Ruht der Körper auf einer Horizontalebene, fo M @ — 0, daher 
die Kraft zum Fortichieben : . 
p9@. @ sin. Q 
eos. B + psin. BT c08.(B— 0) 
Wirkt die Kraft parallel zur ſchiefen Ebene, d. h. in der Richtung 
ihrer Yalllinie, jo hat man 8 — 0, und daher: 








sin. (a+ j } 
P=(sin.a+ 9cos.a) @ = ze - @ (vergl. $. 172). 
Wirkt endlich die Kraft horizontal, fo hat man: 
B= — u; cos.ß — cos. a und sin. B — — sin. a, daher: 
. pn at cos. — tang. a Z_P eh 
08. & + p sın. « 1 + g tang.« 


P= tang. (« + 0) @, wie aud die Auflöjung des Parallelo- 
grammes OPQG unmittelbar giebt. 

Uebrigens Fällt die Kraft zum Hinauffchteben am Fleinften aus, wenn der Nenner 
cos. (B — 0) am größten, nämlich — 1, alſo B— —60, d. i. B=e ift, 
Wenn alfo die Kraftrihtung um den Reibungswinkel von der fchiefen 
Ebene abweicht, jo ift die Kraft felbft am Kleinften, und zwar: 

P= sin (c +0). @. 

Beifpiel. Welden Arendrud hat die Spreize AE, Fig. 260, auszuhalten, 
wenn diefelbe einen Felsblod (eine Wand) ABCD vom Gewichte @ — 5000 
Pfund von dem Herabgleiten von einer fchiefen Ebene C D (dem Liegenden) ab- 
halten foll, vorausgefeßt, daß die Neigung der Spreige gegen den Horizont 359, 
die der fchiefen Ebene U D aber 50% und der Neibungscoefficient  — 0,75 be- 
trägt? Es ift hier: 





G = 5000, a = 50°, $ = 350 — 500 = — 15° nd 9 = 0,75, 
daher giebt die Formel: 
sin. — 9 COS. « : sin. 500 — 0,75 cos. 50° 
P= —— ; ‚= —_— + 5000 
cos.3 — psın.B" cos. 15° + 0,75 sin. 15° 
0,766 — 0,482 1420 
Tate - Zu Sea ne 
= 5066 I 0,104 5000 = io ” 1224 Pfund. 


Märe die Spreize horizontal, fo Hätte man 
8 = — 50°, und tang. oe = 0,75,daher: e==36052', 
endlich: 


Fig. 360. 


— (rtang. (« — po) 
5000 tang. (500° — 36° 52°) 
500 tang. 139 8° 
5000 . 0,2333 — 1166 Pfunp, 
Um viejelbe Wand durch eine horizontale Kraft 
auf dem Liegenden hinaufzuichieben, wäre unter 
übrigens gleichen Umständen die Kraft: 

P Gtang.(« + e) 
5000 tang. 86° 52’ 
5000 . 18,2676 — 91338 Pr. 


\ i (N 





II 


nöthig. 
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Der Normaldrud, welchen der Körper A C auf der fchiefen Ebene FH, $. 177 
Big. 261, ausübt, ift beim Hinauffchieben: 
@sin. OPQ G@ sin. (90° — « — ß) 
N= . — — —— == — — — —— 

in 90° —g) 
Gcos. (& + ß)cos. ꝙ 
cos. (ß - ) 

und dagegen in den Fällen, wenn der Körper am a verhin- 
dert wird: 


cos. Q 


_ &os. (@+ß) 008.90. 

c08.(ß + 0) 

Iſt die Nichtung der Kraft parallel zur Falllinie der Ebene, jo hat 
man = 0, und N— @ cos. «; ift dagegen die Richtung derfelben 
horizontal, fo hat man 6 = — « und daher 


608.0 
N = cos. (a # e) zu fegen. 


N, =&ı cos. Q ON, =). cos. 


Kia. 261. Fig. 262. 





Der Normaldend fällt — Null aus, wenn cos. (a + B) — 0, alſo 
a + B= 90 Grad ift, und wird negativ, wenn « + B > 90°, oder 
ß > 90 — « wird. Im legteren Falle ift natitrlich die fchiefe Ebene nicht 
unter, fondern, wie Fig. 262 darftellt, iiber den Körper zu legen. Es 
finden natürlich auch hier wieder die beiden extremen Fälle des Gleichgewichtes 
- ftatt, wobei die Richtung der auf die fchiefe Ebene FH übergehenden Mittel- 
fraft Q oder Q, entweder auf der oberen oder auf der unteren Seite von 
der Normalen um den Reibungswinkel NOQ = NOQ, — 0 abweidtt. 

Bei den vorftehenden Entwidelungen der Formeln fiir das Gleichgewicht 
eines Körpers auf der jchiefen Ebene ift noch vorauszufegen, daß die Mittels 
kraft Q volllommen vom Körper 40 auf die eine fchiefe Ebene bildende 
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Stutze FHR übergehen könne; dies ift jedoch (nad) $. 146) nur dann mög- 
fich, wenn die Richtung diefer Kraft die Auflagersfläche CD des Körpers 
AC ſelbſt durchſchneidet. Außerdem 
hat der Körper, wie z. B. AC, 
Fig. 263, in Folge der Kraft Q 
ein Beftreben zum Drehen oder 
Kippen um die Äußerfte Kante C, 
welches um jo größer ausfällt, je 
größer der Abftand CK — e dieſer 
Kante von der Richtung OQ der 
Mittelfraft 9 ift. 

Bezeichnet a den Abjtand CL der 
Kraftrichtung OP, und b den Abftand ° 
CE der verticalen Schwerlinie OG 
des Körpers von der äußerften Kante C 
deifelben, fo ift das Moment, mit 
welchem fich der Körper von links nad) rechts um C zu drehen jucht: 

9e=Pa— Gb. 

Wäre nun Pa — Gb, oder z = 2 fo ginge die Mittelfraft Q gerade 
durch C, wobei fie eben noch von der ſchiefen Ebene aufgenommen wiirde; und 
wäre Pa < Gb, fo würde ſich der Körper um © von vechts nad) links zu 
drehen fuchen, woran ihn aber die Undurchdringlichkeit feiner Maſſe verhindert. 

Wenn dagegen Pa > @b ift, fo muß der Körper nod) eine zweite Un— 
terftiigung erhalten, 3. B. noch von einer zweiten geneigten Ebene Mr H, ge 
feitet werden. Wenn diefe zweite Ebene in A einen Drud N umd die dar- 
aus erwachjende Reibung PN aufnimmt, alfo die geneigte Ebene Fi Hı mit 
den Gegenkräften — N und — pPN auf den Körper in A zurückwirkt, 
welche die Umdrehung des Körpers um C verhindern, jo muß die Summe 
der Momente diefer Kräfte gleich fein dem Umdrehungsmomente von Q, alfo: 
Ni+gNd—=Qc= Pa— Gb, oder 

1) AN l+yod)=Pa— Gl, 
wobei 7 umd d die Abftände CD und CB der Kante A von U in den Rich— 
tungen parallel und winfelvecht zur geneigten Ebene bezeichnen. 

ft überdies noch N, der Drud des Körpers auf die geneigte Ebene 
FH in C, fo wie ꝙ N, die demfelben entfprechende Reibung, fo — man 
ſetzen: 


Fig. 263. 





2) Pecos.ß = Gsin.«a + gp (N + X) und 
3) Psin.ß = Gcos.a + N — N... 
Eliminirt man aus den letzten beiden Gleichungen N, , jo erhält man die 
Beftimmumngsgleichung: 
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P (cos.ß + psin.B) = 6 (sin.e + Pcos.0) + 2pN, 
Pa — = 


und wenn man hierein den Werth N — TEST 


jet, fo folgt die Gleichung: 


P (cos.B + psin.ß) = @ (sin.a + Peos.c) + 
oder: 


aus Gleichung (1) ein- 


29 (Pa— Gb) 
+ pda 


x 


(I ande (cos.B + $ sin. B—r«) 





= e(‘ Ir (sin. @ + @ cos.) — ꝙ o) — 
woraus ſich endlich ergiebt: 
_ (+ g@pdA(sin.a + 9pcos.a)—2pb 6 
(+ gd)(cos.ß + gYpsin.B)—2pa 
__(T+g@d)sin. (a + 0) — 2 pbecos. Q 
(+ @d)cos.(B — 0) — 2 Pacos.o 
Soll N = Null fein, fo hat man Pa — Gb md 
| sin(e +0) .b 
co8. B— 0) — 
daher, wie auch oben gefunden — iſt: 
——— R 
cos.(B— * 





Zurückführung der Theorie des Gleichgewichtes unter-S. 


stützter Körper auf die des Gleichgewichtes freier Körper. 
Bei der Unterfuchung des Gleichgewichtes eines Körpers mit Berückſichti— 
gung der Neibung gelangt man auch ficher zum Ziele, wenn man fich den 
Körper ganz frei denft, und annimmt, daß jeder andere Körper, mit welchem 
er in Berührung iſt, zwei Kräfte auf ihn ausübt, und zwar eine Kraft N, 
normal von der Berüihrungsfläche deifelben ausgehend, und eine andere Kraft 
PN, der voransgefegten Bewegung des Berührungspunktes in diefer Fläche 
entgegengefegt und der Neibung zwifchen beiden Körpern entjprechend. Da- 
durch erhält man ein fejtes Syften von Kräften, deffen Gleichgewichtszuftand 
nad) den Regeln in 8.90 u. ſ. w. zu beurtheilen ift, wie im folgenden fpeciellen 
Falle gezeigt — ſoll. 

Eine prismatiſche Stange AB, Fig. 264 (a. f. S.), ſtützt ſich unten auf 
einen horizontalen Boden CH und Yehnt fic oben gegen eine verticale Wand 
CV; bei welcher Neigung BA C— « verliert diefelbe ihre Gleichgewichtslage ? 
Hier fünnen wir die Rückwirkung des Bodens auf den Körper durd) eine Ver— 
ticalfraft 72 und durch die horizontal wirkende Keibung PR, und dagegen die 
Rückwirkung der Wand durd) eine Horizontalfraft N und durch eine von unten 


l 


Id 


d 


8 
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nad) oben wirkende Reibung PN ausbrüden. Iſt folglih G das im 

Schwerpunfte S niederziehende Gewicht der Stange, fo haben wir es mit 

Big. 264. einem Syſteme von den PVerticalfräften @, R, p N 

und einem jolchen von den Horizontalfräften N 
und @R zu thun. 

Der Sleihgewichtszuftand unter diefen Kräften 


fordert nun, daß 
)G=R-+YN, 
2) PR—N umd 
3) G.AK=N.AD+YN.ÄG fe. 
Nun iſt aber der Hebelarm A E 
—=AScos.a—=1V,ABecos.«, 
ferner der Hebelarm AD 
== AB sin. e, 
und der. Hebelarm AU 
— ABecos. «, daher ift die dritte Gleichung einfach: 
1/2 @ cos. « — N (sin.a + 9 cos. «) zu fchreiben. 
Aus den beiden erften Gleichungen folgt: 
G=R+ +g°®)R, alio 





96 
er , und N = 179: 
und fest man diefen Werth von N in die Gleichung (3) ein, jo ergiebt ſich: 
l/a @cos. a = 1 nr (sin. + @ cos. e&),. oder 
4:19? 


TE —tung.a +9, - 


— 


alfo für den geſuchten Neigungswinkel: 


1+9?— 29? 1—g? 1 — tung. g? 
tang. L.—= —— — —— ———— 
29 2 2tang.Q. 
2 — — 2 * 
__ 008. Q sin. 0 _ — — — 
2 sin. 0 cos. _ sin.2 0- 7 


— tang.(90° — 2.0); daher ift 
/BAC= «= %0° —2o, wm. ABC=ß=20. 





Theorie des Keiles. Auch bei dem Keile (j. $. 149) hat die Reibung 
einen großen Einfluß auf die Sleichgewichtsverhältniffe. Setzen wir voraus, daß 
der Duerjchnitt deffelben ein gleichichenfliges Dreieck ABS, Fig. 265, mit der 
Schärfe A SB « bilde, daß die Kraft P inder Mitte M des Keilriidens AB 
und winfelrecht gegen denfelben wire, und daß ebenfo der Körper CHK 
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mit einer gewiflen Kraft N rechtwinflig gegen die Keilfläche BS drüde, 
während der Keil mit der Fläche AS auf einer horizontalen Ebene aufruht. 
Fig. 265. Uebrigens foll der Kör- 
per ÜHK von zwei 
Baden G und K um: 
geben fein, welche ihn 
nöthigen, jammt der 
Yaft O beim Forts 
ichieben des Keiles auf 
der Horizontalebene, in 
der gegen die Keil— 
flähe BS rechtwinklig 
jtehenden Nichtung EC 
aufzufteigen. 

Da bie Richtung der Kraft P von den Keilflächen AS und BS gleid)- 
viel abweicht, jo find die Normaldrüde N, N gegen beide Flächen und folg- 
fich auch die aus denjelben entjpringenden Neibungen PN, PN in denfelben 
einander gleich, und es müſſen daher auch die Kräfte P, N, N, ꝙ N und 
PN einander das Gleichgewicht halten. Zerlegt man die letzten vier Kräfte 
parallel und rechtwinklig zur Richtung der Kraft P in je zwei Seitenfräfte, 
jo muß folglich) aud) die Summe derjenigen diefer Kräfte, welche mit P 
gleichgerichtet find, mit P allein im Gleichgewichte fein. Nun weichen aber 
a 
2 
von der Richtung MS der Kraft P ab, daher find die Componenten von N, N 


in der Richtung MS, N sin. 5 und N sin. > fowie die von ꝙ N und 





die Richtungen von N, N um 90 — > und die von PN, PN um 


YN,YN cos. > und @_N cos. ne und es iſt zu jegen: 


. & zu MR [7 
P=2Nsin.Z + 29 Ncos.Z —2N sin. + 900.7) ' 


In Folge der Reibung PN zwifchen der Keilflähe BS und der Grund» 
fläche des Körpers CH K wird diefer Körper noch mit einer gleichen Gegen- 
fraft — PN gegen den Yeitbaden GH gedrüdt, woraus eine Reibung 
F=9.9N=ygy,N entfteht, welche dem Aufjchieben des Körpers 
CHK entgegenwirft, und weshalb 

N—- FR — (, oder N(1 — og) = Od, alſo 
Q — 
N= we zu ſetzen iſt. 

Führt man nun dieſen Ausdruck für N in die obigen Formeln ein, fo 

erhält man die zum Aufheben der Laft Q nöthige Kraft: - 
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—=20Q0(1+9pı) (sing + p cos. 5) 


6 2 @\ 
—20 u u Ai 5). 


oder wenn man den Coefficienten p, der Neibung längs GH gleidy dem 
Coefficienten ꝙ der Reibung an den Seitenflähen AS und BS fekt: 


2 
P=— (sin.$ — + 9cos. 5): annähernd 


—= 239 (c +9) sin.Z +9 cos. 5) ‚ 


Bei einem Keile ABC, Fig. 266, wie er zum 
Zeripalten und Zerdrüden der Körper gebraud)t 
wird, ijt die dem Normaldruf Q gegen die Sei- 
tenflähen AC und BC entſprechende — auf 

Q den Rüden AB: 
P=30 sing + 9m. 5). 


Beifpiel. Es fei die Laſt des in Fig. 265 abge: 
bildeten Keiles: Q — 650 Pfund, die Schärfe des 
Keiles: « — 25°, und der Reibungscoefficient: P—= 97; 
man fucht die mechanische Arbeit, welche erforderlich ift, um die Laſt Q in ihrer 
Leitung um Y, Fuß fortzubewegen. 

Die Kraft ift: 

2.650 


— 26580 1/0 a 1/0 
a I — (0,36)8 (sin. 121/50 + 0,36 cos. 121/50) 





- (0,2164 + 0,36 . 0,9763) 


1300 a 
= Gans 02164405515) = — 3482 Bund. 


Dem Raftwege EE, — 8; — Y, Buß entfpricht der Kraftweg: 


a e- ER.“ $ı 0,25 
BL=s=BB, cos re . _@ sin. 12140 
"2 








0,25 
= 7a” 1,155 Ruß, 
demnach ift die gefuchte mechanische Arbeit: 
Ps = 8482 . 1,155 = 979,6 Fußpfund. 
Ohne Rückficht auf Reibung wäre Ps = Qs, = 6. 650 — 325 Fußpfund, 
es wird alfo in Folge der Reibung der Arbeitsaufiwand beim Heben von Q, nahe 
verdreifacht. 
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Auf gleiche Weife läßt fich die Kraft P eines Keiles ABC, Fig. 267, 8. 180 
beftimmen, durd) welchen eine Faft Q emporgehoben wird, während der Keil 
ſich auf der horizontalen Ebene AO fortſchiebt. Nehmen wir an, daß der 
Normaldrud zwifchen dem Keile ABC und dem Blode D, welcher durd) die 
Laſt Q vertical abwärts gedrückt wird, — N fei, daß ferner der Normaldrud 
des Keiles auf die Unterlage 70, — R und der Normaldrud des Blodes 

fig. 367. auf die Seitenführung X _E, — S betrage. 
Dann muß P den Kräften R, pı R, 
— N und —gpN, und ebenfo Q ben 
Kräften S, p, S, N und PN das Gleich— 
gewicht halten. 

Iſt nun noch « der Neigungswinkel 
ABC der Keilfläche A B gegen den 
Horizont, fo läßt fih N in die Vertical: 
fraft Neos.« und Horizontalfraft Nine, 
und @ N in die Verticalfraft ꝙ N sin. 
und Horizontalfraft ꝙ N cos. «& zerlegen, 
und daher feßen: - 

I) P=gp, R+Nsin.a+pNeos.«, 
2) R=Neos.. — gNsin.e, 
3) Q=Necos. «— op Nsin.a— 5 
ſowie 
4) S—= Nsin.« + g Ncos.a. 
Aus den beiden erften Gleichungen refultirt : 
P=[(l — pp) sSin. +(p + 91) cos.a] N, 
und aus den beiden leßteren: 
= [(l — p9:) cos.« — (pP + 9.) sin.a] N; 
und es ergiebt ſich durch Divifion diefer Formeln: 





P _ 1—gp)sin.a+(p + 9) cos. 0 
a (1— pp) cos. — (P + 9.) sin. a 


Wäre @ — PL — a, fo hätte man, da P — tang.o und 





2 
2p 
— tang.2e it, 
1— 9 r 
P _sin.a + cos. «tang.2g0 __ tung. + tany.2 0 
2 cos.u — sin.atang.20 1 — tangatang2o 


— tang.(«@ + 20). 
- Sieht man von den Neibungen an den Unterftügungspunften ab, jo kann 
man p, md 9, — Null jegen, und es folgt: 
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5 = — — a —tang. («+ 0). (Bergl.$.176) 

Wenn die Laft Q rechtwinklig gegen die Keilfläche wirft, jo find die Glei— 
chungen (3) und (4) durch folgende zu erfegen: 
9—=N—- 95m 


S=gN. 
Es folgt dann Q — (1 — 995) N, daher umgefehrt: 
N= — und 
1— 99 
P_(1— 99) sin.« + (pP + 9Pı) cos. « 
0 1— pp 


Wäre y — 9, — Pa, jo würde dann 


pP h 
— — sin.a + cos. . tang.2 0 


Q 
ausfallen. 

Die Formel P— Q tung. (« + 20) findet ihre Anwendung bei Beur- 
theilung der Befeftigung zweier Körper M und N durd) einen Keil AB, 

Fig. 268, Fig. 268, I. und II. Aus der 
Kraft P gegen den Rüden des 
Keiles folgt die Spannung, mit 
welcher die beiden Körper gegen 
eima.ider gezogen werden: 
= Pecotg.(@ +20). 

Dagegen iſt die Kraft, welche 
auf den Fuß B des Keiles drücken 
muß, um den Keil zu löſen, d. i. 
in der Richtung BA zurüdzutrei- 
ben, weil hier & negativ ift: 

Pı = tang. (20 — «), 
oder wenn man den letzten Werth 
fir Q einfegt: 
tang. (20 — «) 
tang. (20 + «) i 





P, — — 
Danutt der Keil nicht von ſelbſt zurückgehe, muß natürlich « < 20 fein. 


$. 181 Zapfenreibungscoefficienten. Bei Zapfen ift nur die Reibung der 
Bewegung von Wichtigfeit, weshalb auch nur über diefe Beobachtungsrefultate 
vorliegen. 
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Safel Io. 


Coefficienten der Zapfenreibung, nah Morin. 








Zuſtand der Reibungsflächen und Gattung 


der Schmieren. 


—— — — — — — 
ls |, Tat Tala | 





» ur 
Angabe = 5 = \ ober BE = 
der fih reibenden Körper. 2 = 8 ẽ ———— Er: ER * 
A T 128158 $ 
* = 5 u © 9* » 
| —— 
Glockengut auf Slodengut . | — | - 07 —- I — | - _ 
Glockengut auf Sußeifen .. | — - — | — 10,049] — | — ER 
Schmiedeeiſen auf Glocken⸗ | 

TEE EN 0,25110,189| — 10,07510,054 10,0% W|0,.111| — 
Schmiedeetien auf Gußeiien . — - 10,07510,054| — — | — 
Gußeiſen auf Gußeiſen . . . 0,137 0,079 0,075 0,054! — — 10,137 

F Gußeiſen auf Glockengut .. 10,194|0,161! — |0,075[0,054|0,065| — 0 4166 
Schmiedeeiſen auf Guaiaf: 

1 VRR RR 0,188] — — 10,125) — — — — 
Gußeiſen auf Guajakholz .. [0,185] — - 10,100/0,092] —  |0,109| 0,140 
Guajaf auf Gußetfen ....1 — I — I! — (01416)1 — | — I — [0,153 
Suajaf auf Suajaf ..... — — — 100701 — — — 


Aus dieſer Tabelle iſt folgendes für die Praxis ſehr wichtige Verhältniß 
zu entnehmen: bei Zapfen aus Schmiede» oder Gußeiſen, laufend in Lagern 
aus Gußeifen oder Glodengut (Meffing), geſchmiert mit Del, Talg oder 
Schweinefchmalz, ift der Keibungscoefficient: 

bei ununterbrochener guter Unterhaltung, — 0,054, 

bei gewöhnlicher Abwartung, — 0,070 bis 0,080. 
Die von Coulomb gefundenen Werthe weichen hiervon zum Theil ab. 
Anmerfung. Durch die Verjuche über die mittelbare Zapfenreibung mit 


Hülfe der Reibungswaage find vom Herrn Hirn mehrere, zum Theil von dem bis 
dahin Bekannten abweichende Refultate erlangt worden. Der Zapfen, welchen er 


$. 182 
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hierzu anmwenvete, beitant in einer beblen außetiernen Tremmel von 0,23 Meter 
Durchmeſſer unv 0,22 Meter Länge, un? wurde von außen durch Eintauchen in 
Del geichmiert, ſewie von innen mittels durchſließenden Waſſers abgekühlt. Das 
bronzene Zapfenlager (5 Kupfer, 1 Zinn) wurte mittels eines 11, Meter langen 
Hebels ven 50 Kilogramm Gewicht aufgerrädt, währen? ver Zapfen 50 bis 100 
Umdrehungen pro Dlinute machte. Gs it leicht zu ermeſſen, daß bei ven mit bier 
fem Apparate angeftellten Beriuben vie Aluingfeit und Adhäñien ver als Schmiere 
dienenden Dele eine greße Rolle irielen mußten, va bier nicht allein vie Umfangs— 
geihwindigfeit, ſendern aud vie Reibungsfläche in Hinfiht auf den Drud eine jehr 
große war. 

Die Umiangsgeihwindigkeit der Trommel betrug, da die legtere einen Umfang 
von 72 Gentimeter hatte, und in der Serunde 5/, bis 1%, mal umlier, 60 bis 120 
Gentimeter — 23 bis 46 Zell, während fte bei ven gewöhnlichen Maſchinen nur 
2 bis 6 Zoll mißt. Ferner der herizontale Arenihnitt ver Trommel betrug 22.23 
— 506 Duadratcentimeter, folglich fam auf ein Duabratcentimeter viefes Schnittes 


nur ein Drudf von = Kilogramm, d.i. auf einen Quadratzoll 6,86. 0,214 


— 1,55 Pfund, während diefer Drud bei gemöhnlihen Arbeitsmaichinen mehrere 
hundert Pfund beträgt. Die Verhältniſſe der Verſuche des Herm Hirn maren 
daher zum großen Theil abweichend von den Reibungsverhältniften, wie fte bei 
großen und ftarfen Maſchinen vorfommen, und wie fie auch bei anderen Verſuchen, 
3. B. bei denen von Morin, ftattfanden, und es find folglich vie ſich bei denſelben 
herausgeftellten Abweichungen vollſtändig erflärlih. Die Hauptergebnifle ver 
Hirn’schen Verfuche beitehen ungefähr in Folgendem. 

Die mittelbare Reibung hängt nicht allein von dem Drucde und der Natur und 
Beichaffenheit ver fich reibenden Körper und des Schmiermittels, ſondern auch von 
der Befchmwindigfeit und von der Temperatur der Reibungsflähen und der Umge— 
bung, ſowie auch von der Größe diejer Flächen ab. - Es ift bei conitanter Tempe: 
ratur die Meibung ver Geichwindigfeit direct proportienal, und es wächſt dagegen 
diejelbe nur wie die Quadratwurzel aus der Geichwindigfeit, wenn die Temperatus 
ren unbeactet gelaffen werden. Aus anderen Verſuchen folgert endlich auch noch 
Herr Hirn, daß die mittelbare Reibung der Duadratwurzel aus der NReibungs- 
fläche, fowie auch der Duadratwurzel aus dem Drude proportional ift. 

Was insbefondere den Einfluß der Temperatur anlanat, fo lieh ſich aus den an— 
geführten Verſuchen die Formel: 


“1,0492: 
folgern, in welder & die Temperatur ver NReibungsfläche, F, die Neibung bei 0% 
und I’ die bei £ Grad Temperatur bezeichnen. 

Ein Hauptergebnif dieſer Verſuche ift noch die Ermittelung des Arbeitövermö- 
gens der Wärme. Hiervon wird erjt weiter unten, und zwar bei der Theorie der 
Wärme gehandelt. 


Arbeit der Zapfenreibung. Kennt man den Drud A zwijchen 
einem Zapfen und feinem Lager, und ift noch der Halbmeffer + des Zapfens, 
Fig. 269, gegeben, jo läßt ſich die Arbeit, welche die Zapfenreibung bei 
jeder Umdrehung des Zapfens in Anſpruch nimmt, leicht ermitteln. Die 
Reibung Fift — PR, und der ihr entjprechende Weg der Umfaug 2 mr des 
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Zapfens; es folgt daher die bei einer Umdrehung durch die Reibung verloren 
gehende mechanische Leiftungn A—= YyR.2 ar =2rpRr. Mad der 
Zapfen in einer Minute «= Umdrehungen, fo ift die in jeder Secunde ver: 
brauchte Arbeit 


L=2a9Rr .— augär — 0,105 . upRr. 

Die Arbeit der Reibung wächſt aljo mit dem Zapfendrude, dem 
Zapfenhalbmeffer und der Umdrehungszahl gleihmäßig. Es ift da- 
her eine praftifche Negel, bei rotirenden Mafchinen den Zapfendrud nicht 
unnöthig durch große Gewichte zu erhöhen, die Zapfen nur fo ftark zu machen, 
als die Feftigkeit auf die Dauer es verlangt, und endlich aud) nicht ſehr viel 
Umdrehungen in einer Minute zuzulafien, wenigftens dann u wenn es 
nicht andere Berhältniffe erfordern. 


Fig. 269. Fig. 270. 





Durch Anwendung von Frictionsrädern, welche man ftatt der Zapfen- 
lager anwendet, wird die Arbeit der Reibung vermindert. In Fig. 270 ift 
AB eine Welle, die mit ihrem Zapfen CEE, auf den Umfängen E.H, 
E, H, dicht Hinter einander liegender und um D und D, drehbare® Räder 
(Frietionsräder) ruht. Aus dem gegebenen Drude R der Welle folgen die 


Prefiungen. 


a ER EN 


se 
008. 3 


wofern @ den Winfel DO D, bezeichnet, welchen die Central» oder Drud- 
linien OD und CD, zwiſchen ſich einfchliegen. Vermöge der wälzenden 
Reibung zwifchen dem Zapfen C und den Radumfängen laufen die Räder 
mit diefem Zapfen um, und es entjtehen in den Lagern von D und D, die 
Reibungen ꝙ N und ꝙ N, weldje zufammen 


F=y(+MN= 
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betragen. Werden num die Radhalbmeſſer DE — D, E, durd a, und 
die Zapfenhalbmefir DK — Di A durch r, bezeichnet, jo erhalten wir die 
Kraft am Umfange der Räder oder auch am Umfange des auf diefen liegen- 
den Zapfens C, welche zur Ueberwindung von F' nöthig ift: 

nm NW R 


& 
c0S. — 
2 


während diejelbe — PR beträgt, wenn der Zapfen U ummitttelbar in einer 
Fig. 271. Pfanne ruht. 
h Wenn man die Gewichte der Yrictionsräder 
unberüdjichtigt läßt, jo ift folglich die Arbeit der 
Reibung bei Anwendung von diejen Nädern, 





dv — —L_ mal fo groß, als ohne diefelben. 
di, CÖS. > 
Stellt man dem Zapfendrud AR ein einziges 
Frictionsrad GH, Fig. 271, entgegen und verhin- 
dert man die zufälligen, übrigens nicht zu beachten— 
den Seitenfräfte durch fefte Baden X und L, fo 


fällt « — 0, 008. = 1 und obiges Verhältniß o—- aus. 
1 





Beifpiel. Ein Kunitrad wiegt 30000 Pfund, der Halbmeſſer a jeines Umfan— 
ges iſt 16 Fuß und jein Zapfenhalbmeiler » —= 5 Zell, wie groß ift die Kraft am 
Umfange des Nades, um die Zapfenreibung zu überwinden, um dieſes Rad alſo 
leer in einer gleichformigen Bewegung zu erhalten, und wie groß iſt der entipres 
chende Arbeitsaufwand, wenn es in einer Minute 5 Umdrehungen macht? Den 
Reibungscoefficienten » fönnen wir bier — 0,075 annehmen, weshalb die Reibung 


gR = 0,075 . 30000 — 2250 Pfund beträgt. Da der Raphalbmeiler — —* 


— = — 38,4 mal fo groß ift, als der Zapfenhalbmeiler oder Hebelarm der Rei— 
bung, fo ift die auf den Radumfang reducirte Zapfenreibung: 
= yR = 20 — 58,59 Pfund. 


. 48 
Der Zapfenumfang tft 13 5 





— 2,618 Ruß; folglich der Weg ver Reibung in 





einer Secunde: 


2 — 0,2182 Zus, 


und die Arbeit der Reibung während einer Secunve: 
L = 0,212 .oR = 0,2182 . 2250 = 491 Fußpfund. 
Lägen die Zapfen diefes Nades auf Frictionsrädern, deren Halbmefler nur 5mal jo 


groß find als die Halbmeffer ihrer Zapfen, wäre aljo .= Ys, jo würde die Kraft 
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am Radumfange nur Ys- 58,59 — 11,72 Pfund und die von der Reibung con- 
jumirte Arbeit nur #91, — 98,2 Fußpfund betragen. Allerdings: würde aber dann 
auch das Rad weit unficherer aufliegen. 


Reibung in ausgelaufenen Zapfenlagern. Die Neibung eines $. 183 
Zapfens ACB, Fig. 272, ineinem ausgelaufenen Zapfenlager, welches 
. nur in einem Bunfte A aufliegt, ift Kleiner als die bei einem neuen, nod) in 
aller Punkten des Yagers aufruhenden Zapfen. Findet feine Umdrehung 

Fig. 272. statt, jo drüdt der Zapfen in dem Punkte B, wo 
die Richtung des Meitteldrudes 72 hindurchgeht ; 
tritt aber Umdrehung nad) der Richtung AB ein, 
jo wird der Zapfen vermöge feiner Reibung im 
Zapfenlager fo weit in die Höhe fteigen, bis fid) 
die Kraft S zum Herabgleiten mit der Reibung 
F ins Gleichgewicht jet. Dev Mitteldrud AR zer: 
legt jich in eine Normalfraft N und in eine Tan— 
gentialfraft S, N geht auf das Yager über und er- 
zeugt die tangential wirkende Reibung F— PN, S aber jet fi) mit F 
ins Gleichgewicht; es ift 2: aud) S — — Nach dem pythagoräiſchen 
Lehrſatze iſt R? — N? + 82, daher hier: 

Bw (1 +gQ)M:, 
umgefehrt der — 





— — 
= 7 und die Reibung F': — 
oder, wenn man den Reibungswinkel 9 einführt, alſo — tang.E ſetzt: 
RR ;- tang. Q 
= yı + fang. 0? 

Wenn der Zapfen anfängt fi) zu bewegen, jo rückt folglich der Druck— 
punkt B um den Reibungswinfel A C B= o im Lager nad) der entgegen- 
gejegten Richtung fort. 

Uebrigens ift natürlidy das Moment F. CA— Fr der Zapfenreibung 
gleich) dem Momente Rr sin.o des Zapfendrudes Zr, beide auf die Dres 
hungsaxe C bezogen. Fände das Fortrüden nicht jtatt, jo wäre 

_E& sin. 0 


cos. oO j 














— — FKRtang.0c0os.0 — HKRsin. o. 





F—=9o9R= Rtang. Q 


es ijt folglich die Reibung nad) dem Fortrücken cos. & mal fo groß, als 
die vor dem Fortrücken. In der Regel ift E — tang.g nod nicht Y/ıo 
und cos.0 — 0,995, aljo die Differenz noch nicht 5/0006 — Yan; man 
hat daher in den gewöhnlichen Fällen der Anwendung auf den Einfluß 
dieſes Fortrückens nicht Rückſicht zu nehmen. 


Weisbach’s Lehrbuch der Mechanik. 1. 20 
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Läuft das Rad, AB mit einer Nabe oder einem Auge, Fig. 273, um 

Fig. 273. eine feſte Are AC, fo ift die Reibung diejelbe, als 
wenn ſich die Aren in Pfannen bewegen, mur ift bei 
einem ausgelaufenen Auge der Hebelarm der Reibung 
nicht der Halbmefjer des feſten Zapfens, jondern der 
des Auges. 


Reibung in einem dreiseitigen Lager. 
Pegt man den Zapfen in prismatifche Yager, jo 
erhält man größere Drüde und deshalb auch mehr 
Reibung als bei einem runden Yager. Iſt das Yagr ADB, fig. 274, 

Fig. 274. dreifeitig, jo liegt der Zapfen in zwei Punkten 
A und B auf, und es ift am jedem der- 
jelben Reibung zu überwinden. Der Mit- 
teldrud R zerlegt ſich in zwei Seitenfräfte 
Qund Q,, und jede diefer giebt einen Nor- 
maldrud N und N; und eine der Reibung 
F—=gYN und FR — N, gleidye Tangen- 
tialfraft. Dem vorigen Paragraphen zu— 
folge Lafien ſich aber diefe Neibungen aud) 
— Qsin.o und Qı sin. fegen; man hat daher für die Gefammtreibung: 
Ä F+F=(Q + Q) sin. 0. 
Die Kräfte Q und Q, ergeben ſich durch Auflöfung eines aus Q und Qı 
gebildeten Kräfteparallelogrammes mit Hilfe des Mitteldrudes A, des Reis 
bungswinfels g und des Winfeld A CB — 26, weldyer dem im Yager lie— 
genden Bogen AB entſpricht. Es if: 
0QOR=ACD—- CAD =-a — om 
QGOR=BCD+CBO=«aH 69; folglid) : 
90 = —oetre 24. 
Die Anwendung der Formeln in, $. 78 giebt num: 
sin. (& — 0) __ sin. (@ + 0) 
= de ER sin.2 « * 
daher folgt die geſuchte Reibung: 
F+R=(Q + Qı)sin.g = (sin. [ae — 0] + sin. [« + e]) en 2. 


Aber sin. (a — 0) + sin. (@ + O) ift, der analytischen Trigonometrie 
zufolge, — 2sin.«@ cos.g und sin. 2 — 25in.@cos.a, es ergiebt ſich 
daher: 











2sin.a«Rsin.gcos.0 _ Rsin.20 
2 sin. & 008. & 2.008. 
Rsi 


wofiir fich wegen der Mleinheit von 9 aud) = u fegen läßt. Die Rei— 


F+FR= 
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bung bei Anwendung des dreifeitigen Zapfenlagers ift hiernad) * mal 


jo groß, als die beim cylindriſchen Lager. Iſt 3. B. ADB — 60°, alſo 
ACH = 180% — 60° — 120° md ACD —= — 60oo, ſo hat man 


008. 609 mal — 2 mal jo viel Reibung, als bei einem rumden Yager. 


Reibung in einem neuen Lager. Mit Hilfe der letten Formel 8. 185 
läßt ſich nun and) die Reibung in einem neuen runden Zapfenlager finden, 
worin der Zapfen an allen Stellen noch aufliegt. Es ſei ADB in Fig. 275 
Fig. 275. ein joldyes Yager. Theilen wir den Bogen ADB, 
in welchem ſich Zapfen und Yager berühren, in 
viele Theile, wie AN, NO u. f. w., welche glei- 
chen PBrojectionen in der Sehne AB entipredjen, 
und nehmen wir an, daß jeder diefer Theile gleic) 


R 
viel vom ganzen Drude R, nämlih — — wobei 





n die Anzahl der Theile bezeichnet, vom Zapfen 
auf das Yager übertrage. Nach dem vorigen Pa- 
ragraphen ift die Neibung für zwei gegenüberliegende Theile NO und N, O;: 
2 R sin2o0 
— ndcos. NOD 


Aber cos. NCD ift auch — cos. ONP— wofern NP die Pro- 


N 
No’ 
jection des Theiles NO auf AB repräfentirt, und 
Sehne AB 

n u 
es folgt daher jene den Theilen NO und N, O, entjprechende Reibung: 


__ ERsin.2o n. No Rsin.20 — 
nn Sehne - Schme NO. 
Um nun die Reibung für den ganzen Bogen ADB zu finden, hat man 


jtatt NO den Bogen AD — . ADB einzuführen, weil die Summe 


Rsin.2 
— ° mal Summe aller Bogentheile; es folgt 


ne 
alfo die Reibung in einem — Zapfenlager: 

Bogen AD 

Sehne AB’ 

oder, wenn wir den Gentriwinfel A CB, weldyer dem im Lager fiegenden 
Bogen entfpricht, — 2 0®, alfo Sehne AB—= 2 AU. sin. feten: 

20* 


NP= 


aller Reibungen gleich ift 





F= Rsin.20: 
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— Rem.20 ._®__ , oder sin. 2 e — 25in.o 
2 sin. & 

angenommen, annähernd: 

F—=R sin.Q: — 
sin. . 

Hiernach iſt die anfängliche Reibung um ſo größer, je tiefer der Zapfen 
in feinem Lager liegt. Umfaßt z. B. das Zapfenlager den halben Zapfen— 
umfang, iſt alſo « — !/, m und ſonach sin. « — 1, fo hat man 


F= z Rsin. o, alio > — 1,57 mal fo groß, als beim ausgelaufenen 
Zapfenlager. Bei einem Zapfen, welcher nicht tief im Pager ruht, ift « 


. u £ a u? - 
Hein, daher sin. « — « — ru ( 1— 5) zu ſetzen, weshalb folgt 
F r 


F — ( 1+ 5) Rsin.o, oder —= Rsin.Q, wenn « jehr klein iſt. 


($. 186) Poncelet's Theorem. Der Zapfendruf AR ergiebt fid) in der Kegel 
als Mittelfraft von zwei rechtwinfelig gegen einander gerichteten Kräften P 


und Q, ift aljo — Vr- Q8. Infofern man ihn nur zur Beſtimmung 


der Reibung 

F=o9oR=g9VP+0Q . 
bedarf, kann man ſich mit einem Näherungswerth deilelben begnügen, theils 
weil jchon der Coefficient ꝙ niemal® fo ficher beftimmt werden kann und 
von ſo jehr vielen ZJufälligkeiten mit abhängt, theils auch, weil das ganze 
Product oder die Reibung PR meift nur ein Fleiner Theil ift von den 
übrigen Kräften ander in Zapfenlagern ruhenden Maſchine, wie Hebel, 
Rolle, Radwelle u. ſ. w. Der Yehrfag, weldjer einen Näherungsausdrud 
von V P? — zu finden lehrt, it unter dem Namen „das PBoncelet’sche 
Theorem“ bekannt, und läßt ſich auf folgende Weiſe entwideln: 


— — — 


VPF@=r\ ı+ ($)=rVire, 


wobei x — 3 und vorausgefegt wird, daß Q die fleinere Kraft, aljo x 


ein Ächter Brud) ift. Segen wir num: 

Vı = -+ vr, 
und beſtimmen wir die Koefficienten uw und » gewilien Forderungen ent 
ſprechend. Der relative Fehler ift: 


I EB ee Sun RE u—tve 
— Vı+a Vı- a 
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Diefer Gleichung entfpricht eine Curve O SP, Fig. 276, weldhe für die 
Abſciſſe 2 — 0, die Ordinate AO—=y—=1— er und für die Abfciffe 


AB=1, die Ordinate BP=y—1— "75 "Hat, welche ferner in 





zwei Punkten A und N durd) die Abſeiſſenaxe geht, und bei S ihren größten 
Kia. 276. Abftand CS von diefer Are erreicht. 
Segen wir y — 0, alfo: 





oO 3 - 
N A Vi+z=u-+rve, 
L — — und löſen wir dieſe Gleichung in 
— Beziehung auf x auf, To erhalten 
: wir in 
zer Ver 
= RT — 


die Abſciſſen AK und AN der Durchſchnittspunkte X und N, und alfo 
auch diejenigen Werthe, bei welchen der Fehler Null ausfällt. 


Um aber die Abſciſſe A C des größten negativen Fehlers US zu finden, 
jegen wir das Differenzialverhältniß: 


Bene ee 
dx 1 + r2 — Null 


(f. Art. 13 der analytischen Hitlfslehren). 
Diefer Forderung wird entiprochen, indem man 
(u v) O rkz—=v(l + 2?)%, oder 
ut+veoe—v(l + *2) d. i. = 8 ſetzt. | 


Hiernach giebt alfo die Abſciſſe AU —= z die größte negative Ordinate: 


v 
m wo 
er (Va )=-0 u +v®—1). 


Um nun weder einen großen pofitiven noch einen großen negativen 

Fehler zu begehen, fjegen wir die drei Ordinaten AO —1— u, 
Y 

BP=1-— Er und CS— Vu? + v2 — 1 einander gleich, und 


beſtimmen hiernad) die Goefficienten d“ und v. Es iſt: 
tv 

u = Ts 
2 — u — V u + vi, di.2—=u (1 + vı+t 0,4142), folglich 


d. i. — (V2 — 1) u — 0,414 u und 
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u — 0,96 und v — 0,414 . 0,96 — 0,40. 


2 
ı + Yı,lzıa 

Wir können alfo annähernd V1 + x? — 0,96 + 0,40 .x, und ebenfo 

die Mittelkraft 
R = 0,96 P + 0,40 @ 

jegen, und willen, daß wir hierbei höchſtens den Fehler 
ty=1—u=1-— 096 — 0,04 — vier Procent des wahren 
Werthes begehen. 

Diefe Beſtimmung fegt voraus, daß wir wiffen, welche von den Kräften 
die größere ift; ift uns dies nicht befannt, fo können wir 
annehmen und bekommen fo 

e(l+%) 


ve? 


Hier giebt nicht mr die Grenze x — O den Fehler — 1 — u, fondern 


y=1— 


auch die Grenze x — © benfelben — 1 — - — 1 — u; feßen wir 


aber x — z — 1, fo befommen wir den größten negativen Fehler: 


=-(7-1)=-wV?-n, 
und es ergiebt ſich durch Gleichſetzen diefer Fehler: 


4 
I“ 


1—u= 2 — 1, al u—= — — — — 127.089 
B=RL = 75 za "0835, 


wofür 0,83 gejegt wird. In dem Falle alfo, wo man nicht weiß, welche 
von den Kräften die größere ift, läßt fich fegen: 
R—= 0,83 (P + Q), 

und man erhält dabei den größten Fehler: 

ry=1— 0,83 — 0,17 Procent — 1/, des wahren Werther. 

Weiß man endlid, daß = nicht über 0,2 ift, fo läßt man richtiger x ganz 
außer Acht, und fchreibt Vp + 9° = P, ift aber = über 0,2, fo ift 
ebenfall8 richtiger 

Vp: + 02 — 0,888 P + 0,4% . Q; 

in beiden Fällen ift nämlich der größte Fehler ungefähr zwei Brocent *). 


Der Hebel. Die im Obigen entwidelte Theorie der Reibung findet beim 
materiellen Hebel, bei der Radwelle und anderen Mafchinen ihre Anwen: 


*) Bolytechnifche Mittheilungen, Band I. 
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dung. Handeln wir zunächit vom Hebel, und nehmen wir im Winfelhebel 
ACB, fig 277, glei) den allgemeinften Fall vor. Bezeichnen wir wie 
früher ($. 136) ben Hebelarm CA der Kraft P durd) a, den Hebelarm 
CB der Yaft durch b, und den Zapfenhalbmeſſer CH durch r, jegen wir 
das Gewicht des Hebeld — @, den 
Hebelarm CE deilelben — s und die 
Winkel A PK und BQK, um welche 
die Kraftrichtungen vom Horizonte ab- 
weichen, — « und B. Die Kraft P 
giebt den Verticaldruf P sin. «, und 
die Yaft & denjelben — Q sin. B; es 
ift daher der gefammte Verticaldrud: 
V=@G+Psin 4 Qsin.P. 
Die Kraft P giebt auch noc) den Horizontaldruck P cos. c und die Paft einen 
Gegendrud @ cos. B; es bleibt daher als Horizontaldruf H— P cos. « 
— 0 cos. B übrig, und es läßt ſich nun der Totaldrud im Zapfen: 
R=uV-+vH—u(@ +4 Psin.«a+ Qsin.ß) + v(P cos.« — Qcos.ß) 
jegen, wobei aber der zweite Theil v (Pcos.@ — @cos. PB) nie negativ zu 
nehmen, und deshalb in dem Kalle, wenn Qcos.B > Pos. « ift, das Zei— 
en zu ändern oder vielmehr Pros. von Q cos. zu fubtrahiven ift. Um 
num demjenigen Werth der Kraft zu finden, welder dem labilen Gleich— 
gewichte entfpricht, jo daß beim Fleinften Zuſatz Bewegung eintritt, fegen 
wir ftatifches Kraftmoment gleich ftatifches Laſtmoment, plus oder minus 
Moment des Gewichtes der Mafchine ($. 136), fowie plus Moment der 
Reibung, alfo: 


Pa—=Q0b+Gs+ oRr 
— Wb+Gs + w(uV + rlD)r, woraus folgt 
P= Yb EGS + Yylula + Qsind) ErQeos.ßlr 
a — ugprsin.ae-+- vor cos. 

Wirken P und @ vertical, jo iſt einfach R= P-+ 0Q- G, daher 
Pa=Qb+Gs +g(P+ 0 + G)r. Bft der Hebel einarmig, fo 
wirken P und Q einander entgegen, danıı ift alfo = P— Q+G und 
deshalb aud) die Neibung Eleiner. Uebrigens muß 72 ſtets pofitiv in Rech— 
nung fontmen, weil die Reibung PR nur Bewegung verhindert, aber nicht 
erzeugt. Man fieht aud) hiernach, dag ein einarmiger Hebel mechaniſch voll- 
kommener ift, als ein doppelarmiger Hebel. 


Fig 277 








Beifpiel. Sind die Hebelarme bei vem in Fig. 277 abgebildeten Winfelhebel: 
a — 6 Fuß, 6 = 4 Auf, s — Y, Auß und r == 14, Zell, die Neigungswinfel 
«e = 70%, 8 = 500, ift ferner die kalt ¶ — 5600 Pfund und das Gewicht G 
des Hebels, — MO Pfund, jo beitimmt ſich die Kraft zur Herftellung des labilen 


8. 188 
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Gleichgewichts wie folgt. Ohne Mücdficht auf Reibung ft Pa+ Gs= Qb. 
daher: 
0b — @s _ 5600.4 — WO. Ya 3668 M fund, 

7 6 
Segen wir « — 0,96 und » — 0,40, fe befommen wir: 

u(@ + Qsin.$) = 0,96 (900 + 5600 sin. 50%) — 4982 Pfund, 

v () c08.8 = 0,40 . 5600 cos. 50° — 14410 Pfund; 

usin.« —= 0,96 . sin. 70° — 0,902, 

vcos.c — 0,40 . c08. 700 — 0,137. 
Es iſt leicht einzufehen, daß hier Pcos. « feiner als (cos. 8 ift, denn da annä- 
hernd P= 53658 ausfällt, jo bat man Pcos. « — 1251 Pfund, wogegen @ cos. ß 
= 3600 Pfund beträgt; deshalb nehmen wir hier für » )cos.3 und v prcos. « 
das untere Zeichen und fegen: 

p — 5600, 4 — 90. Y% + wr (4982 + 1440) 

=> 6 — or (0,902 — 0,173) 

Nehmen wir num noch den Reibungscvefficienten 2 — 0,075 an, fo erhalten wir: 

por = 0,075 . 3%, = 0,009375 fowie 6422 pr == 60, 
und die gejuchte Kraft: 

p — 240 — 450 + 60 _ 22010 
zu 6 — 0,00685 — 5,9982 
Nebrigens iſt hier der Verticaldruf, wenn man die ohne Mückficht auf Reibung 
beitimmte Kraft P —= 3658 Pfund einführt: 

V— 3658 sin. 70° + 5600 sin. 500 + 900 = 3437 + 4290 + 901 

— 8627 Pfund, 

dagegen der Horizontaldruck: 

H — 5600 c0s.50 — 3658 cos. 70 — 3600 — 1251 — 2349 Pfund, 
Hier it 7 > 0,2 P, daher iſt richtiger: 

R = 0,888. H -+- 0,490 V — 0,888. 8627 - 0,490 .2349 — 8811 
zu fegen, und es folgt fo das Moment der Reibung: 

— pr R —= 0,09375 . 8811 = 82,6 Fufpfund, 
und endlich die Kraft: 

p —_ 240 — a + 832,6 

# 

welcher Werth vom obigen allerdings nur wenig abweicht. 


li 


— 3673 Pfund. 


— 3672, ‘Pfund, 


Reibung an stehenden Zapfen. Findet bei einer Radwelle ein 
Drud in der Richtung der Are ftatt, wie es z. B. bei ftehenden Wellen 
in Folge des Gewichtes derfelben jedesmal der Fall ift, jo giebt es noch eine 
Reibung auf der Basis des einen Zapfens. Weil hier in allen Punkten 
Drud zwiſchen dem Zapfen und der Pfanne vorhanden ift, jo fteht diefe 
Keibung der einfachen gleitenden näher, als der jeither betrachteten Zapfen: 
veibung und man hat deshalb für diefe die in Tab. II. (S. 287) aufge 
führten Reibungscoefficienten einzuführen. Um die Arbeit diefer Reibung zu 
finden, muß man den mittleren Weg fennen, den die Baſis AB, Fig. 278, 
eines folchen ftehenden Zapfens bei einer Umdrehung zurüdlegt. Nehmen 
wir an, daß der Drud R auf der ganzen Fläche gleichförntig vertheilt Sei, 
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fegen wir alfo voraus, daß gleic; großen Theilen der Bafis gleiche Reibun— 
gen zufommen. Theilen wir num die Bafis durch Halbmeffr CD, CE 
u. ſ. w. in lauter gleiche Sectoren oder Dreiede, wie DUE, fo entiprechen 
diefen nicht nur gleiche Neibungen, fondern aud) gleiche Momente, es ift 
daher nur das Reibungsmoment von einem dieſer 
Dreiede zu finden. Die Reibungen eines folchen 
Dreieds laſſen ſich aber als Parallelfräfte anfehen, 
- da fie alle tangential, d. i. winfelrecht zum Radius 
U’ D wirken; ımd da nun der Schwerpimft eines 
Körpers oder einer Fläche nichts weiter als der An: 
griffepunft der Mittelfraft von in diefem Körper 
oder im diefer Fläche gleichmäßig vertheilten Parallel 
fräften it, fo läßt ſich demnach auch hier der Schwer- 
punft S des Sector oder Dreieds DUEF als Ans 
griffspunkt von der aus ſämmtlichen Neibungen defjel- 
ben entipringenden Mittelkraft anfehen. It nun der 


Ka. 278. 





s R = 
Drud auf diefen Sector, — = und der Halbmeſſer CD —= CE der Bafis 


— r, fo folgt (nad) x. 113) das jtatifche Moment der Reibung diefes 
Sector: 

— - CS: 2* == ?/, — 

n n 

und endlic das ſtatiſche Moment der vollftändigen Zapfenreibung: 


R 
M—_n.!’yr = == ?, @Rr. 


Zuweilen ift die ſich reibende Fläche ein Wing ABED, Fig. 279. 
Fig. 279. Sind die Halbmeſſer deffelben OA — und CD=r,, 
ſo hat man es mit der Beſtimmung des Schwer— 
punktes 5 von einem Ringſtücke zu thun, und erhält 
deshalb nad) $. 114 den Hebelarm: 
‚n?—r) 
0S=Y, 43, 
ir 
daher das Moment der Reibung: 
——— 
horn"). 
Tg 
& . — 4 - 2 
Führt man den mittleren Halbmeiler “ — 


— 








und die Breite des Ringes vr; — 7. — b ein, ſo erhält man dieſes Mo— 
ment der Reibung aud) 


u=or(, +)" 
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Die Arbeit der Reibung fir eine Umdrehung des Zapfens ift im erjten falle 
A=2x.?; are — 1, apKRr, und im zweiten: 
— 
—— _ )= 2a pR(r +) 

Hiernad) ift aud) die Reibung, an * aus einem oder mehreren Ringen 
beſtehenden Hals: oder Kammzapfen zu berechnen, wenn die ſtehende 
Welle an demfelben aufgehangen ift. 

Dean fieht auch hier leicht ein, daß wegen Verminderung diejes Arbeits- 
verluftes die ftehenden Zapfen oder Stifte möglichſt ſchwach zu machen find, 
und daß mehr Arbeitsverluft entjteht, wenn unter übrigens gleichen Verhält— 
niffen, die Reibung in einem Ninge als in einem vollen Kreiſe ftatt hat. 

Beifpiel. Bei einer 1800 Pfund fchweren Turbine, welche in der Minute 
100 Umdrehungen macht, ift die Stärfe des Stiftes an der Baſis 1 Zell, wie viel 
Arbeit confumirt die Neibung diefes Stiftes in einer Secunde? Den Neibungscorf- 
fieienten = 0,100 angenommen, erhält man die Neibung: 

pR = 0,100 . 1500 = 150 Pfund; 
der Weg pro Umdrehung ift: 
= Y%nr= 4 .314. Yu = 0,1745 Buß, 
daher die Arbeit pro Umdrehung: 
— 180 . 0,1745 — 51,41 Fußpfund. 
Nun macht aber dieſe Maſchine in der Secunde 100 — 5/, Umdrehungen; es folgt 
daher der geſuchte Arbeitsverluſt: 


314 
— —* — 52,3 Fußpfund. 


$. 159 Reibung an Spitzzapfen. Iſt der Zapfen ABD, Fig. 280, co- 
Big. 280. niſch zugeipigt, fo fällt die Reibung größer 

aus als bei einem unten ebenen Zapfen; weil 

ji) der Arendrud AR in die die Neibung erzeu— 

genden Normalkräfte, wie N, N, u. |. w. zer: 

legt, die zufammen größer als Z allein find. Iſt 

der halbe Konvergenzwinfel ADU—=BDC 

— «, fo hat man: 

R 
sin. 


und deshalb die Reibung diefes Spitzzapfens: 
R 


N = 











278 sin. 
Bezeichnet man nun den Halbmeffer CA= CB des Zapfens an der Stelle 
des Eintritts in die Pfanne durd) 7), fo hat man nad) dem Obigen, das er 


tische Neibungsmonent: 
ꝙ R 
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71 — CA u . — 
oder, da in Fr der Kegeljeite DA — u ift, dafielbe aud): 
=; pRa. 


Läßt man 7 Zapfen nur wenig in die Pfanne eintauchen, ſo wird die 
Arbeit ſeiner Reibung kleiner als bei einem Zapfen mit ebener Baſis * 
deshalb die Anwendung des Ze dennod) von Nuten fein. Iſt z. B 

iR — A == alſo rı = 1); r sin. & 
sin. cc — 
jo giebt der Spitzzapfen mit den Halbmeſſer 7 nur halb fo viel Arbeitsver- 
luft durd) die Reibung als der eben abgeftumpfte Zapfen mit dem Halb- 
meſſer r. 

Bildet der Stift einen abgefürzten Kegel, Fig. 281, fo findet Reibung 
an dem Mantel und an der Abjtumpfungsfläche ſtatt und es ftellt fic das 
ftatifche Reibungsmoment 

— . „ PR 
— (* + * & 3— * 
heraus, wenn r den Halbmeſſer Ct an der Stelle des Eintrittes in die 
Pfanne, r, den Halbmefler DE an der Bafis und &® den halben Conver- 
genzwinfel bezeichnet. In Folge des großen Seitendrudes N wird die Pfanne 
bald jo ſtark abgerieben, daß endlid) nur Drud auf der Bajis UF übrig 
bleibt und das Moment der Neibung M — ?/; P Rr, ausfällt. 





fig. 281. Sig. 282. Sig. 283. 





- Sehr oft find endlich noch die ftehenden Zapfen oder Stifte, Fig. 282 

und Fig. 283, abgerundet. Wenn aud) durch diefe Abrundung die Rei— 
bung jelbft keineswegs vermindert wird, jo läßt fich doch dadurd) eine Vermin— 
derung des Neibungsmomentes erzielen, daß man die Tiefe des Eintauchens 
in die Pfanne herabzieht. Setzt man eine fugelförmige Abrundung voraus, 
jo erhält man mit Hilfe des höheren Calcüls für eine hafbkugelförmige 
Panne das Moment der Reibung: 


M=#*:Rr; 
fowie für die ein niedriges Segment bildende Pfanne annähernd: 


* 
M= 2/z E —— 0,3 (= | pKRr,, 


316 Dritter Abfchnitt. Fünftes Gapitel. [s. 190. 


wenn r den Kugelhalbmefir MA — MB, und r, den Pfanuenhalbmeſſer 

CA = CB bezeichnet. 
Anmerfung. Bei ven Körnerſpitzen ADB, Fig, 254, an den Drehbankſpin— 
Fig. 254 





deln zerlegt fih der Drud R rechtwinfelig 
gegen die Arenrichtung DX in einen Nor: 
maldrufd N und einen Seitendrud S pas 
rallel zur Are. Gelten diefelben Bezeich- 
nungen wie oben bei dem Spitzzapfen ſtehen— 
der Wellen, fo bat man: 


Von RB und N == R tang. «. 








COS. & 
Das Moment der Reibung, welche aus 
N entiprinat, ift: 
M=oN.Yyr=yr 
ne ER” DEE ae —— 


oder ar =CA=DAsin ADC 


— asin.e ift, wenn «a die Länge CD ves eingelegten Zapfenſtückes bezeichnet, 


M = ?,rRatang.«. 


Die Seitenfraft S wird ganz oder zum Theil durch eine Gegenfraft S, an ber 


anderen Spitze aufgehoben. 


Beifpiel. Wenn das Gewicht der armirten Welle eines Pferdegöpels, A = 6000 
Pfd., der Halbmeifer feines coniſch gefvisten Stiftes, = r = 1 Zoll und der Con: 
vergenzwinfel 2 « des legteren, — 90° ift, fe beträgt das ſtatiſche Moment ver 


Reibung an diefem Stifte: 


Rr 


M=%.1.—— = % .01. — 


sin. « 


6000 1 100 


Er ee a 47,1 Fußpfund. 


Macht viefe Melle während des Ausförderns einer Tonne aus der Grube 
— u— 24 Umdrehungen, fo it die Arbeit, welche die Reibung am Stifte in die: 


fer Zeit aufzehrt: 


A=2nw. 





—=2n.24.47,1= 7103 Rußpfund. 


s. 190 Der sogenannte Antifrietionszapfen. Unter dei Borausfegung, 
dak der ariale Drud eines ftehenden Zapfens AB BA, Fig. 285, der 


Fig. 285. 





Querſchnittsfläche proportional iſt, 
können wir den Verticaldruck pro 
Quadratzoll Querſchnitt, R, = 2 
jegen, wofern A den ganzen Bertical- 
oder Arendrud, und F den Inhalt 
der verticalen Brojection ADDA 
der ganzen Reibungsflähe ABB A 
bezeichnet. Iſt nun @ der Neigungs— 
winkel 0170 des Flächenelementes 
O gegen die Are CT des Zapfeng, 
jo folgt der Normaldrud, welchen der 
Zapfen pro Quadratzoll Querfchnitt 
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gegen das Yager ausübt, N, — * daher die entſprechende Reibung 
R, — o R 
sin.a  Gsina 
und wenn noch 7 den Abftand oder Reibungshalbmeſſer MO bezeichnet, das 
Moment diefer Reibung: 





2; 
Fy=97' . 





sin.’ 


H 
oder, da — 
sin. & 





— der Tangente OT ift, aud) 
R — 
Fy=9% 90T 


Soll, um ein gleihmäßiges Abführen des Zapfens und jeiner Pfanne 
zu erlangen, das Moment F, y an allen Stellen des Zapfens daſſelbe fein, 
jo muß folglicy die Tangente OT längs der ganzen Erzeugungscurve A OB 
de8 Zapfens eine und diefelbe Größe d haben, und es ift daher dann das 
Moment der Reibung des ganzen Zapfens: 
M=Fy.G=9Ru. 
Die Curve AOB mit conftanter Tangente O 7, vom Berührungspuntte 
O bis zur Are C X gemefien, ift eine Tractorie oder Zuglinie, und entjteht, 
wenn ein auf einer horizontalen Ebene liegender ſchwerer Punft A, Fig. 286, 
Fig. 286. durd; einen Faden 40 in Bewegung 
gejegt wird, defien Ende C auf einer gera— 
den Pinie CX fortrüdt. Diefer Faden 
bildet hier die conftante Tangentenlinie 
AC=ıl=$2=y3 uf. w. 
— a. Um diefe Curve zu conftruiren, 
errichte man (CA — a reditwinfelig 
auf die Are COX, nehme n CA, « 
nahe bei A an, trage al — 4 auf, 
nehme B in @1, nahe bei « an, trage 
P2 = a auf, nehme wieder in dieſer 
Linie y nahe bei B an, trage y3 — a 
auf u. |. w.; endlich führe man einen 
die Seiten Au, aB, BY, YÖb... 
u. ſ. w. berührenden Zug. Derjelbe giebt 
die Zuglinie um jo vollfommener an, 
je Heiner die Stüde Aa, «aß, By,yÖ... 
u, f. w. find. Herr Schiele nennt diefe Linie die Antifrietionscurve 
(j. The Practical-Mechanics Journal, Juniheft 1849, itberfegt im polyt. 
Centralblatt, Jahrgang 1849). 
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vLäßt man, wie Fig. 285 darftellt, die Antifrictionscurve am Umfange der 
Welle rechtwinfelig auslaufen, jo ift der größte Reibungshalbmeſſer CA=r 
zugleich die conftante Tangente 4, und daher das Neibungsmoment 
M— pRr, ganz unabhängig von der Yänge des Zapfens. Bei der ebe- 
nen Reibungsflähe A A von demfelben Halbmeſſer ift das Reibungsmoment 
M, — ?/,pRr, alfo um ein Drittel Feiner, und vermindert ſich im Laufe 
der Zeit nod) mehr, da hier der äußere Umfang mehr abgeführt wird als der 
innere, und die Berührungsfläche noch Heiner ausfällt. 

Man corjtruirt auch Hähne und Hahngehäufe nad) der Antifrictiong- 
curve, da hier diefelben Verhältniffe vorkommen, wie bei den Stehzapfen. 

Anmerfung. Wenn fih der Zapfendruck R fo vertbeilt, daß die Größe der 
Abnugung, in der Richtung diefes Druckes gemeflen, an allen Stellen des Zapfen: 
umfanges gleich groß ausfällt, jo it 

NY _ Na% _ N3% ,, J 


sin. ac Sin. Sin. 
alfe für den conifhen Spißzapfen, wo 
==. : —=a; N, Yy = NY = NY. 
Bezeichnen ferner O, Od, Oz + +» die Oberflächentheile,” in welchen vie Nor: 
maldrüde N,, Na, N, » wirken, jo hat man: 


R= N, 0, sin.a + Ny 0, sin.ag + N; 0, sin.eg + +-- 
alfo für den conifchen Spibzapfen: 
R=(N0O, +0 + N,0, + ---) sin.« zu feßen. 
Die Flächentheile O), Og, Og +++» laſſen fih als Ringe von einer und derfelben 


EL, — h 
Höhe — der Breite — 





7 und ven Halbmeflern 9%, Yo, Y5 U. ſ. w. anfehen; 
es iſt daher: 





0, =2nY3 u. ſ. w. und 


i 2 
nsin.«' nsin.« 

0,—=0, 0,0 f. w., fowie 

a 4 

NO, =N0%=N,0,--,,w R=n.N, O sin. «. 

Es find alfo unter der gemachten VBorausjegung die Normalvrüde in gleich hohen 
Ringen des Zapfenumfangs gleich groß. 

Umgefehrt folgt I, O0, = Sm, Und daher das Moment der Zapfenreibung: 


M=9(N O0, yı + N5 0, y + N; 0,4 + )=@PN, 0, (Wı+Ya+--+Y) 


__PR 

=, Nı tyt tm). 

Hat man es mit einem abgeftumpften Kegelzapfen zu thun, deſſen beiden 
Halbmeſſer 7, und 7, find, ſo it ya +. ty = "Er zu ſetzen, 

ſo daß ſich M = — — ergiebt. 
sin. « 
— — — pKr, 
Für den vollftändigen Spitzapfen, wo r, — 0 ift, folgt daher R — 





2sin.e, 





wührend wir oben ($. 159), M — %, Rr, aefunden haben. 
j sın.u J 
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S. den Aufla von Herrn Reye zur Theorie der Zapfenreibung in Band 6 
des Civil-Ingenieur, fowie den betreffenden Aufſatz vom Herrn Director Gras hof 
in Band 5 ver Zeitſchrift des Vereines deutſcher Ingenieure. 


Reibung an Spitzen und Schneiden. Um die Arenreibung dre 8. 191 
hender Körper möglichft zu vermeiden, unterftigt man diefe durch zugeſpitzte 
Stifte, ſcharfe Schneiden u. ſ. w. Hätte man es hierbei mit vollfom- 
men ftarren und unelaftifchen Körpern zu thun, jo witrde bei diefer Methode 
des Aufhängens öder Unterftügens gar fein Arbeitsverluft in Folge der Rei— 
bung entftehen können, weil hier von der Reibung fein meßbarer Weg zuriid- 
gelegt wird; allein da jeder Körper eine gewiſſe Claftieität befigt, jo wird 
beim Aufliegen eines foldyen auf einer Spige oder Schneide ein Fleines Ein- 
drücken derjelben eintreten und jic dadurch eine veibende Fläche herausftellen, 
auf welcher von der Reibung Wege beichrieben werden, die allerdings zu 
einem, wenn auch nur jehr fleinen Arbeitsverlufte Beranlafjung geben. Bei 
lange anhaltenden Drehungen und Schwingungen der auf diefe Weife unter— 
ſtützten Körper ftellen ſich folche Reibungsflächen ohnedies nod) ein in Folge 
des Abreibens der Spige oder ſcharfen Kante, und es ijt dann die Reibung 
nad) dem Früheren zu beurtheilen. Man wendet aus diefem Grunde diefe 
Unterftügungsmethoden auch nur bei Inſtrumenten, wie bei der Bouſſole, 
Wage u. |. w. an, wo e8 auf die Herabziehung der Reibung wejentlic) an— 
kommt umd nur von Zeit zu Zeit Bewegungen zugelafien werden. 

Verſuche über Reibung eines auf einer harten Stahlipige ruhenden und 
um diefe drehbaren Körpers hat Coulomb angeftellt. Nach diefen Verfu- 
hen wächit diefe Reibung etwas ftärfer als der Drud und verändert ſich mit 
der Stärke der Zuſpitzung des unterftigenden Stiftes, Sie ift bei einer 
Sranatfläche am Heinften, größer bei einer Achatfläche, größer bei einer Fläche 
von Bergkryſtall, noch größer bei einer Glasfläche, am größten aber bei 
Stahlflähen. Bei fehr Heinem Drucke, wie bei der Magnetnadel, kann der 
Stift bis auf 10% bis 12% Konvergenz zugeipigt werden. Iſt der Drud 
aber groß, jo muß man weit größere Convergenzwinfel (30% bis 450) ans 
wenden. Die Reibung ift Kleiner, wenn der Körper mit einer ebenen Fläche 
auf einer Spige ruht, als wenn er mit einer conifchen oder ſphäriſchen Höh— 
lung auffigt. Bei einer fcharfen Schneide, wie jie bei Wagebalfen vorfommt, 
finden jedenfalls ähnliche Beziehungen ftatt. Schwer zu belaftende Wage- 
balten befommen jchneidige Axen von 90% Convergenz, leichte Wagen fünnen 
eine Schärfung von 30° vertragen. 

Nimmt man an, daß die Nadel AB, Fig. 287, am Stifte FOG die 
Spige DCE von der Höhe CM — h und den Halbmeſſer DM = r 
eingedrüct habe, und fegt man voraus, daß das Volumen /; mr?h dem 
Drude R proportional fei, jo läßt fi) das Maß der Reibung auf folgende 
Weife finden. Segen wir Y/;rr?h = uR, wo u eine Erfahrungszahl 
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ift, und führen wir den Comvergenzwinfel DCE— 2« ein, jegen alſo 
h = r.eotg.«, jo erhalten wir den Halbmefjer der Bajis: 


\ R} 
3 u Rtang.« 
r= van: = 9 und 


\/ 34 R*tang. ı 
9Rr=yV Br: 


— 
3 —— 
— —W .VYR tang.«. 


Hiernady iſt alfo anzımehmen, daß die Reibung auf einem Stifte mit der 
Cubifwurzel aus der vierten Potenz des Drudes und der Cubifwurzel aus 
der Tangente des halben Convergenzwinfels gleichmäßig wächſt. 


Rig. 287. 





Fig. 288. 





Ebenjo läßt jid) das Maß der Neibung eines Balfens AB, Fig. 288, 
finden, welcher über einer ſcharfen Kante U C, oſeillirt. Iſt & der halbe 
Gonvergenzwinfel D CM, T die Yänge CC, der Schneide und R der Drud, 
jo ergiebt jic) das Maß des Keibungsmomentes: 


— (Rang. a)? 
nn V Sr zu 


$. 192  Wälzende Reibung. Die Theorie der wälzenden Reibung ift noch 
feineswegs fejt begritndet, man weiß, daß diefe Reibung zunimmt mit dem 

Drucke und daß fie bei einem Hleineren Durchmeſſer der Walze größer ift als 

bei einem größeren Durchmefjer; im welcher algebraifchen Abhängigkeit dieje 
Reibung aber zum Drude und Durchmeſſer des ſich wälzenden Körpers jteht, 

fann ned) nicht als ausgemacht angejehen werden. Coulomb machte nur 

Fig. 289. 





einige DVerjuche mit 2 bis 12 Zoll 
diden Walzen aus Guajac (Boden) 
oder Franzoſenholz und aus Ulmen— 
holz, die er auf Unterlagen von 
Eichenholz wälzen ließ, indem er die 
Enden eines diinnen, um die Walze 
AB gelegten Fadens durd) ungleiche 
Gewichte P und Q, Fig. 239, an- 
ſpannte. Nach den Ergebniſſen die- 
ſer Verſuche ſcheint die wälzende Rei— 
bung dem Drucke direet und dem 
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Durchmeſſer der Walze umgekehrt proportional zu wachſen, jo daß die Kraft 

zur Ueberwindung der wälzenden Reibung durch FF f- & auszudritden 
ı 


ift, wenn R den Drud, r den Halbmefjer ver Walze und / den durch Ver: 
juche zu ermittelnden Neibungscoefficienten bezeichnet. Giebt man r in 
preuß. Zollen, jo iſt nach diefen Verſuchen 
für die Walzen aus Bodenholz f — 0,0184, 
für die aus Ulmenholz f — 0,0311. 
Für gußeiferne Räder von 20 Zoll Durchmeſſer, welche auf qußeifernen 
Schienen laufen, fand der Verfaſſer: 
F 0,0178, und Herr Sectionsrath Nittinger 
f — 0,0187. 
Nach Pambour ift für Eifenbahnräder von ungefähr 38 Zoll Höhe: 
'—= 0,019 bis 0,021. 


Die Formel FF — f * ſetzt voraus, daß die Kraft F zur Ueber— 


windung der Reibung an einem dem Walzenhalbmeſſer gleichen Hebelarm 
HC —= HL— r wirke, und daher mit der Walze einerlei Weg zurid- 
lege; wirft diefelbe aber an einem Hebelarm HK — 2r, fo ift auch der 
Weg derjelben doppelt jo groß als der der Walze auf der Bahn, und daher 
die Reibung: 


Fi = ref. 

2r 

Die Gleicygewichtsverhältuifie der wälzenden Neibung find auf folgende 
Weiſe zu beurtheilen. In Folge des Drudes O der Walze ACB auf die - 
Baſis AO, Fig. 290, drückt ſich die lettere etwas zufammen, und es ruht 
deshalb die Walze nicht im tiefjten Punkte A, fondern in einem etwas vor- 
wärts gelegenen Punkte O auf. Berlegt man nun die Angriffspunkte A 
und B der Kräfte @ und 7’, wovon die zur Ueberwindung der Neibung 
nöthige Umdrehungskraft bezeichnet, nach dem Durchſchnitte D, und con- 
Kia. 290. * ftruirt man aus Q und F das Kräfte— 

| parallelogramm, jo erhält man durch deifen 
Diagonale DR die Kraft R, mit welcher 
die Walze in O auf ihre Unterftigung 
drückt, und es ift daher zur Erhaltung des 
Gleichgewichts nöthig, daß die Kraftmomente 
eines Winkelhebels AON einander gleich 
ſind. Setzt man nun den Abftand ON des 
Stützpunktes O von der Richtung der Kraft, 
— a, und die Entfernung OM. deijelben 


Punktes von der verticalen Schwerlinie des 
Weisbah’s Lehrbuch der Mechanik. 1. 21 
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Körpers — f, fo hat man folglich: 
Ma Df 
und daher die gejuchte Reibung: 
— 
F=-Q 
Der Hebelarm / ift eine Erfahrungsgröße und jo klein, daß ftatt « aud) 
der Abftand des Fußpunktes A von der Richtung der Kraft F, fowie jtatt 
Q der Gefammtdrud FR eingefegt werden fann. 


Hiernad) ift F— ER, und folglich in dem Falle, wenn die Kraft hori- 


zontal wirkt und durch den Mittelpunkt © geht, alſo a — r tft: 
F — FR 
r 
und dagegen dann, wenn diefe Kraft im Scheitel X der Walze tangential 
wirft, « — 2r, und daher: 


— 
* 5* 


Der ſogenannte Reibungscoefficient / der wälzenden Reibung iſt 
folglich keine unbenannte Zahl, ſondern eine Linie, und muß daher mit a in 
gleichem Maße ausgedrüct werden. 

Wird ein über Walzen C und D, Fig. 291, liegender Körper ASB 
fortgezogen, jo fällt die erforderliche Kraft P jehr Hein aus, weil nur zwei 

dig. 291. wälzende Neibungen, nämlicd) die 
Ä zwifchen AB und den Walzen und 
die zwiſchen den Walzen und der 
Bahn HK, zu überwinden find. 
Uebrigens ift der progrefjive Weg 
der Walzen nur halb jo groß als 
der Weg der Yaft AR, und es jind 
deshalb beim ferneren Fortgehen im- 
mer twieder nene Walzen vorn unter 
zufchieben, weil die Berührungspunfte A und B zwifchen den Walzen und 
dem Körper AB vermöge des Wälzens ebenjo viel rüchwärts gehen, als die 
Üre der Walze vorwärts. Hat fid) die Walze AH um den Bogen AO 
gedreht, jo ift jie aud) um einen diefem Bogen gleichen Weg A A, vorwärts 
gegangen und O mit O, in Berührung gefommen, der neue Berührungs- 
punft O0, aljo um AO; — AO hinter dem vorigen (A) zurüdgegangen. 
Bezeichnet man die Coefficienten der Neibung auf HK und AB durd) f und 
Fi, To hat man die Kraft zum Fortziehen der Laſt R: 


P=l+nz- 
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Anmerfung. Die von Morin in großer Ausdehnung angeitellten Verſuche 
über ven Wivderftand der Wagen auf Straßen itimmen mit dem Gefeße, wonach 
diejer Widerstand mit den Drucke gleichmäßig und mit ver Dicke der Walze umge: 
fehrt wächit, überein. Gin anderer franzöfiicher Ingenieur, Dupwit, hingegen lei: 
tet aus feinen Verſuchen ab, dap die wälzende Reibung zwar dem Drucke direct, 
aber übrigens nur ver Quadratwurzel aus dem Walzenhalbmeſſer umgefebrt pro: 
vortional wacie. Die neueren Berfuche von Poirée und Sauvage mittelit Gi: 
ſenbahnwagen führen ebenfalls darauf, daß die rollende Neibung umgekehrt wie die 
Duadratwurzel des Radhalbmeſſers wählt. S. Comptes rendues de la societe 
des ingenieurs civils ä Paris, 5. et 6. année. Beſondere theoretiiche Anfich- 
ten über wälzende Reibung findet man in v. Gerftner’s Mechanif, Bo. 1. $. 537, 
und in Brir’ Abhandlung über die Meibung, Art. 6, entwicelt. Ausführlicher 
wird hierüber im dritten Theile bei der Aörderung auf Strafen und Schienenwegen 
gehanvelt. 


Seilreibung. Wir haben nun die Reibung eines biegjamen Körpers $. 193 
Kia. 292 fennen zu lernen. Wird ein Übrigens voll- 
Fig. 292. 
fommen biegjames, durch eine Kraft Q an- 
gejpanntes Seil um die Kante U eines 
feften Körpers ABE, Fig. 292, gelegt 
ET und dadurd) um einen Winkel DUB u® 
I Fi i Fi AM "il von feiner anfänglichen Richtung abgelenkt, 
jo entjteht in diefer Kante ein Drud R, aus 
dem wieder eine Reibung F hervorgeht, 
welche verurſacht, daß die Kraft P zur 
Herftellung eines labilen Gleichgewichtes 
größer oder kleiner als Q ift. Der Drud 
ift ($. 77 
R—VP? + Q@ — 2P®eos. «, folglid) die Reibung: 
F=o9 Vpr + 0 — 2PQ cos. «. 


Segen wir mn noch P—-Q + Fum P? ———— — W?+2QF, 
ſo erhalten wir: 









| Ih 





9 +2Q0F+ 09 — 20? cos.a — 2FR cos. « 
— 9 V2(1— cos. «) (®+QM = 29 sin. 5 V Q?+QF, 


F=0@ 


wofür wieder — 2 @ sin. z (+ 1), F) anzunehmen ift, wenn man von 
der Duadratwurzel nur die erften zwei Glieder berückſichtigt. Jetzt ergiebt jid): 
F=@Fsin.Z +29 Qsin.Z, 


folglich die gejuchte Reibung: 
21° 
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29 0 sin. 
F=- 
1 — 9 sin. 


wofuür meiſt genügend genau 


wer fir] 2 


F— 29 sin. — ( 1-+-9@ sin. 2). und jogar jehr oft 


F—= 299 sin. 
gefegt werden kann, wenn der Ablenkungswinfel «@ Hein iſt. Um alſo das 


Seil über die Kante C wegzuziehen, it eine Kraft 


2psin.— 
P—-Q0+F=|1+ ——— W) 


N in. 
= in. — 
@ St >y 


nöthig, und um umgekehrt, durch das Seil das Pal der Laſt 9 zu 
verhindern, ift eine Kraft 


/ a 
2psn.— 
— 5 dr En _ 
an | 1 sin. — 
\ Be 2 


erforderlich; annähernd läßt ſich 
P—| 1--29@sin. 36 0 sin. 9 Q, oder noch einfacher: 


ER. 
To | 9 4 — 
r—(i 2 @ sin. =) Q und 
Q 


P = NEUHERIENE"T FRRE a oder: 
14 2psin. li +psin. 5) 
G | — 
P, — ——— — ( — 209 sin. Q ſetzen. 


14209 sin. 

Seht das Seil über mehrere Kanten, jo laſſen ſich durch wiederholte 
Anwendung diefer Formeln die Kräfte P und P, am anderen Seilende * 
ebenfall® berechnen. Nehmen wir den einfachen Fall an, daß dos Seil 
ABC, Fig. 293, um einen Körper mit » Kanten gelegt jei und an jeder 
Kante um denjelben kleinen Winfel & abgelenkt werde. Die Spannung im 
erſten Seilſtücke ift: 


Qı =(1 +29 sin. 2) Q, 


wenn die des Endes — OÖ betrat: Sie des ameitem 
T : 5 
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.@ FE: \. 
(1 Fr29 sin.) = (i 29 sin.) Q, 
die des dritten: 
3 
1 1-29 sin.“) ) = (i +29 sin.) Q, 
daher allgemein, die Kraft am legten Ende: 
— — 209 sin. 9 Q, 
infofern es auf eine Bewegung in der Nichtung der Kraft P ankommt. 
Vertaufcht man 7’ durd) Q, To erhält man dagegen die nöthige Kraft: 
3* — 
& n 
( +29 sin. 2) 
wofern nur eine Bewegung in dev Richtung von Q zu verhindern ift. 
Fig. 298. Fig. 29. 


FE, ? 


* 
| 
IN : 
Il II ZN 
N H 9 
N F 


fr 


| | 
PR NM 


'® 
u —V 


Il) 
(ill 


Mi 





‚ Die Reibung ift in einem alle: 
F=P-— o—=|(i £ 29 sin.©) -1] Q, 


und im zweiten: . 


F- 1 DZ — RK +29sn.%)-ı] P, 


= h — (1 +29 sin. =y | Q. 


Diefelben Formeln finden auch ihre Anwendung bei einem um einen Cy— 
linder gewickelten, gegliederten Körper, 3.8. bei einer Kette ABE, Fig. 294, 
wo dan n die Zahl der aufliegenden Glieder angiebt. Iſt die Yänge AB 
eines Kettengliedes — 1 und die Entfernung CA der Are A eines Gliedes 
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von dem Mittelpunfte C de& bedeckten Kreisbogens, — r, jo hat man für 
l 


den Ablenkungswinkel DBL= ACB=«, sin. z =. 


Beiſpiel. Wie groß ift die Meibung am Umfange eines 4 Fuß hohen Rades, 
wenn daſſelbe von zwanzig 5 Zell langen und 1 Zell dicken Gliedern einer Kette 
bedeckt wird, deren eines Ende feitgehalten und veren anderes Ende mit 50 Pfund 
Kraft angefpannt wird? Hier tit: 


P, = 50 Pfund, n = 20, sin. = — — — —; 
jegen wir nun nod für y den mittleren Werth 0,35 ein, jo erhalten wir die Reis 
bung mit der die Kette dem Made in jeiner Umdrehung entgegenwirft: 
= [(ı +2.083 Ey J 50 — I ug J 30 
— L Zr ‚9 .» 79 — .‘ — * 190 . eh 


— — — | . 50 — 2,974 . 50 — 149 Pfund. 
Liegt ein gefpanntes Seil AB, Fig. 295, um einen feftliegenden, cylin- 
drifch abgerundeten Körper ACB, fo läßt fich die Neibung durch die 
Fig. 295. im vorigen Paragraphen gefundene Kegel ebenfalle 

finden. Es ift hier der Ablenfungswinfel EDB 
— « — dem Gentriwintel ACB des Seil- 
bogens AB; theilt man. denjelben in n gleiche 
Theile und jieht man den Bogen AB als aus n 
geraden Linien beftehend an, jo erhält man auch 


u 
» Eden, jede mit der Ablenkung —, und deshalb 
die Gleichung zwifchen Kraft und Laſt wie im 
vorigen Paragraphen : 


P= (i +29 sin. ) 0 





— a. ee 
Wegen der Kleinheit des Bogens — läßt ſich aber sin. = n a ſetzen, 
weshalb ſich 


P= ( 1 + 22) & herausftellt. 


Bedient man ſich nun noch der binomischen Neihe, fo erhält BR 


ER — ‚az (pa) —æ 2) (pay [7 
p=(14„22 , ER ZUEN RE ZUEZIEET rn ze 
oder, dan * groß En A  l=-ı -3=-ı Bl... =n 
gejeßt werden fann: 
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1 1 
— Be — 
= (I+ pa 139) #733 (Pe)? - )® 


++ er, wo e die Grund» 





x? 23 
it aber 1 = + — + 
Rum iſ abe I Het GT 57 


zahl 2,71828 . . . des natitrlichen Logarithmenſyſtemes bezeichnet (ſ. analyt- 
Hülfstehren, Art. 19), es läßt ſich daher auch fegen: 
P=— er“, Q, fowie = PeT?*, und umgefehrt: 
—1 P 2,3026 
- a — — Log. nat.— — - 
9 Q 


Sieht man den ii nicht in Theilen von 7, fondern in Graden, fo 


(Log. P — Log. Q). 





hat man « — - ze zu fubjtituiven, dritt man ihn endlich durd) die 


13 En 
Zahl « der Umfchläge aus, fo hat man & — 2 rw zu fegen. 

Die Formel P — e?*.@ giebt an, daß die Seilreibung F—= P— Q 
auf einem feftliegenden Cylinder gar nicht vom Durchmeſſer deſſelben, ſon— 
dern nur von der Anzahl der Seilumſchläge abhängt, zeigt aber aud), daß 
fie leicht außerordentlich vergrößert und faſt bis ins Unendliche gefteigert 


werden kann. Segen wir P — YV;, jo befommen wir: 
für AUmwickelung, P = 1,69 Q 
in P=23850Q 
® a P= 8120 
“2 . P — 65,94 Q 
„4 m P — 4548,56 Q u. 1. w. 


(Anmerfung.) Aus ver Gleichung P = (\ + 2 sin. =) ) in $. 193 


folgt: 
P [74 
P—- Q=2» sin. Z®; 
oder, wenn man ftatt « das Vogenelement de, und ftatt P— @ den entipredhen- 
den Zuwachs 3 7° ver veränderfichen Seilfpannung P einführt und @ — P ſetzt: 
dr »Pp 
ie de — 29% P, vver >= ode, 
und man erhält durch Integration fogleich: 
j InP= Con. 
Anfang te 0m 0, d daher: 
In.Q=0+ Can un LnP - Ln. In. (Ze = 98, 
woraus fich durch Umkehrung die obige Gleichung: 
’ ' a 
I net" we p=e?"g 


Q 


ebenfalls ergiebt. 
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Beiipiel. Um eine große untheilbare Kalt P von 1200 Pfund von einer ge- 

willen Hohe, 3. B. in einem Schachte, berabzulafien, wicelt man das Seil, woran 

Fig. 296. dieje Kart hängt, um einen feitgeflammer: 

— ten runden Stamm AB, Kia. 296, 154 

mal herum und hält das übrig bleibenve 

Seilende in ver Hand. Mit welder 

Kraft iſt nun dieſes Seilende anzuſpan— 

nen, damit die Laſt langſam und gleich— 

formig niederſinke? Setzen wir auch bier 
? — 0,3, fo.erbalten wir diefe Kraft: 






Q 


— IE 
= 3.290 
V=Pe 71200. € i 
—q 
—12W.e #9, 
alle: 
Log. nat. Q = Log. nat. 1200 — 


— 7,0901 — 2,5918 
— 4,4985, oder 

Loy. Q= 1,9536, 
daher = 30,9 Pfund. 

Steifigkeit der Ketten. Yegen jib Seile oder gegliederte Kör— 
per u. ſ. w. um eine Rolle oder um den Umfang eines um eine Are drehe 
baren Cylinders, jo hört die im vorigen Paragraphen betrachtete Seil- 
oder Kettenreibung auf, weil num der Radumfang mit dem Seile einerlei 
Geſchwindigkeit annimmt, dafür ift nun aber eine Kraft zum Umbiegen 
beim Auflegen auf die Nolte, und nad) Befinden auch eine foldhe zum Auf— 
biegen beim Abwickeln von der Nolle, aufzuwenden nöthig. - 

Iſt es eine Kette, die ſich um eine Trommel widelt, jo befteht der 
MWiderftand des Auf und Abwidelns in einer Neibung der Settenbolzen, 

Fig. 297. indem legtere in ihren Yagern 

um gewiſſe Winfel gedreht wer- 
den. Iſt AB, Fig. 297, das 
eine und Br das nädjitfol- 
gende Kettenglied, tft ferner & 
die Drehungsare der Rolle, 
worauf ſich die durd) die Yaft 
() ausgeipannte Stette aufs 
wicelt, find endlich UM und 
UN Perpendikel, gegen die 
Yängenaren der Glieder AB 
und BG gefällt, jo iſt MEN 
— « der Winkel, um welchen 
ſich die Rolle dreht, während 
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ji ein neues Glied auflegt, und auch zugleich der Leintel KBG — 180° 
— ABG, um welden ſich bei diefem Auflegen das Glied BG mit feinem 
Bolzen BD in dem Glide AB umdreht. Bei dem Halbmeſſer BD 
— BE=r, des Bolzens durdläuft der Drud- oder Neibungspunft D, 
während ſich ein Stettenglied auflegt, einen Bogen DE — re, und es 
ift folglich die hierbei verrichtete Arbeit der Keibung 9, Q im Punkte 
D, — g:%.r,@. Für die Kraft P,) zur Ueberwindung diefer Reibung, 
in der Richtung der Yängenare BG wirkend, angenommen, erhält man 
den gleichzeitigen Weg s— CN mal Bogen des Winkels MON — UN.« 
und daher die Arbeit — Pı. CN. a; es ergiebt ſich daher durch Gleichſetzen 
beider Arbeiten PL. CX. « — . Crac und die geſuchte Kraft, wenn 
man noch den um die halbe Kettenſtärke vergrößerten Halbmeſſer UN der 
Trommel durch « bezeichnet: 


Y 
ı = ) —.» 
* Yı 0 J 
Ohne Rückſicht auf alle Reibungen wäre die Kraft zum Umdrehen der Rolle: 
P- 9. 


nit Rückſicht der Reibung beim Aufwickeln der Nette iſt fie aber: 
2 
P—=-W-+P — (1 Fu Q. 


Wickelt jich die Kette von der Trommel ab, jo findet ein gleicher Wider— 
ftand jtatt; wenn aljo, wie bei den fogenannten Yeitrollen, ein Auflegen 
auf der einen Seite und ein Abwickeln auf der anderen jtatthat, jo ift die Kraft 


D — i ) r\? 7 — r\ 
P= (i op 2) (, oder annähernd — (1 + 29, 2, 9. 


At endlich nod) der Zapfendruck — R, und der Zapfenhalbmeiler — r, 
fo folgt die Zugkraft, bei Berückſichtigung aller Hinderniſſe: 


— PERLE EEE, 
P=(1+292)04 *. 


Beiſpiel. Wie groß it die Kraft P am Ende einer um eine Rolle ACB, 
Fig. 208. fig. 298, geſchlagenen Kette, wenn die verfical nieder: 
ziebende Kalt & — 110 Pfund, das Gewicht der Rolle 
ſammt Kette, 50 Bfund beträgt, der bis zur Mitte der 
Kette gemeſſene Halbmeſſer a ver Rolle, = 7 Zell, der 
Halbmeſſer des Zapfens C, — 5% Zell und der Halb: 
meſſer der Kettenbolzen, — 34 Zull mißt? Segen wir 
die Neibungscoefficienten 2 — 0,075 un 9, = 0,15, 
fo erhalten wir nad der letzten Formel die Kraft: 


„53 5 
P=(142.0,15-57)-11040,075.2°,(110 +-504P), 
{ oder, wenn wir rechts P—=110 annähernd annehmen: 

P = 116 . 110 + 0,0067 . 270 = 111,76 + 1,81 = 113,6 Pfund. 





. 


330 Dritter Abfchnitt. Fünftes Gapitel. [s. 196. 


s. 196 Steifigkeit der Seile. Beim Umbiegen eines Seiles um eine Rolle, 
oder beim Aufwideln deijelben auf eine Welle, tritt die Steifigfeit (franz. 
roideur; engl. rigidity) deflelben als ein der Bewegung defjelben entgegen? 
geſetztes Hinderniß hervor. Diefer Widerftand hängt nicht allein von dem 
Stoffe ab, aus dem das Seil gefertigt ift, fondern aud) von der Zufanmen- 
jegungsweife und von der Stärfe des Seiles, und läßt fid) deshalb nur auf 
experimentellen Wege ermitteln. 

Verſuche zu diefem Zwede find vorzüglich von Coulomb, — in der 
neueren Zeit von dem Verfaſſer ſelbſt angeſtellt worden. Während ſich 
Coulomb nur mit ſchwachen Haufſeilen von '/, bis höchſtens 1'/, Zoll 
Stärfe befchäftigte und diefelben aud) nur auf Nollen von 1 bis höchſtens 
6.30 Durchmeſſer aufwideln ließ, hat der Verfaſſer Hanffeile von 2 Zoll 
Stärfe und Drahtfeile von "/, bis 1 Zoll Stärke über Nollen von 2 bie 
61/, Fuß Durchmeſſer laufen laſſen. 

Coulomb hat jeine Verſuche auf zweierlei Weiſe ausgeführt. Ein Mal, 
nad; Amontons, mit einem in Fig. 299 abgebildeten Apparate, wo AB 

Fig. 299. eine von zwei Seilen umfchlungene Walze ift, die 
Spannung durch ein Gewicht & hervorgebracht 
und das Herabrollen der Walze durch ein zweites 
Sewicht P, welches mittel® eines dünnen Fadens 
an diefer Walze zieht, bewirkt wird. Kin zweites 
Dial hat er die Seile um auf einer horizontalen 
Bahn ſich wälzende Cylinder gelegt, und aus der 
Differenz der an beiden Zeilen hängenden und 
ein langjames Yortrollen bewirfenden Gewichte, 
nad) Abzug der vollenden Reibung, auf den Stei— 
figfeitSwiderftand gejchlofien. 

Aus den Berfuchen Coulomb’s geht hervor, 
daß der Steifigfeitswiderftand mit der Stärfe der Spannung des fich auf: 
widelnden Seiles ziemlich gleihmäßig wächſt, daß er aber auch nod aus 
einem conftanten Gliede A befteht, wie ſich allerdings nicht anders erwarten 
läßt, weil ſchon eine gewiſſe Kraft nöthig ift, um ein umangefpanntes Seil 
umzubiegen. Auch ftellt fic heraus, daß diefer Widerftand im umgekehrten 
Berhältniffe der Rollendurchmeſſer zunimmt, daß er alfo bei dem doppelten 
Durchmefjer der Rolle nur halb fo groß ift, bein dreifachen ein Drittel ır. |. w- 
Endlich läßt fich die Beziehung zwifchen der Seildide und der Seifteifigfeit 
nad) diefen Verſuchen nur annähernd angeben, wie es auch kaum anders zu 
erwarten ift, da die Steifigkeit auch noch von der materiellen Beichaffenheit 
und von der Stärke der Drehung der Fäden und Ligen mit abhängt. Bei 
neuen Seilen fand sich die Steifigkeit ungefähr proportional der Potenz 
duſß, bei alten aber mehr d'-*, wenn d den Durchmeſſer des Seiles bezeich— 
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net. Es ift alfo nur fehr ungefähr, wenn Einige diefen Widerftand der 
einfachen, Andere dem Quadrate der Ceilftärfe proportional wachſend an- 
nehmen. 


Prony’s Formel für den Steifigkeitswiderstand der Hanfseile. 


Dem Vorftehenden zufolge läßt ich der Steifigfeitöwiderftand der Hanf- 
jeile durch die Formel: 


dr 
8 — pe} (K + v Oo), 


wo d die Seilftärfe, 4 der Nollenhalbmeiler, bis Are des Seiles gemeſſen, 
Q die Spannung des ſich aufwidelnden Seiles, », K und v aber Erfah: 
rungszahlen bezeichnen. Prony hat aus den Verfuhen Coulomb's gefun- 
den, daß für neue Seile 
1,7 
Be — (2,45 + 0,053 Q), 
; 
und für alte: 
lt 
8 — (245 + 0,053 Q) 
gejegt werden fann, wenn a und dd in Linien, &, S in Pfunden ausgedrücdt 
find. Diefe Ausdrücke beziehen jic aber auf Parifer Maß, in preußiichen 
Zollen und Neupfunden ausgedrüct, ändern fie fid) in folgende um: 


17 | 14 | 
8— — (13,31 + 0,29% Q) und S — — (6,39 + 0,141 Q). 


Da felbft diefe complicirteren Formeln nicht immer die erwitnichte Ueber: 
einftimmung mit den Verfuchsrejultaten geben, ſo kann man, jo lange nicht 
neue Berfuche zu Grunde gelegt werden können, mit Eytelwein: 

—W— 

35004 
ſetzen, wobei vorausgeſetzt iſt, daß x in preußiſchen Fußen und d in preußi— 
ſchen Linien, dagegen Q und S in willkürlichem, jedoch gleichem Gewichtsmaße 
auszudrüden find. Für Metermaß ift: 


d? Q 


S— 186 +» —- 
a 


SS» 


4 


Dieſe Formel giebt natürlich nur bei größeren Spannungen, wie ſie aller— 
dings meiſt in der praktiſchen Anwendung vorkommen, genügende Annähe— 
rungsreſultate. | 

Die Steifigkeit getheerter Seile ift ungefähr um ein Sechötel größer ala 
die ungetheerter Seile gefunden worden, und nafle Seile hat man ungefähr 
ein Zwölftel fteifer gefunden als trodene. 
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Beijpiel. Bei einer Ceilfpannung ven 350 Neupfund und einem Rollen: 
halbmeſſer von 27/, Zoli ift für ein 9 Linien dickes neues Seil der Steifigkeitswi— 
verftand nad Brony: 

S— %, /,)7 (1331 + 0,295 . 350) = 0,613 . 46,6 — 28,6 Pfund, 
nah Eytelwetn: 
923 & N 
— —* = 389 Pfund, 
Wäre die Spannung Q nur 150 Pfund, fo hätte man nad Brony: 
5 = 0,613 .250 = 14,10 Pfund, 


2 


nach Eytelwein: 
. 54.0 - 
= — — — 16,7 Brund, 
350 TB : 
alfo bier eine befiere Webereinftimmung. Man ſieht aus vielen Beiſpielen, wie 
wenig Sicherheit diefe Formeln gewähren. 


Anmerkung. Tabelle zur Grleichterung der Berechnung des Steifigfeitswider: 
itandes ver Seile theilt ver „Ingenieur“ Seite 365 mit. Nah Morin (fiehe dei: 
jen Lecons de Mecanique pratique) it, wenn n die Anzahl ver Seilfäden be: 
zeichnet, und ver Rollenhalbmeſſer 4 in Gentimetern ausgedrüdt wird, für unge: 
theerte Seile: 


d — V 0,1338 n Gentimeter und 
N 


So 5 (0,0297 -+ 0,0245 n + 0,0363 Q) Kilogr. 
d? re ————— 
—— (0,1110 + 0,6545 d2 + 0,1357 @) Kiloegr., 


und für aetbeerte: 


d= Vo,186 n Bentimeter, und 
, n — er ‘ 
ve * (0,14575 + 0,0346 » -+- 0,0418 Q) Kilogr. 
ad 
d? 


= — (0,3915 + 0,5001 d? + 0,1124 Q) Kilogr. 


Drüdt man aber d und a in Zullen und S und Q in Neupfunden aus, fe 
jtellt fich für ungetheerte Seile: 


{2 
S- — (0,580 + 24,47. d? 4 0,3548 Q) 
und für getheerte Seile: 
S- a 2,049 + 17,50 d” + 0,2939 Q) 
d . 


heraus, 3.8. ift bei einem ungetheerten Seile, für d — %, Zell, ad, Zell 


und Q) = 550 Mund: 
ee 0,580 241,4 — 0,354 350) 
So 58 24,47» or 7 0,3545 . 35 
Tr En 


‘ 
— J (0,550 + 13,77 + 124,150) = 31,2 Pfund. 


Die Prony'ſche Kormel gab im legten Beiſpiele S = 28,6 Pfund. 


8. 198 Versuche über die Steifigkeit starker Seile. Der Perfailer hat 
fich bei feinen Verſuchen tiber die Steifigfeit der Seile eines in Fig. 300 
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abgebildeten Apparates bedient. Die Scheibe oder Rolle DE. auf welche fich das 
zur unterfuchende Seil AB DEF auflegte, war mit einem Paar eiferner Räder, 
Fig. 300. wie CLM, auf einer Welle C befeftigt, 
und dieſes Näderpaar ftand auf einer 
horizontalen Schienenbahn HR. Nad)- 
dem man das eine Seilende F'durd) ein 
angehängtes Gewicht G geipannt hatte, 
hing man an das Kreuz A, welches am 
anderen Zeilende A befejtigt war, jo viel 
Gewichte, bis das Näderpaar ſammt der 
Scheibe und ihren Gewichten langjanı 
fortzurollen anfing. Um jich von den 
Unvollfommenheiten des Apparates mög: 
licht unabhängig zu machen, wurde nach— 
her auf der Seite bei F' jo viel Gewicht 
zugelegt, bis auch das Kortrollen des ar- 
mirten Räderpaares nad) der entgegen: 
gejegten Richtung eintrat. Das arith- 
metijche Mittel von den Zulagen gab 
nun, nachdem man hiervon nod) die 
wälzende Reibung abgezogen hatte, die 
Kraft zur Ueberwindung der Seiliteifigkeit. 
Den Goefficienten der in Abzug zu bringenden vollenden Reibung ermits 
telte man auf diefelbe Weile, indem man ſtatt des Seiles einen ſchwachen 
Bindfaden, deſſen Steifigkeitswiderftand vernachläfligt werden konnte, auflegte. 
Der mittlere Werth dieſes Coefficienten ift oben, $. 192, mitgetheilt worden, 
Der Steifigfeitswiderftand befteht nad) des Verfaſſers Anficht weni— 
ger aus der Steifigkeit, als aus der Neibung der einzelnen Fäden oder Drähte, 
die matitrlich beim Auflegen auf die Nolle ihre gegenfeitige Yage ändern 
müſſen. Der erſte Theil diefes Widerftandes fällt beim Umlegen eines 
Drahtfeiles um eine Veitrolle ganz aus, weil diejes Seil vermöge jeiner 
Clafticität beim Abwideln zum Wiedergeradeitreden genau fo viel Arbeit 
ausgiebt, als es beim Aufwideln zum Krümmen in Anſpruch genommen hat, 
Hier befteht alfo der Steifigfeitswiderftand lediglidy im der Reibung der ein- 
zelnen Drähte unter einander, und daß dem jo fei, zeigen auch die Verſuche 
des Verfaſſers, durch welche ſich ergeben hat, daß diefer Widerftand bei eingeölten 
oder friſch getheerten Drahtieilen um 40 Brocent Heiner ift als bei trodenen. 
Bei Hanfjeilen ift das Verhältniß ein anderes, denn da diefe, zumal nad) 
längeren Gebrauche, faſt gar feine Elaſticität bejigen, jo erfordern die einzel— 
nen Fäden und Yigen derjelben nicht allein Kraft zum Krümmen, fondern 
auch Kraft zum Wiedergeradeftreden. 


> 


X 


n 


Mn 
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$. 199 Neue Formel für den Steifigkeitswiderstand. Da die Steifig- 


feit eines Seiles nicht allein von der Seilitärfe, jondern auch von der 
Stärke dev Drehung und von der Zuſammenſetzungsweiſe dejjelben abhängt, 
jo hält es der Verfaſſer fiir angemeſſen, diefelbe durch die einfachere Formel: 
K+rQ 

d 
auszudrüden und die Conftanten A und v für jede Setlart bejonders zu be— 
jtimmen. Auch hat ſich aus den Verſuchen des Verfaſſers ergeben, daß ſich, 


Ss 


zumal fir die Drahtieile, angemeflener ftatt =, bloß A, und denmad) 
S— KR + 7X fegen tät. 
Für ein getheertes Hanffeil von 1,6 Zol Stärke, gelegt um 
Scheiben von 4 bis 6 Fuß Höhe, ergab ſich der Steifigfeitswiderftand: 
S— 15 + 0,00565 S Kilogramm, 
wobei der — a in Dr auszudräiden ift, an 
— 5,0 + 0,216 — E Yun, 


wo a in Zollen gegeben fein muß. 
2. Für ein neues ungetheertes Hanfjeil von » Zoll .Stärfe und 
eine Rolle von 21 Zoll Durchmeſſer ergab ſich: 


Ss= 0,086 + 0,00164 2 Kilogrm. — 0,17 + 0,0625 < Pfund. 


3. Fiir ein Drahtfeil von 8 Linien Dide, weldes aus 16 Drähten 
von je 1%, Linien Dide beftand, und wovon jeder laufende Fu 0,64 Pfund 
wog, wurde bei Rollen von 4 bis 6 Fuß Höhe, 


S = 0,49 + 0,00238 x Kilogrm. — 0,98 + 0,0910 — ° Bd 


gefunden. 

4. Für ein friſch getheertes Drahtſeil mit Hanfjeelen in den 
Litzen und im Seile, von 7 Linien Dide, beftehend aus 4. 4 —= 16 Dräh— 
ten von je 1'/, Linien Dide, und pr. Fuß 0,63 Pfund wiegend, ftellte ſich 
bei einer Rolle von 21 Zoll Durchmeſſer, 


S = 0,57 4 0,000694 x Kilogrm. — 1,14 + 0,00264 © fund 
heraus. 


Anmerkung. Gine ausführliche Beſchreibung ver Verjuche des Verfaſſers fin: 
det man in ber Zeitfchrift für das gefammte Ingenieurwefen (dem Ingenieur) von 
Bornemann, Brüdmann und Röting, Band I. Freiberg 1848. 

Die Hanffeile unter 1. wurden in Freiberg zum Fördern durch Waflergöpel an— 
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gewendet, find aber in dem neueren Zeiten durch die Drabtjeile unter 3. und 4. 


erjegt worden. Beiderlei Seile haben bei jechsfacher Sicherheit eine Tragfraft von 
circa 30 Gentnern. Es ift aus dem Vorftehenden zu erfeben, daß bei gleicher Trag- 
fraft der Steifigfeitswiveritand bei Drahtfeilen viel Fleiner ift als bei Hanfſeilen. 
Nimmt man z. B. die Seiljpannung Q — 2000 Pfund und den Rollenhalbmeſſer 
a — 40 Zoll an, jo erhält man den Steifigfeitswiderftand für ein Hanfleil: 

S = 3,0 + 0,216 . 200%, , = 13,8 Pfunv, 
und dagegen für ein Drahtieil: 

S$ — 0,98 + 0,0910 . 200%, , = 5,5 Pfunr. 


Theorie der Leitrolle. Wenden wir nun die im Vorjtehenden mitge- 
theilten Formeln für den Steifigfeitswiderftand der Seile auf die Theorie der 
feften Rollen an. Es ſei ACB, Fig. 301 oder Fig. 302, die Nolle, a 


Sig. 301. fig. 302, 





Q pP 


der Halbmeſſer CA—= CB, r der Zapfenhalbmefler und G das Gewicht der- 
jelben, ferner « die Seilſtärke, Q die an einem Seilende angehängte Laſt, S 
der Steifigkeitswiderſtand, F die auf den Nollenumfang vedueirte Zapfen: 
reibung, und folglid @ + F + S die ganze Kraft P. 

Die Steifigkeit des Seiles äußert ſich dadurch), daß das Stil beim Auf- 
wideln nicht plötzlich die Krümmung des Nollenumfanges annimmt ımd fid) 
ebenfo beim Abwickeln nicht plöglich gerade ftredt, fondern in einem Bogen 
mit wachjender Krümmung ſich auf die Nolle auflegt, und jid) in einem 
Bogen mit abnehmender Krümmung von derjelben wieder abwidelt. Zwi— 
ſchen den elaftiichen Drahtieilen und den unelajtiichen Hanfſeilen findet der 


Unterſchied ftatt, daß jich jene beim Abwideln etwas cher, und dieſe etwas , 


jpäter von dem Kollenumfange ablöjen, folglich' der Hebelarm CD der 
Kraft im erjten Halle (Fig. 301) etwas größer, und im zweiten Yalle 
(Fig. 302) etwas Fleiner als der Halbmeffer CA — a der Rolle ift, wo— 
gegen der Laſtarm CE in beiden Fällen den Rollenhalbmefjer « übertrifft. 
Wenn man von der Zapfenreibung F' abfieht, alio P—= Q + S jet, jo 
hat man 
Q+9).C0D=0.CH 
daher den Steifigfeitswiderjtand: 
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"u — CD\ „_ (CE 1). 
® 2 CD ’ Q, 


CD 
und das Hebelarnverhältniß : 
CE ; 8 
eD: =.7 7 SE 
was ſich nun durch Einfegen eines der oben angegebenen Werthe für S leicht 
berechnen läßt. 

Wir fünnen übrigens auch ohne weitere Berückſichtigung dieſes Hebelarm- 
verhältmijfes die Kraft 2 — 9 —— S — F beitimmmen, wenn wir in diefen 
Ausdrude für Schwache Hanfjeile nadı Prony 

£ In : 
SS = — (K+rvV), 
dagegen fiir Draht- und ſtarke Hanffeile nach dem Verfaſſer 
ET { 
S—-K- Ey h 
dt 
und die auf den Kollenumfang veducirte Zapfenreibung 
F=—=g — (O GModer annähernd F—=Y —* 0) ſetzen. 
Es folgt ſo im erſten Falle: 
* —— 
P=91T7- (&Kk+vQ)+9p - (29 +- 6), 
[21 4 - 
und im zweite: 
P—-Q-+K+ 


Bei einer Nadwelle iſt natürlich noc) eine Neduction der Kraft von Wel— 
lenumfange auf den Radumfang nöthig (1. 8. 165). 


vd) r 
—1L9-(20-+ 6). 
ao a Zu 


Beifpiel. Wenn fich ein Drabtieit von ungefähr 5 Linien Die um eine 
Yeitrolle von 5 Ruß Höhe, 5 Zell Zapfenſtärke und 1500 Pfund Gewicht legt; und 
die Spannung des’Seiles 1200 Pfund beträgt, jo hat man bei vem Reibungscoef— 
fitenten g = 0,075, die nöthige Kraft: h 

P = 1200 + 0,95 4 0,091 . 1200, + 0,075 . go (2400 + 1500) 
— 1200 4 0,98 + 3,64 + 14,62 — 1219 Pfund; 
es gebt alſo durch das Umlegen um dieſe Yeitrolle 1%, — 1,6 Procent an Kraft 
verloren. 

Wenn statt des Drahtfeiles ein Hanfſeil von 1,5 Zeil Stärfe in Amwendung yes 
fommen wäre, fo hätte man: 

P = 1200 + 30 + 0,216 . 120/,, + 14,62 — 126,3 Pfund 
und daher den Kraftverluſt: 


26,3 
p — 0) — = 


5 = 2,2 recent. 





Vierter Abſchnitt. 


Die Anwendung der Statif auf die Glaiticität und 
Feſtigkeit der Körper. 


— 


Erftes Capitel. 
Die Zug:, Drud: und Schub: Claftieität und Feſtigkeit. 


Elastieität. Die Molefiile oder Theile eines feften oder ftarren Körpers $. 201 
hängen mit einer gewiſſen Kraft, der jogenannten Cohäſion (franz. cohe- 
sion; engl. cohesion), unter einander zufammen, welche zu überwinden ift, 
wenn Körper in ihrer Geftalt und Größe verändert oder gar zertheilt 
werden. Die erjte Wirkung, welche Kräfte in einem Körper hervorbringen, 
ift eine Veränderung in der Yage feiner Theile gegen einander und eine 
daraus erwachiende Form- und DVolumenveränderung des Körpers, Ueber- 
jchreiten die auf einen Körper wirkenden Kräfte eine gewiſſe Grenze, fo tritt 
endlich eine Trennung der Theile und nad) Befinden eine Zertheilung des 
ganzen Körpers ein. Die Fähigkeit der Körper, die durch Einwirkung von 
Kräften erlittene Formveränderung nad) Wegnahme diefer Kräfte vollftändig 
wieder aufzuheben, heißt Elajticifät (franz. élasticité; engl. elasticity) 
im weiteren Sinne des Wortes. Die Clafticität eines jeden Körpers hat eine 
gewifje Grenze; überſchreitet die Geftalts- oder VBolumenveränderung ein ge- 
wiſſes Maß, jo bleibt im Körper noch eine folche räumliche Veränderung zus 
rück, wenn auch die Kräfte, welche jene Veränderung hervorgebracht haben, 
zu wirfen aufhören. Die Elafticitätsgrenze ift bei verfchiedenen Körpern 
jehr verichieden. Körper, melde eine große Formveränderung zulafien, che 
diefe Grenze eintritt, nennt man vollfonmen elaftifche, Körper aber, bei 
welchen kaum bemerfbare Formveränderungen der Elajticitätsgrenze voraus: 
gehen, heißen unelaftifche, wiewohl es in Wirklichkeit Körper diefer Art 
gar nicht giebt. 


Weisbach's Lehrbuch der Mechanik, I. 22 
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Es ift eine wichtige Regel der Architektur und des Maſchinenweſens, die 
zum Bau zu verwendenden Körper nicht jo ſtark zu belaften, daß die her- 
vorgebrachten Formveränderungen die Klajticitätsgrenze erreichen oder gar 
überjchreiten. 


$. 202 Elastieität und Festigkeit. Verfciedene Körper bieten verfchiedene 
Ericheinungen dar, wenn fie über die Elafticitätsgrenze hinaus in ihrer Form 
verändert werden. Iſt eim Körper ſpröde (franz. cassant; engl. brittle), 
jo zeripringt er in Stüde, wenn man feine Form über die Elaſtiecitätsgrenze 
hinaus verändert; ijt er aber gejchmeidig (franz. und engl. ductile), wie 
z. B. viele Metalle, jo läßt er noch bedeutende Veränderungen der Form außer: 
halb der Elaftieitätsgrenze zn, ohne eine Trennung feiner Theile zu erleiden. 
Manche Körper find hart (franz. dur; engl. hard), andere weid) (franz. mou; 
engl. soft); während jene der Trennung einzelner Theile einen großen Wider- 
ftand entgegenfegen, ift bei diefen eine Trennung der einzelnen Theile jehr 
leicht ausführbar. 

Unter Elaftieität im engeren Sinne des Wortes verftehen wir den Wi- 
deritand, mit welchem ein Körper der Formveränderung entgegenmwirkt, dage- 
gen unter Feſtigkeit (franz. resistance; engl. strength) den Widerftand, 
welchen ein Körper der Zertheilung defjelben entgegenjegt. Mit Beiden wer- 
den wir ung im Folgenden bejchäftigen. 

Nach der Art und Weife, wie äußere Kräfte auf Körper wirken und die- 
jelben in ränmlichen Beziehungen verändern, läßt fich die Klafticität und 
Feſtigkeit der Körper eintheilen: 

I. in einfache und 
II. in zufammengefegte; 
eritere aber wieder 
1) in die abfolute oder Zug-, und 
2) indierüdwirfende oder Drud-Elafticität und Feftigfeit, ſowie 
3) in die relative oder Biegungsz, 
4) in die Schub= oder Scheer-, und 

5) in die Torfions- oder Drehungs-Elafticität und Feftigkeit. 

Wirfen zwei äußere Kräfte P, — P durch Zug (franz. traction; engl. 
extension) in der Arenridhtung eines Körpers AB, Fig. 303, fo wider- 

Fig. 308. jteht derjelbe durch feine 
— — Zug- oder abſolute 
in Elaſticität und Feftig- 
feit (franz. elasticitE et 
resistance de traction; engl. elasticity and strength of extension) dem 
Ausdehnen und Zerreißen; wirken dagegen zwei Kräfte P, — P drückend 
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in der Arenrichtung eines Körper AB, Fig. 304, fo daß diejer zufammen- 

Fig. 304. gedrüdt und endlich zermalmt oder zer: 

— drückt wird, ſo hat man die Druck— 

oder rückwirkende Elaſticität und 

Feſtigkeit (franz. élasticité et rösistance de compression; engl. ela- 
sticity and strength of compression) zu überwinden. 

Wenn ferner. drei fich das Gleichgewicht haltende Kräfte P, Q, R ver: 
ſchiedene Punkte A, B, C in.der Are eines Körpers AB, Fig. 305, ergrei- 
fen und vechtwinfelig gegen diefe Are wirken, fo wird diefer Körper gebogen 
und nad) Befinden zerbrocdhen, und es ift die Biegungs- oder relative 
Elaftieität und Feftigfeit (franz. elastieitE et resistance de flexion; 
engl. elasticity and strength of flexure) des Körpers, welche bei dieſem 
Umbiegen und Abbrechen überwunden wird, 

Liegen im legteren Falle die Angriffepunfte A und C der Kräfte P und 
R ehr nahe an einander, wie Fig. 305 darftellt, fo tritt in dem Querſchnitt 





Fig. 805. fig. 306. 








DD zwijchen beiden Bunften A und C eine Verjchiebung, und bei hin- 
reichender Größe von P eine Zertrennung des Körpers in zwei Theile ein, 
und man hat es dann mit der Elafticität und Feftigfeit des Abſchee— 
rens (franz. Elasticite et resistance par glissement cisaillement ou 
tranchant; engl. elastieity and strength of shearing) zu thım. 

Wirken endlich zwei ſich das Gleichgewicht haltende Kräftepaare (P, — P), 
(9, — Q) To auf einen Körper CD, Fig. 306, daß deren Ebenen recht- 
winfelig auf der Are diejes Körpers ftehen, fo erleidet der Körper eine Dre- 
hung, welche zulegt in ein Abwürgen übergehen kann, und es ift hierbei 
die fogenannte Drehungselafticität und Feftigfeit (franz. elasticite 
et resistance de torsion; engl. elastieity and strength of torsion) zu 
überwinden. 

Wirken mehrere der hier aufgezählten Kräfte auf einen Körper zugleich), 
fo tritt die zufammengefegte Elafticität und Feſtigkeit oder eine 
Bereinigung von zwei oder mehreren einfachen Elaſticitäten und Feſtigkeiten 
in Wirkſamkeit. 

22° 
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8.203 Ausdehnung und Zusammendrückung. Den einfachſten Fall der 
Elaſticität und Feſtigkeit bietet die Ausdehnung und Zufammendrüdung pris- 
matifcher Körper dar, wenn diefelben von Kräften ergriffen werden, deren 
Richtungen in die Are diefer Körper fallen. Es ift natürlid) hierbei nicht 

Fig. 307. Fig. 308. nöthig, daß beide Kräfte 

| eines joldyen Körpers bes 

wegend find, die Wirkung 
bleibt diejelbe, wenn der 

Körper an einem Ende feft- 

gehalten oder unterftittt und 

am anderen Ende von einer 

Zug: oder Drudfraft ers 

griffen wird. Man ruft 

aljo auch diejen Fall her- 
vor, wenn man entweder ein 
verticalhängendes Prisma 

ABCD, Fig. 307, dur) 

ein angehängtes Gewicht P oder ein von unten unterftügtes Prisma ABCD, 

Fig. 308, durch ein aufliegendes Gewicht P belaftet. Im erfteren Falle 

wird der Körper um eine gewilfe Größe CC, — DD, — A ausgedehnt, 

und im zweiten alle um eine jolche Größe zufammengedrüdt; ift alfo an- 
fangs die Länge AD — BC des Körpers — 1, fo wird diefelbe im erfte- 
ren alle auf 

AD =BG =AD+DD =1!+X4 
gefteigert, und im zweiten Falle auf 

AD, =BC =4D—- DD =1-—\ı 

herabgezogen. 

Die Ausdehnung oder Zufammendrüdung A wächft mit der Größe P der 
Zug- oder Drudkraft, ift aljo eine Function derfelben. Diefe Function oder 
der algebraifche Zulammenhang zwiſchen P und A läßt fich nicht a priori 
beftimmen; es hängt derjelbe von der phyfiichen Beſchaffenheit der Körper ab, 
und iſt bei verjcjiedenen Materien verjchieden. Wenn man P und A als 
die Coordinaten einer Curve anficht, und diefe Curve aus einer durch Ver— 
fuche ermittelten Neihe von zujammengehörigen Werthen der Größen P und 
A conftruirt, jo erhält man dadurd) nicht nur ein anjchauliches Bild von dem 
Geſetze, nad) welchem Körper durch äußere Kräfte ausgedehnt und zufammen- 
gedrückt werden, jondern aud) ein Mittel zur Ausmittelung der Eigenthüm— 
lichkeiten diejes Gejeges. 

Trägt man vom Anfangspunfte A aus auf der pofitiven Seite der Ure 
XX, Fig. 309, die Spannungen oder Ausdehnungskräfte eines Körpers 
als Abſciſſen AB, AM u. ſ. w. und in den Endpunkten derjelben die 
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entfprechenden Ausdehnungen als zur Are Y Y parallel laufende Ordinaten 
BD, MOu. f. w. auf, fo erhält man eine Curve ADO W, welde das 


Fig. 309. 


Y 





Geſetz der Ausdehnung diefes Körpers repräfentirt; ſchneidet man umgefehrt, 
von A aus, auf der negativen Seite der Are X X die Preflungen oder 
Zufammendritdungskräfte als Abſeiſſen A B,, AM, u. f. w. ab, und trägt 
an denjelben die entiprechenden Zujammmendrüdungen als Ovdinaten B, Di, 
M, ©, u. ſ. w. auf, fo ergiebt fich eine Curve AD, O, W,, durch welche 
das Geſetz der Zufammendritdung des Körpers graphic dargeftellt wird. 
Vielfachen Verſuchen zufolge gehen beide Curven ftetig in einander über, ha- 
ben folglich in A eine gemeinfchaftliche Tangente @ A G,, und find alfo 
eigentlich nur Zweige einer und derfelben frummen Linie WODAD, O, W.. 
Wenn auch diefe Curve in ihrer ganzen Erjtredung bedeutend von einer 
geraden Linie abweicht, jo wird fie doc) in der Nähe des Anfangspunftes A 
mit der Tangente 6 A G, nahe zufammenfallen, und da nun für dieje die 
Ordinaten den Abſeciſſen proportional find, fo iſt folglich auch anzunehmen, 
daß die durch Fleine Zug- oder Drudfräfte AB, AB, u. |. w. be— 
wirkten Ausdehnungen und .Zujammendrüdungen BD, BD, 
u. f. w. diefen Kräften proportional find (Hooke's Geſetz). 

Die durch eine Zugkraft AM bewirkte totale Ausdehnung MO be- 
fteht aus zwei Theilen, nämlid) aus der permanenten Ausdehnung 
M Q, weldje im Körper zuritdbleibt, wenn die Spannfraft zu wirken auf- 
gehört hat, und aus der elaftiichen Ausdehnung QO, welche mit der 
Spannkraft zugleich wieder verjchwindet. Ganz dafjelbe Verhältniß findet 
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auc) bei dem Zufammendritden ftatt; auch die totale Zufammendrüdung 
M, 0, ift die Summe M, Q, + Qı O, aus der permanenten Zuſam— 
mendrüdung M, Q, und der elaftifhen Q, O,. Bei fleineren Kräften 
find die permanenten Veränderungen in Hinficht auf die totale jo Hein, daß 
fie ald gar nicht vorhanden angenommen und folglich, die totalen Ausdehnun® 
gen und Zufammendrüdungen nur als elaftiiche angejehen werden fünnen. 
Nur dann, wenn die Kraft einen gewiſſen Werth AB (A B}), die fogenannte 
Elaſticitätsgrenze, liberfchreitet, wenn fie z.B. in AM (AM,) über 
geht, macht die permanente Yängenveränderung M Q (M, Q,) einen beach-⸗ 
tungswerthen Theil der ganzen Ausdehnung MO oder Zufammendrüdung 
M, O, aus. Hat die Zug- oder Drudkraft einen gewiflen Werth A U oder 
AU, erreicht, jo find die Ausdehnungen UR, UW oder Zufammendridun- 
gen U, R,, U, Wı bei ihren Grenzen angelangt, wobei die innere oder Co— 
häfionsfraft des Körpers der äußeren Zug- oder Drudkraft nicht mehr das 
Gleichgewicht zu halten vermag, und daher der Körper in dem einen Falle 
zerriffen und im anderen Falle zerdrückt wird. 

Wenn man nad) Wegnahme der Kraft eines höchftens bis zur Elafticitäts- 
grenze gejpannten Körpers diefen Körper durd) eine Fleinere Kraft von neuem 
Ipannt, jo erleidet er dadurch feine weitere Stredung oder permanente 


Tängenveränderung; es findet alfo dann nur nod) eine elaftifche Ausdehnung 
oder Zufammendrüdung ftatt. 


Grundgesetz der Elasticität. Elasticitätsmodul. Die durd) eine 
Zugkraft P bewirkte Verlängerung oder Ausdehnung A eines prismatifchen 
Körpers ift erftens der Länge J des Körpers proportional, da ſich annehmen 
(äßt, daß fich gleich lange Stücke um gleid) viel ausdehnen, und fie jteht zwei— 
tens im umgekehrten VBerhältniffe zum Querſchnitte F des Körpers, da fich 


Fig. 310, vorausfegen läßt, daß fich die ganze Spannkraft auf 
°F den Querſchnitt des Körpers gleichmäßig vertheilt. 


Wird daher ein Körper AB, Fig. 310, von der 
Länge — Eins und vom Querſchnitte — Eins, durd) 
eine Kraft P um 6 ausgedehnt, jo ift daher für einen 
anderen Körper FG aus gleichem Stoffe, deflen 
Länge — 1 und Querfchnitt — F ift, die durch die— 
jelbe Kraft bewirkte Ausdehnung: 

1— 1 U 

= 7 

Die Ausdehnung 6 iſt natürlich bloß von der Zug: 
fraft P abhängig und für Prismen von verjchiede- 
nen Materien verfchieden; jedoch läßt fic den Obi— 
gen ($. 203) zufolge annehmen, daß bei Heinen, die 
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Claftieitätsgrenze nicht überjchreitenden Zugkräften die Ausdehnungen den 


entfprechenden Zugfräften proportional. wachlen, daß alfo der Quotient P 


eine conjtante Zahl ift. 

Kepräfentirt nun AB, Fig. 311, die Spannung P eines Prismas von 
der Fänge — Eins und dem Duerfgjnitte — — Eins immerhalb der Elaftict- 
Fig. 311. 

y 





tätsgrenze und BD die entfprechende Ausdehnung 0, und bezeichnet man ben 
Tangentenwinfel GA U= DAB der Ausdehnungscurve für den Anfangs- 
punkt A durch «, jo hat man aud): 
BD_ 6 
AB P’ 
6 —= P tang. «, woraus num 
> 

ge Pl ne: folgt. 

Die Größe tang. « ift von den phyfiichen Eigenfchaften des Körpers ab: 
hängig, und jedenfalls nur durch Verſuche zu ermitteln. Nimmt man 

l=l,Ff=-1mwP/=1l, 

jo erhält man kang. — A; es ift alfo hiernad) die Erfahrungsgröße 
tang. a die Ausdehnung, welde ein Prisma von der Länge Eins 
und vom Querfchnitte Eins durd die Spannfraft Eins erleidet 
(fiehe Combes: Traits de l’exploitation des mines, tome J.)) Nimmt 
man in der Formel (1) F—= Eins nd A— 1 an, fo erhält man den 
Ausdrud: 


tang.a — und daher: 


1 
1 = P tang. «, oder —— cotang.« = P. 
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Es ift alfo hiernach c— „ Pejenige Spannkraft P, welde ein 


Prisma vom ER Eins (1 Quadratzoll) um feine eigene 
Länge ausdehnen wiirde, infofern dies ohne Ueberjchreitung der . 
Elafticitätsgrenze möglid wäre. 

— — — cotang. « wird ber Ela: 


Diefe Hypothetifche Erfahrungegröße rer 


ſtieitätsmodul (franz. coefficient Flanke: engl. modul of elasticity) 
des Körpers oder der Materie deifelben genannt und in der Folge durch den 
Buchſtaben E bezeichnet. Es iſt alſo hiernad): 


Pl 
2) A— Tr 
oder die relative Ausdehnung, d. h. ihr Verhältniß zur ganzen Länge des Körpers: 
ee 
IE FR 


aljo umgekehrt, die der Ausdehnung A entjprechende Kraft: 
4 P— FE. 


Diefelden Formeln gelten natitrlich auch fir die Zufammendridung A 
durch eine Drudfraft P, und es iſt im diefem Falle fogar auch der Elafti- 
citätsmodul — cotang. & derjelbe wie bei der Ausdehnung, fo lange die 
Elaſticitätsgrenze nicht überfchritten wird, obgleich er hier diejenige Drud- 
kraft bezeichnet, welcje ein Prisma vom Querjchnitte Eins um feine ganze 
Fänge, aljo bi8 auf eine unendlich dünne Platte zufammendrüdt, unter der 
Borausfegung, daß dies möglich wäre, ohne die Grenze der Elaſtieität zu 
überfchreiten. | 


Anmerfung 1. Man fann auch den Glafticitätsmodul Z gleichjeßen dem Ge— 
wichte eines Prismas, welches mit dem Körper, auf den E wirft, aus einerlei 
Materie beiteht, und denfelben Querſchnitt Gins hat. Iſt a die Länge dieſes Kör— 
pers und y die Dichtigfeit oder das Gewicht von 1 Cubikzoll der Materie deſſelben, 
fo hat man: 


E = ay, und daher umgefehrt a = ar 


Diefe Länge gebrauht Tredgold (nah Doung) als Maß der Glaftieität (ſ. T. 
Tredgold, über die Stärfe des Gufeifens und anderer Metalle). Ift z. B. für 
Stahl E = 30'000000 Pfund und y = 0,3 Pfund, fo hat man: 
U 
= — 100'000000 Zell, 

d. i. eine Stahlftange von 100 Millionen Zoll Länge würde einen Stahlftab von 
demjelben Duerjchnitt um feine eigene Länge ausdehnen, wenn das oben angegebene 
Ausdehnungsgeſetz ohne Einſchränkung richtig wäre. 

Anmerkung 2. Bei der Ausdehnung oder Zuſammendrückung eines Körpers 
findet zugleich eine Querſchnittsverminderung ſtatt, die nach Wertheim (ſ. Compt. 
rend. T. 26) 2, der Längenausdehnung oder Zuſammendrückung beträgt. Iſt 2 
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die anfängliche Länge, F' der anfängliche Duerfchnitt und V das anfängliche Bo: 
(umen Fl ves Körpers, 1, und F, aber Länge und Duerfchnitt bei Ginwirfung 
der Zugfraft P, jo hat man das entfprechende Volumen: 
Vr =Flh=FI+rF(l—D—-(F-— F)l, alfe: 
»,-V=Fh—D-(F— F)l, 
und die relative Bolumenveränderung: 
Vi — V 


— — — — — — ⸗ 








Nun iſt aber * = %, (A 7 % daher folgt: 


v, = V — I, _— I 
Hl): 
d. i. die Bolumenvergrößerung ein Dritiel der Längenausdehnung. 

Nah Poiſſon's Theorie iſt jogar 2 r Fe 1), (A 7 :) 

Beifpiele. 1) Wenn der Glafticitätsmedul des Meffingprahtes 1’3500000 
Piund beträgt, welche Kraft iſt nöthig, um einen Draht von 10 Fuß Fänge und 
2 Linien Die 1 Linie länger zu ziehen? Ges ift: 

i=10.12 = 120 30l, 2 = Y, Zell, folglich 7 = Mıwi 
nr d? 














ferner fF = — 0,7854 (2)? = 0,0218 Quabratzoll, 


demnad die gefuchte Kraft: 
P = Yo - 0,0218 . 173500000 — 204 Pfunt. 

2) Iſt ver Glaftieitätsmodul von Eiſendraht 30’000000 Pfund, und fpannt man 
eine eiferne Meßfette von 60 Fuß Länge und 0,2 Zoll Die mit 150 Pfund Kraft 
an, fo nimmt diefelbe um die Länge 

150 60.12 3600 ‚ 4 
4 * 6 30000000 — 31116 = 0,115 Zell = 1,38 Linien zu. 


Tragvermögen der Körper. — Tragmodul und Festigkeits- $. 205 
modul. Die Zugfraft AB, fig. 312, welche einen prismatifchen Körper 
#ig. 312. 
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vom Querſchnitte Eins bis zur Clafticitätsgrenze ausdehnt, heit der Trag— 
modul des Körpers in Hinfiht auf Ausdehnung, und foll in der 
Folge durch 7’ bezeichnet werden, wogegen die Drudfraft A B,, welche den- 
jelben bis zur Grenze der Elafticität zufammendrüdt, der Tragmodul des 
Körpers in Hinfiht auf Zufammendrüdung zu nennen und im Fol— 
genden durdy 7, zu bezeichnen ift. Aus den Tragmodul Z' und 7, laſſen 
fich mit Hülfe des Elafticitätsmoduls FE aud) leicht die Ausdehnung 0 und 
Zufammendriidung 0, bei der Elafticitätögrenze berechnen; denn es ift 

u .,® 4 _ NM, 


— 
— — 


—1 E 1 E 

St F der Querfchnitt eines prismatischen Körpers, welchem dieje Trag- 

model 7 und 7; zufommen, jo hat man das Tragvermögen deſſelben: 
) A. . PFT 
und das für Druck. PA=FT.. 

Bei Bauausführungen follen die Körper nie über die Elaſticitätsgrenze 
hinaus belaftet werden, alfo die Belaftungen felbft die gefundenen Tragver— 
mögen nicht überjchreiten. Deshalb find denn auch den hierzu verwendeten 
prismatifchen Körpern Querfchnitte zu geben, welche durch die Formeln 


= = und 
9) ei 
T= T beftimmt werben, 


Wegen der zufälligen Ueberlaftungen und Erfchütterungen, welchen bie 
Bau= und Mafchinenwerfe noch ausgefegt fein können, fowie wegen der Ver— 
änderungen, welchen die zu denfelben verwendeten Körper im Yaufe der Zeit 
durch die Einwirkungen der Luft, des Waflers u. f. w. ausgejegt find, giebt 
man diefen Conftructionen infofern nod) eine größere Sicherheit, daß man in 
den vorjtehenden Formeln ftatt der Tragmodul nur die Hälfte oder ein Drit- 
tel derfelben einführt, alfo die Querſchnitte zwei- bis dreimal fo groß nimmt 
als diefe Formeln unmittelbar angeben. Um eine mfacdhe Sicherheit zu erhal- 


ten, find folglich in den Formeln F -5 oder Fi = * ‚ ftatt. 7 oder 7Th, 
1 


die Sicherheitsmodel > oder A einzujegen. 


Die Zugkraft AU (Fig. 313), bei welcher der prismatische Körper von 
Querſchnitt Eins zerreißt, heißt dev Feftigfeitsmodul des Körpers in 
Hinficht auf das Zerreißen und wird gewöhnlich mit dem Buchftaben X 
bezeichnet, und ebenfo nennt man die Druckkraft A U), bei welcher das Zer- 
drüden oder Zermalmen des Körpers eintritt, den Feftigkfeitsmodul des 
Körpers in Hinficht auf das Zerdrücken und bezeichnet ihm durch den 
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Buchftaben K,. Hat der prismatifche Körper den Querſchnitt F, fo tft 
natürlich: 


dig. 313. 





P=FK bie Kraft zum Zerreißen, und 
Pı= FK, bie Kraft zum Zer drücken diefes Körpers, 

Noch oft beftimmt man auch die Querfchnitte der Körper mit Hillfe der 
Bruch oder FeftigfeitsSmodul, indem man in die Formeln 


3) 


F F und 
K 
4) p 
F=- 
Kı 


ftatt K und K, fogenannte Sicherheitsmodul, d. ı. Heine Theile = oder 


n, 3. B. Viertel, Sechstel, Zehntel u. |. w. diefer Erfahrungszahlen ein- 
ſetzt. Wäre der Tragmodul bei allen Stoffen ein und derjelbe Theil des 
— —— 
— — — — — — 

Feſtigkeitsmodul, wären alſo die Verhältniſſe 757 und Av, 7 
beſtimmte Zahlen, fo würde die Beſtimmung des Querſchnittes mittels der 
Sicherheitsmodel auf Daſſelbe führen wie die mittels der Tragmodel; da 
aber dieſe Verhältniſſe bei verſchiedenartigen Körpern verſchieden ſind, ſo iſt 
nur dieſe Beſtimmung mittels der Tragmodel T und 7, oder vielmehr mit- 


’ I ——— 
tels der Sicherheitstragmodel — und = die allgemein richtige und 


8. 206 
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angemejjenere und nur dann mittel8 der Sicherheitsbru model & — und = 


zu rechnen, wenn die Tragmodel nicht befannt find. 
Sit der Durerfchnitt des Körpers ein Kreis vom Durchmeſſer d, jo 


de d? 
hat man * =F daher P= -— T = 0,7854 d? T und 


4F _ p 
u. ve — 1,128 VF= 1,128 Ve zu jegen, 


und es läßt ich hiernach aus der Belaftung oder Spannung P eines Körpers 
und dem Iragmodul 7’ feiner Materie die Stärke finden, bei welcher der 
Körper nicht über die Elafticitätsgrenze hinaus angefpannt wird. 


Beifpiele. 1) Welche Laft kann eine Hängefäule aus Fichtenholz; aufnehmen, 
wenn diefelbe 5 Zoll breit und 4 Zoll vie ift? Den Tragmodul zu 3000 Pfund 
und den Querfhnitt F—= 5.4 — 20 Duadratzoll angenommen, erhält man 
P= FT = 20.3000 = 60000 Pfund als Tragfraft diefer Säule. Wird aber 
der Feſtigkeitsmobul K — 10000 Pfund zu Grunde gelegt und eine vierfacdhe 
Sicherheit angenommen, fo erhält man P= FK — 20.1000), — 50000 Pfb.; 
um auf lange Zeit Sicherheit zu haben, nimmt man aber für ÄX den zehnten 
Theil an, und erhält fo P= 20.1000 — 20000 Pfund. 

2) Eine fchmiedeeiferne und rund abzudrehende Zugftange foll eine Laſt von 
4500 Pfund aushalten; welchen Durchmefler muß biefelbe erhalten? Hier ift 


T —= 18000 Pfund, daher d = 1,128 |, = — 1,188... YY%o — 0,535 Zoll. 


Der Feftigfeitsmodul des Schmiedeeifens ift für eine Mittelgattung —= 56000 Pfund; 
nimmt man aber fünffache Sicherheit, fo befommt man X = 11200 Pfund und 
/ 4500 
11200 








d= 1,128 — 0,715 Zoll als die gefuchte Stangendide. 





Arbeitsmodul. Wenn man einen prißmatifchen Körper durch eine 
nach und nad) von O0 bis P—= AM —= NO (fig. 314) wachſende Kraft 
anfpannt und dadurch von Null bi8 A—= MO — AN verlängert, fo wird 
dabei eine gewiſſe mechanische Arbeit verrichtet, welche, wie (aus $. 72) be- 
fannt, das Product aus dem Wege oder der ganzen Ausdehnung AN und 
aus dem Mittel der von 0 bis P— NO ftetig wachlenden Spannfräften 
ift, und fich daher auch durch die Fläche AN O ausdrüden läßt, welche = 
Ausdehnung AN — 4 als Abfciffe, und der Spannfraft NO=AM= 
als Ordinate, zufommt. Ueberjchreitet diefe Ausdehnung nicht die — 
tätsgrenze, ſo iſt die Fläche ANO als ein rechtwinkeliges Dreieck anzuſehen, 
deſſen Katheten 4 und P ſind, und es iſt daher die entſprechende mechaniſche 
Arbeit: 

L=JhAP. 

Setzt man hierin: . 

1=01!wWP/=FT 
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jo erhält man die Arbeit zum Ausdehnen o bis zur Elafticitäts- 
grenze: 


BE FI to EAT 
Sig. 314. 





wenn V das Volumen FI des Körpers und A eine Erfahrungszahl, den 
fogenannten Arbeitsmodul der Elafticitätsgrenze für die Ausdeh- 
nung bezeichnet, welcher aud) durch den Ausdrud 


=1,A Ö. CD = Us 67 — —F — F— 6? E 


beftimmt werden Fan. 
Ebenſo ift natürlich aud) für die Compreſſion bis zur Elajticitäts- 
grenze die erforderliche mechaniſche Arbeit 
L == VA, 
zu fegen, wobei A, den Arbeitsmodul 


T? i 
1,4 C . C, D, — 1/, 61 T, zum 1/, — — l/a o’E 


der Elafticitätögrenze für die Jufammendrüdunng bezeichnet. 

Für die mechanische Arbeit zum Zerreigen und zum Zerdritden des pris- 
matijchen Körpers laſſen ſich gleichgeformte Ausdrücde anwenden; es ift dies 
jelbe für den erften Fall: 

L VBB., 
und für den zweiten: 

L, — VB, 
wenn B — Flähe AUW, den Arbeitsmodul des Zerreißens, und 
Bı = Fläche AU, W,, den Arbeitsmodul des Zerdrüdens bedeutet. 


350 Vierter Abſchnitt. Erſtes Gapitel. [$. 207. 


Man erfieht aus dem Vorftehenden, daß fowohl die mechanifche Arbeit, 
welche einen prismatifchen Körper bis zur Elafticitätsgrenze ausdehnt und 
comprimirt, als auch diejenige, welche das Zerreißen und Zerdrüden defielben 
herbeiführt, gar nicht von den einzelnen Dimenfionen, fondern nur vom 
Bolumen V des Körpers abhängt, daß alfo z. B. zwei Prismen aus dem- 
jelben Material denjelben Arbeitsaufwand zum Zerreißen erfordern, wenn 
das eine doppelt jo lang als das andere ift umd dagegen fein Querſchnitt 
nur die Hälfte vom Querſchnitt des anderen ausmacht. 


Beifviel. Wenn der Glafticitätsmodul des Schmieveeifens E = 27’000000 


Pfund und die Ausdehnung deflelben bei der Glaftieitätsgrenzge, a — Sem iſt, 
fo beträgt der Tragmodul deſſelben, da o — 5 iſt: 
27000000 
T —=coE—= 750 — 18000 Prund, 


umd folglich der Arbeitsmodul der Glaftieitätsgrenze für Ausdehnung: 
n a 
A=,eT= 5 — 0 * — — End —-6 Zollpfunv. 
Um aljo einen prismatifchen Körper aus Schmiedeeifen, deffen Volumen — V 
ift, bis zur Glaftieitätsgränge auszudehnen, iſt die mechanifche Arbeit 
L= AV = 60V Bollpfund 


nöthig. _ 
Wäre 3. DB. der Inhalt diefes Körpers 9 = 20 Gubifzoll, fo würde biefe 
Arbeit L—6,0. 20 — 120 Zollpfund — 2* = 10,0 Fußpfund betragen. 


($. 207) Ausdehnung durch das eigene Gewicht. Hat ein prismatifcher 
Körper AB, Fig. 315, eine bedeutende Länge 1, fo erleidet er durch 
fein Gewicht eine namhafte Ausdehnung, welche wie folgt zu beftimmen 
ift. Bezeichnet F den Querſchnitt diefes Körpers, Y feine Dichtigfeit oder 
das Gewicht eines Cubifzolles feiner Materie, und © die veränderliche Länge 
eines Stückes defielben, fo befteht die Spannung eines Elementes MN diefes 

Fig. 315. Körper aus dem Gewichte des darunter befindlichen Körper- 
ſtückes BM = yFer, und e8 ift folglich [nad) $. 204, (2)] 
die entjprechende Ausdehnung der Yänge MN = dx diefes 
Elementes: 


22 
— 
> 
| 
. 
> 
= 


: FH öx 7 xdr, 


Durch Integration ergiebt ſich nun die Ausdehnung des 
ganzen Stüdes BM: 


B ’ 
— —— 
= t (at, 


p und folglich, die des ganzen Körpers AB: 


$. 207.] Die Zug, Druck- u. Ehub-Glafticität u. Feftigfeit. 351 
2 _rre _ıne, 
BE 2FE FE 
wobei @ — YFl, das Gewicht des ganzen Körpers bezeichnet. 
Wäre diefes Gewicht nicht auf den Körper gleihmäßig vertheilt, fondern 
am Ende B deilelben wirkſam, jo wiirde die Ausdehnung 


61 
=. *2 





betragen. 

Es iſt alſo die Ausdehnung des Körpers in Folge ſeines Gewichtes, 
A — 1a Ay, nur halb fo groß als die, welche ein gleich großes Gewicht 
am Ende des Körpers hervorbringt. 

Daſſelbe Geſetz gilt natürlich auch fir die Comprefjion A eines Körpers 
durch fein eigenes Gewicht. 

Wirkt in dem einen oder dem anderen Falle an einem Ende des Körpers 
noch eine bejondere Zug- oder Drudfraft P, jo hat man die entjprechende 
Ausdehnung oder —— 

— —— 


— —— FE FE 
wobei das obere = zu. nehmen ift, wenn die Kraft P mit dem Ge— 
wichte G in gleicher Richtung, und das untere, wenn fie dem Gewichte ent- 
gegengefett wirkt. Im legteren Falle fällt natürlic; die Ausdehnung Fleiner 
aus, als wenn P die alleinige Zug oder Drudfraft wäre. Es ift hier jogar 
die Gefammtansdehnung oder Zufammendrüdung — Null, wenn 
1,G=P, wer @G=yFli=2P, aljo 
2? 
Par 
beträgt. 
Die Kraft P am Ende eines Körpers dehnt denfelben an allen Stellen 


gleichviel, nämlich im Berhältniffe : = aus, wogegen da8 Gewicht G 


P 
FE 
7 


im veränderlichen Berhältniffe 2 = Te ausipannt oder comprimirt. Es 


ijt folglich das totale Ausdehnungsverhältnig an einer Stelle, welche um die 
Fänge x vom * Kraft P abſteht: 


h_ AL -(f+ v2) 
En + w- E 


Wirkt die Kraft P mit @ in gleicher Nichtung, fo ift natürlich das Aus- 
dehnungs- oder —— am größten fir x — 1, und zwar: 
dh _ — „2 )+: ie zu a 
F 


mm ,ı3 


w 
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dagegen am Fleinften, und zwar: 
ka P 


ı "FE 
fir 2 — 0, d. i. an der Stelle B, wo P angreift. 
Wirken P und @ in entgegengejeten Richtungen, fo hat man zu unter: 
D 
fcheiden, ob 7 < * oder > 5 ‚adlo@ <P odve@>DP if. 
Im erjteren Falle it das Ausdehmungs- oder Compreffionsverhältnig 
A 


Ef J — — 
= (7 ya)z en Marimum für x = 0, und zwar — 77und 


ein Minimum für 2 —1, und zwar — (5 — pi) — Im letzteren Falle 








757 und für z—= 1 ein nega- 


21 
fives Marimum (pi — £) = und es fällt dagegen für = — 


Null aus. 
Damit der Körper nur bis zur lafticitätsgrenze gedehnt oder gepreft 
werde, darf das Marimum von dem Ausdehnungs- oder Compreffionsver- 
1 


— P 
hältniſſe 6 +yx 7 höchſtens — 6 — = oder einfacher, das Mari- 


ift e8 fir æ — 0 ein pofitives Marimum 


E 
Fy’ 


2 ; 
mum von (z *F ve) — T fein. Nun ift aber in dem Falle, wenn P 
mit G einerlei Richtung hat, diefes Maximum 


P _P+tyFl p6 
et Se ee 
P 
daher ift auch dann — = T, der P—= F(T— Y)) und folglich 


der entjprechende Querſchnitt 


— —— 
wirken hingegen P und @ eıtgegengejegt, jo hat nıan diefes Marimum 


P P 
| entiveder — F oder — (pi — =) 
und daher den entſprechenden Querjchnitt gleich dem größeren der Werthe 


-=- und F = — T' 
Segt man in diefen Formeln K ftatt T, jo erhält man die Bedingungen 
de8 Zerreißens und Zerbredhens, aljo im erſten Yalle: 
P=F(K— pl) und im zweiten: 
entweder P= FK oder P=F(yl— K). 
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Fir P = 0 hat man natürlich entweder: 


yl— T=0, al! = oder: 


yi — K=0, de 


je nachdem es bloß auf eine Spannung bis zur Elaftieitätögrenze oder auf 
eine Trennung durch Zerreißen oder Zerdrüden des Körpers ankommt. 


Anmerfung. Das mechanifche Arbeitsvermögen, welches ein prismatifcher 
Körper in fih aufnimmt, wenn er durch fein eigenes Gewicht ausgedehnt oder zu— 
fammengevrüdt wird, it auf folgende Weife zu ermitteln. Das Element MN, 
Fig. 316, deilen Länge dx ift, wird durch das a — des Körperſtückes 


Fig. 316. BM nad und nach von O auf da — 





> © ausgedehnt, und es ift 
daher die hierzu nöthige Arbeit: 
= WyFadA='h 
N Wenn man daher diefen Ausdruck — fo erhält man das 
M Arbeitsguantum für alle — ——— von B bis M: 


2 
—— 8 Im. 





F ya F a3 
L= Yy-t je =. GE D 
und alfo das für die ganze Stange: 
B ar y2 F?l21 621 


L=1-! —. 





— — 1 
3SFET — S3FE nah 
wobei (nah $. 207) A —= 1, A die ganze Ausdehnung der Stange 
bezeichnet. 

Beifpiel. Wenn ein Bleivraht, deſſen Feftigfeitsmodul A — 3000 Pfund, 
und Dichtigfeit, auf den Gubifzoll bezogen, y — 0,406 Pfund ift, vertical auf: 
gehangen ift, fo zerreißt berfelbe bei der Länge 

K 3000 — 
durch fein eigenes Gewicht. Beträgt der Tragmodul deſſelben ZT — 1500 Pfund, 
fo erreicht feine Ausdehnung die Elaſticitätsgrenze bei einer Länge 
— 7 _ 150 
=, 90 > 3694 Zell = 308 Ruß, 
und it der Glaftieitätsmodul diefes Drahtes, — 960000 Pfund, fo hat man die 
entiprechende Ausdehnung deſſelben: 


50 — 0,0481 Fuß = 0,576 Zoll, 


Körper von gleichem Widerstande. Wird der Zug oder Drud $. 208 
P eines verticalen prismatifchen Körpers nod) durd) das Gewicht G 
defielben anſehnlich vergrößert, jo Hat man natürlich 

P+G6G=FT, vap=FT—-G=F(T—1y) 

Weisbach's Lehrbucd der Mechanik. I. 25 
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zu fegen, und hiernach den Duerfchnitt F diejes Körpers durch den Ausbrud 
— 
 T—1y 


zu beftimmen 


Iſt diefer Körper, wie z. B. AB, ig. 317, aus prisinatifchen Theilen 
zufammenzufegen, jo fann man, um Material zu erfparen, jedem diejer Theile 
‚ einen nad) diefer Formel zu berechnenden Duerfchnitt geben. 
Haben diefe Körperſtücken die Yängen 7,, Ie, Zs u. ſ. w. und 
fteigert fi) die Laft P durch die Gewichte Fi 1, Y, Frlzy, 
Fo la y u.f.w. der Stüde nad) und nach auf P,, P,, P; u.f.w., 





Sind alle Stüde glei) Yang, ft al, =, — x. = 1, fo hat 


(vergl. $. 207). 


fo ift hiernad) der erforderliche Querſchnitt des erften: 
P 


Fi 


- TZ7Yy 


ferner der des zweiten: 


F3 = 
ber des dritten: 
F3 = 


man einfacher: 


A — 


F — 


F. 


T—Iy 
—— — 
T—Iy 
FT 
T—Iy 








Pı = 
T—lıy 


— — 
T—h— 


a 
— F\T- 1’ 
— T )' 
De ee 777 


PT 
Vi 


- Fern) 
 T\T—1y 


FıT 
T— by’ 


F,T 
T— la y 


%C., 


alfo allgemein, den Querſchnitt des nten Stückes: 


F. 


Sollten alle Stücke einerlei Querſchnitt erhalten, ſo würde derſelbe die 


Größe 


1 


P 


Fo — — 


Typ 


n 


r(r= 


= 75) erhalten müſſen. 


Während in diefem Falle das Volumen des ganzen Körpers 


nPl 


V=nafl= 


Querſchnitt hat, durch die geometrische Reihe: 


T— nly 
ift, beftimmt ſich daffelbe in dem Falle, wo jedes Stüd feinen angemefienen 


u. ſ. w. 
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’"’=(lh+FR +++ HJ) 


N] 


Nun ift aber (f. „Ingenieur“ Seite 82) die Summe der geometrifchen 
Reihe in der Barenthefe: 


- er): 
daher folgt: 


an T y | (F,— F)T 
n= — m) —- 12 m, 
yLT—Iiy Y 
und das Gewicht des ganzen Körpers: 
G=(F, — F)P7 
St die Pänge 7 eines Stüces fehr Hein, und dagegen die Anzahl n der 
Stucke jehr groß, jo kann man, wenn man noch die ganze Länge mn! durch 
a bezeichnet, genau wie in $. 194 fchließend, 
nn — nn __ ay — n == ay — n -7 
(T— 1y) = (7 M=r (1 Z)=nme #7 
jegen, wobei e = 2,71828..., bie Grundzahl der natitrlichen Logarithmen 
bezeichnet, und es ift hiernad): 


— T vr 0 pp P% _X 
nF (7) m 





wobei F, —= 2 die Größe des anfänglichen Querſchnittes B bezeicjnet. 
Annähernd ift aud): 


nz rn), 


und dagegen: 
a2 —— ]- 
a T : + 7 *F T 


Das Volumen des aus vielen fleinen Stüden zufammengefegten Körpers 
ergiebt fich auf dem angezeigten Wege: 


ut 
(em = (-1) 
rn. — — 1l1l=-—|Ie —1), 
yLıTr—iy y 


annähernd: 


— “ J 7% (2) FR = J 


23* 
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wogegen das Volumen des Körpers mit gleichem Querſchnitt annähernd 


Pa Pa ay 2) 
a er = 6 ir 
Die Formeln 


Fn = PF und F, = 2 — ı) 
T u 

gelten natürlich auch für jeden Körper wie AB, Big. 318, und AB, 
Fig. 319, mit fich ftetig änderndem Querſchnitte. Um mit Hülfe derfelben 
* ——— den Querſchnitt F, fir eine Stelle M und das von 
a — demſelben ee Körpervolumen ı finden, 
hat man nur in diefen Formeln für a den Abjtand 
BM der gegebenen Stelle vom Angriffepunfte B 
der Zug- oder Drudkraft einzufegen. Die hierdurd) 
beitimmten Körper haben an jeder Stelle den der 
beftimmten Tragkraft entfprechenden Querſchnitt, und 
heißen deshalb Körper von gleihem Wider- 
ftande (franz. solides d’egale resistance; engl. 
bodies of uniform strength). Dieje Körper haben 
unter übrigens gleichen Verhältniſſen das kleinſte 
Bolumen, erfordern daher auch die Heinfte Menge 
Material, und find deshalb im Allgemeinen die wohlfeilften und vortheil- 
hafteften in der Anwendung. Vergleichen wir 3. B. einen ſolchen Körper 
mit einem prismatiſchen, ſo finden wir durch die obigen Näherungsformeln, 
daß derſelbe ein Volumenerſparniß von 


J Pa[lay +2 (2)]=5% 2) 
Zu 7137 — lr37 


gewährt. 





Anmerfung. Da die relative Austehnung oder Zufammendrüdung eines 


Körpers von gleichem Wiveritande überall diefelbe, nämlih — z ift, ſo ſtei— 


gert ſich folglich die Geſammtausdehnung deſſelben auf A —= —E a, während 
fie bei dem prismatifchen Körper nur die Größe 
‚„_P+%Ma_P+YG, T, 
FE P+G z* 
hat. 
Beifpiel. Melden Ouerfhnitt muß ein 1000 Fuß langes ſchmiedeeiſernes 


Schachtgeftänge erhalten, wenn daflelbe außer feinem eigenen Gewichte noch eine 
Lat P = 75000 Pfund zu tragen hat? Nimmt man jtatt des Tragmoduls 


* 
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T = 18000 Pfund einen Sicherheitsmodul x — 9000 Pfund an und fegt man 
das Gewicht eines Eubifzolles Schmiebeeifen: 


7,70..61,75 _ 
= 555 = 02752 Pfund, 
fo folgt der geſuchte Querſchnitt: 
— — — — 00 20000 — 13,16 Quadratzoll 


 T—ay 7 9000 — 12000 .0,2752 ” 5698 
und das Gewicht des Geftänges: 
G = F.ay = 13,16. 12000 .0,2752 = 43460 Pfunb. 
Könnte man diefem Geftänge die Form eines Körpers von gleihem Wiberftande 
geben, fo würde man zum Fleinften Querfchnitte: 


zum größten: 
F. = 8,33. eo! 32.1388 — 8,55 ..e%s® — 12,08 Quadratzoll, 
und das Gewicht des Geitänges: 
G=V.ıy= (MR — F)T= (12,03 — 8,33). 9000 — 33300 Pfund 
erhalten. 
Iſt der Glaftieitätsmodul des Schmiebeeifens, E = 27’000000 Pfund, fo hat 
man folglich die Verlängerung des Geftänges im lepteren Falle: 
_ T __18000.1000 _ 18 _, = 
= = Tr Bu 8 Soll, 
und dagegen im erfteren: 
1 
P+ A@,_ 75000 + 21730 — 9%6730.8 _ 6,53 Zoll. 
P+G 75000 + 43460 128460 


Ausdehnungs- und Compressionsversuche. lm das Klaftici- 
tätsgefeß eines Stoffes vollftändig fennen zu lernen, iſt nöthig, dag man 
möglichft lange prismatifche Körper aus demfelben durch allmälig zu vers 
größernde Gewichte nicht allein nad) und nad) und bis zum Zerreißen aus- 


dehne, fondern aud) nad) und nad) bis zum SZerdrüden zufammenpreffe, und. 


daß man hierbei die durch jedes Gewicht bewirkte Ausdehnung oder Zuſam— 
mendrüdung beobachte. Giebt man dem zu unterfuchenden Körper eine ver- 
ticale Page, fo können diefe Gewichte unmittelbar an diefe Körper angehangen 
oder auf diefelben aufgelegt werden und fie geben dann unmittelbar die Größe 
der Zug- oder Drudfraft des Körpers an. Um aber nicht mit zu großen 
Gewichten experimentiren zu müſſen, zieht man e8 vor, die Gewichte mittels 
ungleicharmiger Hebel auf den Körper wirken zu lafjen, wobei diefelben im 
mer an den längeren Arm (a) angehangen werden, während das eine Ende 
des Körpers vom kürzeren Arme (b) ergriffen wird. Durch Multiplication 


des Gewichtes F mit dem Armverhältnifie = ergiebt fic dann leicht die ent- 


fprechende Zug= oder Drudfraft P = = G. Auch wendet man mit Vor⸗ 
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teil, namentlich zur Erzeugung bedeutender Zug- oder Drudfräfte, anftatt 
der Gewichte fogenannte- hydraulifche Prefien an. Um die Größe der Aus— 
dehnung oder Zufammendrüdung beobachten zu können, verfieht man entweder 
den zu umnterfuchenden Stab in der Nähe von jedem feiner beiden Enden mit 
einem feinen Striche, oder man befeftigt an diefen Stellen auf demfelben ein 
Paar, vielleicht gar als Verniere vorgerichteter Zeiger, und um nicht nur die 
elajtifche, jondern auch die permanente Ausdehnung zu ermitteln, mißt man 
die Entfernung diefer Striche oder Zeiger von einander nicht allein vor dem 
Auflegen und während des Aufliegens eines Gewichtes, fondern auch nad) 
erfolgter Abnahme deijelben, und läßt auc) gern inzwifchen mehrere Minuten, 
oder nad) Befinden einige Stunden Zeit verfließen, weil, zumal bei ftärferen 
Spannungen, die Ausdehnung und Zufammendrüdung nicht momentan, fon- 
dern erft nad) Verlauf einer längeren Zeit einen gewiffen Werth annehmen. 
Die Ausmeſſung diefer Entfernung erfolgt entweder durd) einen Stangenzir- 
fel oder mittel® einer unmittelbar am Stabe hinlaufenden Eintheilung; aud) 
wendet man hierzu ein fogenanntes Kathetometer an, welches in der Haupt- 
jache in einem an einem verticalen Stabe auf» und — — Luft⸗ 
blafenniveau (ſ. „Ingenieur“ ©. 234) beſteht. 

Um die Compreſſion an längeren Stäben beobachten zu können, muß man 
dieſe Stäbe während des Verſuches in eine röhrenförmige Leitung ſtellen; 
auch ſind dieſelben von Zeit zu Zeit einzuſchmieren, damit ſie ſich ohne Hin— 
derniß in dieſer Leitung verſchieben können. 

Kommt es nur darauf an, den Feſtigkeitsmodul eines Körpers zu ermit— 
teln, ſo kann man ſich zu den Verſuchen kürzerer Körper bedienen. 

Zu den Zerreißungsverſuchen wendet man Körper mit ſtarken 

Fig. 320 Köpfen, A und B, Fig. 320, an, 
welche genau in der Axe durch— 
bohrt ſind. Jede Durchbohrung 
erhält in der Mitte eine ringför— 
mige Schneide, damit der Körper 
mittels eines durchgeſteckten Bol- 
zens CD und durch einen die Enden dieſes Bolzens ergreifenden Hafen 
FF genau in der Are gezogen werde. Bei den 
Zerdrüdungsverfudhen giebt man dem 
Körper A, Fig. 321, zwei parallele Grundflächen, 
und bringt denjelben zwifchen zwei Cylinder Bund 
C mit ebenfalls eben abgefchliffenen Grund- 
flächen; während nun der abgerundete Kopf H 
des einen Cylinders von der prejienden Kraft 
ergriffen wird, ſtützt fi) der andere Eylinder 
gegen eine ftarfe Fußplatte D, und gleiten 
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beide in dem Inneren eines Cylinders EF. Der Drud P auf den Kopf 
H des, Stempels B bejteht entweder in der Kolbenkraft einer Hydraulifchen 
Preſſe oder in der Kraft eines in der Figur nur zum Theil angegebenen 
einarmigen Hebel® LO. 

Während das Zerreifen eines Körpers in dem Kleinften Querſchnitte def- 
jelben erfolgt und ſich daher der Körper nur im zwei Stüde zertheilt, geht 
das Zerdrüiden in der Kegel in jchiefen Flächen vor ſich, wobei der Körper 
in mehrere Stüde zerfällt. Prismatiſche Körper zertheilen fich hierbei vors 
züglic) in zwei Pyramiden, welche die beiden Grundflächen des Körpers zur 
Baſis und den Mittelpunkt deffelben zur Spige haben, und nächſtdem in 
andere pyramidenähnliche Körper, deren Grundflächen die Seitenflächen des 
Ganzen ausmachen und deren Spigen ebenfall® die Mitte des Körpers ein- 
nehmen. Körper, welche nad) verjchiedenen Richtungen ein verfchiebenes 
Gefüge haben, verhalten ſich natürlich anders; fo wird 3. B. ein Holzftüd 
durch eine Kraft, welche in der Richtung der Faſern deffelben wirkt, dadurch 
zerdrückt, daß im kleinſten Querſchnitte defjelben eine wulftförmige Ausbie- 
gung entjteht- 


Ausdehnungsversuche. Die erften gründlichen Unterfuchungen über $. 210 
die Ausdehnung und Elafticität des Eifens in Drähten haben wir Gerftner 
zu verdanken. Derjelbe verwendete zu den hierbei zu Grunde gelegten Berfu- 
chen Eifendraht von 0,2 bis 0,8 Linien Dide und bediente fich des in Fig. 
322 abgebildeten Hebelapparates mit einem 15 Fuß langen Zeiger OD, einem 


Fig. 322. 
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Gegengewihte G und einem Paufgewichte Q. Der ungefähr 4 Fuß lange 
Draht EF wurde am Ende E feftgeflemmt und mit dem oberen Ende un 


“ 
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einen Wirbel F gewunden, weldyer fich mittel$ einer Schraube S ohne Ende 
umdrehen ließ, wodurch natürlich dem Drahte jede beliebige Spannung gege— 
ben werden fonnte. Die dadurd bewirkte Ausdehnung des Drahtes gab die 
Zeigerfpige D an einem eingetheilten Stabe A B vervierundfünfzigfacht 
an. Die jchneidige Are C des Hebels fowie der Wirbel F, um welche das 
obere Ende des Drahtes gewunden war, und die Schraube ‚ohne Ende S 
zum Umdrehen des Wirbels find in Fig. 323 in größerem Maßftabe be- 
Fig. 323. fonders abgebildet. Durch diefe Ver— 
juche weift Gerftner nad, daß jede 
Ausdehnung die Summe von zwei Aus: 
BE dehnungen ift, wovon die eine (die ela= 
I frische Ausdehnung) nad) Abnahme 
AI yo Gewichts verſchwindet, und die an- 
| dere (die permanente Ausdehnung) 
zurlicbleibt, und daß in Folge deſſen die 
Ausdehnung A fogar innerhalb der Elafticitätsguenze nicht genau der ſpan— 
nenden Kraft P proportional, ſondern dag e8 angemeſſen ift, die Yormel 


— FEI[S. 204 (4)] 
durch die Reihe 
/ AN? 
P=$]lı +a# 3 (7) rz 
worin a und 4 Erfahrungszahlen bezeichnen, zu erjegen. 
Später wurden von Lagerhjelm ſowie auch von Brir ausgedehnte 
Berfuche über die Elaſticität und Feftigfeit des Schmiedeeifens und Eifen- 


drahtes zur Ausführung gebracht. Beide Erperimentatoren wendeten zu 
ihren Verſuchen einen Winfelhebel ACB, Fig. 324, an, deſſen län- 


8 






gerer Arm CB von dem auf eine Wagſchale W aufgelegten Gewichte @ _ 


Fig. 324. 
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abwärts gezogen wurde, wodurch der am fFürzeren Arme CA angefchloffene 
Eifenftab oder Draht DE beliebig gefpanmt werden konnte. Bei dem Ap- 


parate von Brix betrug das Hebelarmverhältnig A - 3 = — 1/go, und e8 war 


hier das eine Drahtende D mittels Kluppe, Haken und Bolzen an den Arm 
CA und das andere Ende E auf gleiche Weife an eine Schraube & befe- 
ftigt,, welche durch eine Kurbel K und mittels eines Näderwerfes in Umdre— 
hung gefet werden konnte. Zur Angabe der Pängenausdehmung dienten zwei 
Nonien d und e, welche an den Enden auf den Draht aufgejchraubt wurden 
und über zwei in DViertellinien eingetheilten Scalen fg hinliefen. Nachdem 
man den Draht in den Kluppen eingellemmt hatte, wurde die Wagfchale nad) 
und nach mit größeren Gewichten beladen, und bei jeden einzelnen Verſuche 
durch Drehung der Kurbel K des Räderwerkes, der Draht fo geipannt, daß 
fich der Hebel von feiner Unterftügung erhob, und ſich fo die Spannung des 
Drahtes mit dem Gewichte @ ins Gleichgewicht fegte. Die Verſuche wur: 
den mit Drähten von 1?/, bis 1'/, Linien Stärke ausgeführt und gaben 
für diefelben, wenn fie umgeglüht waren, im Mittel den Yeftigfeitsmodul 
K = 94000 Pfund, und dagegen nad) dem Gfühen, K — 62000 
Pfund. Der Elafticitätsmodul wurde dagegen fir geglühten und ungeglüh— 
ten Draht im Mittel HE — 28'000000 Pfund gefunden; ferner ergab fi), 
daß die Grenze der Elafticität erreicht wurde, wenn die Spannung bei 
ungeglühten Draht 0,5 K und bei geglühtem 0,6 K betrug. Bei ftärkeren 
Spannungen traten bleibende Ausdehnungen (Stredungen) ein, und es 
betrug die ganze Ausdehnung im Augenblide des Zerreißens bei ungeglüh- 
tem Drahte 

7 — 0,0034, und beim geglühten 4 — 0,0885, alfo 26mal fo viel. 

Dei dem Apparate von Yagerhjelm erfolgte die Anfpannung des Drahtes 
durch eine Hydraulifche Prefle, deren Kolbenftange das Ende des Eifenftabes 
ergriff. 

Zu diefen VBerfuchen verwendete Lagerhjelm verfchiedene Eifenftäbe von 
36 Zoll Länge mit freisrunden und quadratifchen Querſchnitten von Y/, Zoll 
u. ſ. w. Geitenlänge. Denfelben zufolge ift im Mittel der Elafticitätsinodul 
des ſchwediſchen Schmiedeeiſens: 

E — 44'000000 Pfund, 
der Feſtigkeitsmodul 
1 
K= >. E = 88000 Pfund, 
und der Tragmodul 


— 1 ' — 
— 6.E= 2505: 44000000 — 27500 Pfund. 
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Wertheim ließ bei feinen Verfuchen über die Elafticität und Cohäfion 
der Metalle die zu unterfuchenden Drähte frei herabhängen, und befejtigte an 
denjelben einen Gewichtsfaften, welcher mittels Fußſchrauben auf dem Fuß- 
boden ruhen konnte. Um den Draht durch die in den Kajten gelegten Ge- 
wic)te anzufpannen, wurden die Fußſchrauben jo weit herumgedreht, bis der 
Kaften zum Schweben fam. Zur Ausmittelung der Ausdehnungen des 
Drahtes diente ein Kathetometer. Diefe Berfuche wurden unter ſehr ver: 
ichiedenen Temperaturen an vielerlei Metalldrähten, als von Eifen, Stahl, 
Meffing, Zinn, Blei, Zinf, Silber u. ſ. w., angeftellt. Die Hauptergebniffe 
diefer Verſuche find in der folgenden Tafel ($. 212) enthalten. 

Der Apparat, womit Fairbairn feine Feftigfeitsverfuche angeftellt hat, 
befteht in der Hauptſache in einem ftarfen ſchmiedeeiſernen Hebel oder Wag- 
balfen A CD, Fig. 325, deſſen Stützpunkt D von einem ftarfen Bolzen 
F fejtgehalten wird , welcher von unten mittels einer Schraubenmutter höher 


Fig. 325. 


Y 





oder tiefer geftellt werden fan. Zwei eiferne Säulen geben dem Fußſtück 
HH; durch welches F hindurd) ging, den nöthigen Widerftand. Das zu 
unterfuchende Eifenftüd ZM war mittels einer Kette an dem auf den Säu— 
len TT ruhenden Träger KK aufgehangen und durch Bolzen und Ringe 
mit der Scheere C des Wagbalfens A CD verbunden. An dem langen 
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Arme des legteren hing nicht bloß ein größeres conjtantes Gewicht G, fon- 
dern auch eine Wagichale N zur Aufnahme fleinerer Gewichte; zur Unter- 
ſtützung des Hebeld von unten diente der Bolzen X und zum Aufheben 
defielben ein Seil O.P, welches oben über eine Yeitrolle lief und fich unten 
auf die Welle W einer Winde UYZ wideln ließ. Nach dent Auflegen der 
Gewichte Fieß man durch langfames Umbdrehen der Kurbel U das Hebelende 
E allmälig herab, bis endlich das zu prüfende Eifenftiid durch @ und die 
Gewichte N allein gefpannt wurde. 


Anmerfung. Gerjiner’s Verfuche über vie Glafticität der Eiſendrähte 
u. ſ. w. find abgehanvelt in Geritner’s Mechanik, Bd. J.; über die Verſuche von 
Lagerhjelm iſt nachzulefen die Pfaff’iche Ueberfegung der Abhandlung: Verfuche 
zur Beitimmung der Dichtigfeit, Gleichartigfeit, Glaftieität, Schmiedbarkeit und 
Stärfe des Stabeifens u. f. w. von Lagerhjelm (Mürnberg 1829), und über die 
Berfuche von Brir macht die nöthigen Mittheilungen: die Abhandlung über die 
Gohäfions: und Glaftieitätsverhältniffe einiger bei Hängebrüden in Anwendung 
fommenden Eiſendrähte (Berlin 1837). 

Die Berfuhe von Wertheim über die Gfaiticität und Gohäften der Metalle 
u. f. w., fowie auch über Glas und Holz werden in Poggendorff's Annalen 
der Phyfif und Chemie, Ergänzungsband II, 1845, abgehandelt. Die Glafticitäts- 
model der genannten Körper find hier nicht allein durch Ausdehnungs-, fondern 
auch durch Biegungs- und Schwingungsverfuche beitimmt. Weber Fairbairn’s 
Keftigfeitsverfuche ift in veflen Useful Informations for Engineers nachzuleſen. 


Eisen und Holz. Die ausführlichſten Verfuche über die Elafticität und 8. 


Feſtigkeit des Guß- und Schmiedeeifeng find in der neueften Zeit von Hodgkin— 
fon angeftellt worden; durch fie hat man erft die Gejege der Ausdehnung 
und Zufammendrüdung diefer in der praftiichen Anwendung jo fehr wichti- 
gen Stoffe vollftändig kennen gelernt. Obgleich hiernad) das auf verfchiedene 
Weife erzeugte Eifen ziemlich verfchiedene Elaſticitäts- und Feſtigkeitsgrade 
gezeigt hat, fo iſt es doch möglich, das Verhalten diefes Körpers in Hinficht 
auf Ausdehnung und Komprefjion durch Curven auszudrüden. 

Diefen Berfuchen zufolge ijt für Gußeifen (franz. fonte; engl. cast- 
iron) im Mittel, und zwar ſowohl für Ausdehnung als auch für Compreſ— 
fion, der Elaſticitätsmodul 
E = 1,000000 Kilogramm, bezogen auf den Querſchnitt von 1 Duadrat- 

centimeter, und folglid) 
E — 13,68 . 17000000 — 13'680000 Pfund, bezogen auf 1 —— 
zoll Querſchnitt. 

Ferner iſt die Ausdehnung bei der Elaſticitätsgrenze: 
ee 
"1° 1500 


Diefer Ausdehnung entpricht dev Tragmodul 


211 
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1000000 — 
— 667 Kilogramm oder 
13’680000 — 
T= — — — 912 
1500 9120 Pfund | 
Die Compreffion bei der Elafticitätsgrenze ift dagegen : 
6, —— = , 
150 
daher der Tragmodul des Zerdrüdens: 
1000000 } 13’680000 
‚ — — — — — 2 . 
T, 7 1383 Kilogramın — 18240 Pfund 


Der Feſtigkeitsmodul für das Zerreißen iſt durch dieſe Verſuche gefunden 
worden: 
K = 1300 Kilogramm — 17780 Pfund, 
und dagegen der für das Zerdrüden: 
K, = 7200 Kilogramm — 98500 Pfund. 
Es ift alfo beim Gußeifen die Feftigfeit des Zerdrüdens über 5'/, Mal fo 
groß als die des Zerreißens. 
Für das Schhmiedeeifen (franz. fer; engl. wrought-iron) ift ferner 
fowohl bei Ausdehnung als bei Zufammendrüdung im Mittel 
E — 2’000000 Kilogranım — 27'400000 Pfund, 


und die lafticitätsgrenze ungefähr bi 6 — 1 — 5 daher der 
Tragmodul 
4 
n I — 1333 Kilogramm — 18235 Pfund. 


Endlich Hat fic der Feſtigkeitsmodul für das Zerreißen des Schmiedeeifens 
-K = 4000 Kilogramm — 54700 Pfund, 
und fir das Zerdrüden 
K = 3000 Kilogramm — 41000 Pfund ergeben. 

Es ift alfo der Claftieitätsmodul des Schmiedeeifens ungefähr dop- 
pelt fo groß als fir das Gufeifen, und während für das Zerreißen der 
Feftigfeitsmodul de8 Gußeifens ungefähr nur ein Drittel von dem des 
Schmiedeeifens ift, beträgt dagegen für das Zerdrüden der Feftigfeitsmodul 
des Gußeifens ungefähr zwei und ein halb Mal fo viel als der des Schmiede: 
eifens. Diefe Elafticitäts- und Feftigfeitsverhältniffe des Guß- und Schmiede: 
eifens find durch die graphiiche Darftellung in Fig. 326 vollitändig vor 
Augen geführt. Vom Anfangspunfte A aus find auf der rechten Seite ber 
Abfeiffenare X X die Ausdehnungs- und auf der linken die Compreffions- 
fräfte in Taufendpfunden, und zwar pr. Duadratzoll Duerjchnitt, angegeben, 


während die obere Hälfte der Ordinatenare Y Y die eutjprechenden Ausdeh- 
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nungen und die untere die Jufammendrüdungen enthält. Es fällt befonders 
in die Augen, daß die Curve des Gußeifens auf der Seite der Comprefjion 
und die des Schmiedeeifens auf der der Ausdehnung eine bedeutende Er- 
ftredung hat; auch bemerkt man, daß diefe Curven in der Nähe des Anfangs- 
punftes A nahe gerade Linien bilden. 


Fig. 326. 
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Da nächit dem Eifen vorzüglich noch da8 Holz (franz. bois; engl. wood) 
am häufigjten in Anwendung kommt, jo jind in der Figur noch die Elafti- 
citätsverhältniffe des Tannen-, Buchen- und Eichenholzes u. |. w. durd) eine 
Curve graphifc, dargeftellt. Es ift für diefe Holzarten im Mittel der Elafti- 
eitätsmodul: 

E — 110000 Kilogramm — 17500000 Pfund; 


ferner die Elafticitätsgrenze bei 6 — a der Länge, daher der entfprechende 


Tragmodul: 
110000 
600 
Endlich iſt der Feſtigkeitsmodul für die Ausdehnung: 


— 180 Kilogramm — 2500 Pfund. 
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K = 650 Silogramm — 8900 Pfund, 

und dagegen für die Compreſſion: 
K,= 450 Rilogramm — 6200 Pfund. 


Das Verhältnig der Elaſticitätsmodel 150 : 1368 : 2740, annähernd 
—=1:9:19, zwifchen dem Holze, Guß- und Scmiedeeifen ift in ber 
Figur durch die Subtangenten ab, ac und ad ausgedrückt. 

dig. 327. 
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Die Arbeitsmodul A = Y,6T fir die Elaſtieitätsgrenze drücken bie 
Dreiefe Aab, Aa,c, und Aa, d, aus, welche die Inhalte der Heinen 


— — — en — 
Ausdehnungsverhältniſſe — Aa — 500 mb d— Aa = 1500 
(annähernd) zur Grundlinie Haben. Es ift dem Obigen zufolge, für Holz 

A=1cT—= 1; .. 180 — 0,15 Kilogrammceentimeter 
: | 
ER | ARE — 
= As 500 2500 = 2,08 Zollpfund, 


für Gußeiſen 
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A= 1. si 667 — 0,222 Rilogrammcentimeter — 3,04 Zollpfund, 
2 


und für Schmiedeeifen: 
1 1333 
71500 


Um die Arbeitsmodel fiir das Zerreißen und für das Zerdriiden beſtim— 
men zu können, ift eigentlich eine volljtändige Neihe von Ausdehnungs- und 
Sontpreffionsverjuchen nöthig, da diefe Model durch die Quadraturen (fiehe 
Artikel 29 der analyt. Hilfslehren) der vollftändigen Gurvenzweige ſowohl 
auf der einen als aud) auf der anderen Seite der Ordinatenare ausgedrückt 
werden; namentlich ift dies erforderlich bei der Ausdehnung des Schmiede- 
eifens und bei der Compreſſion des Gußeifens, da den Veränderungen diefer 
Körper Curven zukommen, die von geraden Linien bedeutend abweichen. 


Beim Holze ift die Ausdehnung und Compreſſion im Augenblide des 
Zerreißens und Zerdrüdens zu wenig befannt, als daß ſich für daſſelbe mit 
einiger Sicjerheit die Arbeitsmodel deffelben fir das Zerreißen und Zer— 
drücken angeben ließen. Behandelt man die entiprechenden Curven als gerade 
Linien, jo erhält man den Arbeitsmodul des Zerreißens: 

17. K®__,, ._650° 
B='h5="2 70000 
und dagegen den des Zerdrückens: 
K}__,, 450° 
E  ? 110000 


Für das Zerreißen des Gußeifens kann man die Ausdehnung ©, 
— 0,0016 und die mittlere Kraft 560 Kilogranım annehmen, fo daß für 
dafjelbe der Arbeitsmodul des Zerreißens: 

B = 0,0016 . 650 — 1,04 Kilogrammcentimeter — 14,2 Zollpfund 
zu ſetzen tft. 

Fir das Zerdrücen des Gußeifens möchte dagegen die größte Zuſammen— 
drückung 6, — 0,008, und die mittlere Compreſſionskraft — 3600 Kilo- 
gramm zu fegen fein, jo daß der entiprechende Arbeitsmodul des Zer- 
drückens 

Bı = 0,008.3600 — 29 Kilogrammeentimeter — 397 Zollpfund 
folgt. < 

Für da8 Zerreißen des Scmiedeeifens läßt fih im Mittel o, 
— 0,008 und die mittlere Kraft 3000 Kilogramm, folglich der entjprechende 
Arbeitsmodul 

B = 0,008.3000 = 24 Silogrammcentimeter — 323 Zollpfund 
ſetzen. 

Für das Zerdrücken deſſelben ift dagegen 6, nur — 0,0018 und das 


— 0,444 Kilogrammcentimeter — 6,08 Zollpfund. 


— 1,91 Kilogrammcentimeter —26,1 Zollpfd. 


— 0,92 Kilogrammcentimeter — 12,7 Zollpfb. 
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Kraftmittel — 1300 Kilogramm anzunehmen, daher der zugehörige Arbeits- 
modul: 
B, = 0,0018.1300 — 2,34 Kilogranımcentimeter — 32 Zollpfund. 


$. 212 Erfahrungszahlen. In folgenden Tabellen I. und II. find die mitt- 
leren Werthe der Elafticitäts-, Trag- und Feltigfeitsmodel fir die im Bau— 
wejen am häufigiten angewendeten Stoffe aufgeführt. Die erſte Tabelle 
bezieht ſich auf Zug- und die zweite auf Druckkräfte. 
Die in der zweiten Perticalcolumne diefer Tabelle enthaltenen Werthe der 


Aus — 
relativen Ausdehnung 6 — 7 bei der Clafticttätsgrenze drüden auch das 


Verhaltniß 


führten Werthen von 7’ und E aus. In der praktiſchen Anwendung belaſtet 





zwifchen den in der vierten und dritten Columne aufge- 


— Re | j 
man die Körper entweder mur mit _ T, 3. 8. 1), T bis 1/, T, oder man 


beftimmt die Querjchnitte F derjelben, indem man in der Formel 
P 


„K 
ftatt X, für Metalle den Sicherheitsmodul —E= 1/,K, fir Hof 


und Stein denjelben —= !/ıo K, und fir Mauerwerf nur — 1/g, K, das 
gegen für Seile 1/, K bis !/, K einfegt. 


Die oberen Zahlen in einer Parentheje ! ' geben die Model im Kilo— 


grammen an, und fegen einen Querjchnitt von 1 Duadratcentimeter voraus; 
die unteren Zahlen driüden die Model in Zolle oder Neupfund aus, und 
beziehen diefelben auf den Duerjchnitt von 1 Quadratzoll. 


Anmerfung. Die in diefer Tabelle angegebenen Model für Metalle beziehen 
fih auf unausgeglühte Metalle. Bei ausgeglühten Metallen (franz. met. 
cuits; engl. annealed met.) ift zwar in der Megel der Glafticitätsmodul der— 
felbe wie bei den nicht ausgeglühten Metallen, dagegen ift der Feitigfeitscoefficient 
des Zerreifens ausgeglühter Metalle meift um 30 bis 40 Procent Feiner als 
der unausgeglühter Metalle. Der gehärtete und angelajjene Stahl (franz, 
acier trempé et recuit; engl. tempered and annealed steel) hat zwar eben— 
falls denfelben Glaftieitätsmodul als der ungehärtete Stahl, dagegen tft fein Trag— 
modul oft um 20 bis 30 Procent größer als beim gehärteten Stahl. Da wo es nicht 
befonders erwähnt wird, find die angegebenen Model für Metalle an Drähten beitimmt 
worden, die durch das Ziehen eine härtere Kruite erhalten als gehämmerte oder gar 
gegoffene Metallitäbe, Bei einigen Stoffen, wie bei dem Holze, dem Eifen und 
den Steinen, find die Elaſticitääts- und Feitigfeitsmodel fo verfchienen, daß fie auch 
in befonderen Fällen 25 Procent größer oder Eleiner fein können als hier ange: 
geben wird, 
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Tabelle L 
Die Model der Elafticität und Feftigfeit beim Zug. 
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| Ausdehnung 

a Fa — | Glnflicitäte 

Körper. beider Elaſticitäts- Modul Er 

grenze. 

’ li $ 13'680000 
Gußeifen . - - - - | mw” 0,000667 
 liben . . .| TE05 > N000Ber 

in Drähten . . . - — 0,001000 

in Blechen 138% == 0,000800 
Dein Sb 90 oooum 
Feiner Gußftahl . = — 0,002222 
Kupfer, gehämmert . — 0,000250 
Kupferblech © +] z055 = 0,000274 |! 
Kupferdraht . . - - — 0,001000 
Zink, geſchmolzen .. — 0,000241 
Meffing *85 — 0,000758 | ; 
Meflingdraht F — 0,001350 ' on 
een | zu = ooooero ° enonon 
7 EIERN: 27 = 0,00210 ee 
Bleidraht a — 0,000667 ' ee 


Mersbadb & Yehrbnd Ser Mechanik 1 





ce E. 


Arbeitsmodul 


Tragmodul 


7 





18220 
1330 
5970 

434 

14400 
1050 
6400 

470 


— 
233.73 
13° 35 

2 |&2 

S E 
3,04 17800 
0,222 1300f 
6,08 56000) 
0,44 4090$ 
15,0 85000 
1,10 62101 
8,0 45000) 
1,18 32905 
20,0 112006) 
1,48 8190$ 
99,0 140000 
7,20 10230 | 
0,47 32500) 
0,034 2380| 
0,56 29000) 
0,041 2140$ 
8,25 58000) 
0,605 42405 
0,377 7200) 
0,029 526 
2,53 17000) 
0,184 1242| 
12,3 50000) 
0,90 3654f 
1,88 35000 ) 
0,136 | 25605 
15,10 1780) 
1,10 130) 
2,13 3000, 
0,16 220$ 
24 
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Die Model der Elafticität und Feftigfeit beim Zug (Fortfegung.) 








* 
* 










5 NM. 
Ausdehnung =. 1383 = € 
Namen 1 .. |ZRI2e8.| 2» 
oe— — Elaſtieitäts oe JE. — m| € > 
der l Ri E 5* 51% > 
RE modul RB. ı EN I ı8&| 3% 
Körp bei der Elaiticitätes E. 18 1,91 =“ 
Korper an Eu 5. 
r * SI —3 
grenze *2 

* — 


5500000 6100 8,40 4800 

4000000 40 0,24 350$ 

— 10000000 16160 11,5 40000 

= 0,001515 | 730000| 1100| 0,88 2900f 

— $ 10900000| 18000 | 15 37000) 

= 0,001667 |% 000001 1300| 1,09 27005 

1 $ 21900000 | 36500 | 30,4 46500) . 
—0 7 

‚01667 |} rg00000| 2700| 2,25 34005 

g 10000000 | — | — | 27800, 

U 6750001 — | — 2030) 

s 9600000) — | — a 

r700000) — — 248) 


— fs 
900 = 0,001111 N 


Alumin. » : +.» — 
Glas — 
1 j 1’500000 | 2500 
600 ! 


nenholz, in der Rich: 210 8900 
c — 0( ' ! 
tung der Fafern 200 ‚001667 110000 | 1800| 0,15 650$ 
Diefelben Holzarten 
in radialer Richtung 1800001 — — 550) 
zu den Jahresringen — N 130001 — 2 408 
Diefelben Holzarten 
parallel zu den Jah— — 11000001 — — 620) 
resringen — 80001 — — 45 
F 5 u = 8400) 
Schwache Hanfjeile . — 610⸗ 
— = Em F 6500) 
Starfe Hanffeile . 1 4805 
re — — — = et 
Drahtſeile I 3300| 
* ” . - Te rt — — ned 
Kettentaue | ı 3650$ 
Lederriemen (von Kuh⸗ BR 10000| _ = 4000, 
ber) 4 ar. ! 731 290f 
Einfach genietetes Ei⸗ * ER I 36000 


0 eo 


Buchen-, Eichenz, Fich: 
ten=, Kiefern, Tan: 


jenblehb . .. . - zz ı 26005 
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Zabelle I. 
Die Model der Elafticität und Feftigfeit beim Drud. 








Ausdehnung 

% 
.. — Slafticitäte- 
der 1 2 
Körper. bei ver Glafticitäts- modul E. 


grenze. 


= cEK. 
Arbeitsmodul 
— [77 T 
beider Glatticitäte- 
grenze. 


Tragmodul 


T 
A 


Reitigfeitsmodul X 
des Zerreißens 


— — 18500000 18000 12,0 100000 
ER EEINT 750 701333 |} 990000 | 1320| 0,88 7310) 


ch D. 1m | $ 27’000000 | 18000 | 6,0 300001 
Schmiedeeifen . - - — 0,000667 {1970000 | 1320| 0,44 22005 


— 15000000 3750| 0,47 | 56000; 
Kupfer... 00. 2000 > 9000250 |) 1.100000| 2751 0,039 | 41oof 


Meſſing ae _ — — — 


Holz, in der Rich— $ 6500 
tung der Faſern . . — — — — 1507 


Gneiß und Granit . _ — — AR 
Kalfitein . » . . - — — er er l 
Sandſtein . .. . . _ = — — 


Ziegelſtein . . . - — — | — 


Beiſpiel 1. Welchen Querſchnitt ſoll ein 1500 Fuß langes ſchmiedeeiſernes 
Geſtänge erhalten, welches durch eine Laſt von 60000 Pfund geſpannt wird? Ohne 


Rückſicht auf das Geſtänggewicht wäre, wenn man eine Spannung von = 
— 9000 Pfund pro Duadratzoll zuläßt, der nöthige Querſchnitt F * 
— 6,67 Quadratzoll; mit Rückſicht auf das Geſtänggewicht aber wäre, da 1 Gur 
bifzoll Schmiedeeifen das Gewicht y = 0,275 Pfund hat, 





24° 


8. 213 
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60000 60000 6000 
F 6000 — 1500.12.0275 5000 — 50 = 5 7 14,8 Quadratzoll. 


Das Gewicht diefes Geftänges it & — Fly = 4950.14,8 — 73360 Pfund, 
und die Verlängerung deſſelben durch die Zugfräfte P —= 60000 Pfund und 
G — 73260 Pfund, 

„_ (P+H% Gl _ _96630.18000 __ 173934 
gr FE 14,8. 27/400000 * 40552 

Beiſpiel 2. Wie ſtark ſind die Grundmauern eines außen 60 Fuß langen und 
40 Fuß breiten und 35 Millionen Pfund ſchweren Gebäudes aufzuführen, wenn 
man hierzu gut bearbeitete Gneißſtücke verwendet. Setzen wir die geſuchte Mauer— 
dicke = Fuß, fo fünnen wir die mittlere Länge der Mauer 60 — x und die mittlere 
Breite derfelben 40 — x, alſo den mittleren Umfang 

2.(0 — ce +40 — ze) = 20 — 4r 
und folglich die Grundfläche des ganzen Mauerwerfes 
(200 — 4 2) x Duadratfuß —= 144. (200 — 4 x) x = 576 (50 — x) x Duadratzoll 
annehmen. ä 

Der Feftigfeitsmodul für das Zerdrüden des Gneißes ift nach der Tabelle 
8000 Pfund, nimmt man daher für die Mauer aus demfelben 20fache Sicher: 


heit an, feßt man alfo den zuläffigen Drud auf den Duadratzoll * — 400 Pfund, 


0 
20 
fo ift daher zu feßen: 
400.576 (50 — x) © — 35'000000, 


— 4,29 Zoll. 





woraus nun 
Wr — x? = 1519, 
und fchließlich die gefuchte Mauerdicke 


2 
BIT u = — 3,22 Fuß folgt. 


— 50 


Schubfestigkeit. Die Schubfeftigfeit oder der Widerftand des Ab— 
drüdens oder Abſcheerens (franz. resistance par glissement ou cisaille- 
ment; engl. strenght of shearing), wobei die Trennungsfläde in die Rich— 
tung der Kraft fällt, ift ähnlich wie die Zugfeftigfeit zu beurtheilen. Man 
hat e8 hier mit der Zufammenwirfung dreier Parallelkräfte P, Q und R, 
Fig. 328, zu thun, wober die Angriffspunfte A und C von zwei derfelben 
(P und R) einander jo nahe liegen, daß eine Biegung des zwifchenliegenden 
Stüdes A C nicht möglid) ift, und daher eine Trennung zwifchen A und C, 
und zwar in einer Fläche DD rechtwinfelig zur Are des Körpers, erfolgt. 


Fig. 328. Fig. 329. 
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Der Widerftand des Abſchiebens ift, wie der des Zerreißens umd der des 
Zerdrüdens, dem Duerfchnitte des Körpers oder vielmehr der Größe der 
Trennungsfläche F proportional, und läßt fich beim Schmiedeeifen ſogar 
annähernd dem des Zerreißens gleichjegen, jo daß alfo der Modul K der 
Zugfeftigfeit aud) als Feftigkeitsmodul fiir das Abfchieben gelten, und folglid) 
die Kraft zum Abfchieben bei dem Querſchnitte F 


. P — FK 
gejegt werden kann. Allgemein ift aber 
P FK,, 


wobei Kz den durd) Berfuche zu ermittelnden Widerftand des Abfchiebens oder 
Abjcheerens pro Flächeneinheit bezeichnet. 

Die Elaftieitätsformel P —= 2 FE—6FE für Zug: und Drudfräfte 
läßt ſich auch auf die Schubfraft P, Fig. 329, anwenden, nur bedeutet hier 


6 das Verhältniß ı — = der Verſchiebung CA zur Länge oder dem Abſtande 


CB der Kraftrichtungen AP und ER von einander; jedod) ift für Z eine 
durch befondere Verfuche zu ermittelnde Erfahrungszahl C einzujegen. 

Folgende Tabelle IM. enthält die bis jest befannten Elaſticitäts- und 
Feftigkeitsmodel (C und Kz) entiprechend den Formeln P = ı FC um 
Pı = FM, für die Schub- oder Scheer-Elafticität und Feftigfeit. 


= Tabelle II. 
Die Model der Elafticität und Feftigkeit beim Schub (des Abfcheerens). 


Namen der Körper. | Elaftieitätsmodul C. Briten, 











Biel ee ——— Or | 
Schmiedeeiſen..... 0. N . on ! 
Reiner Gußflahl . 20. ; een “ro 
Fupſſſe ae h — 
Meſſinggg. — — 
Laubholz.... | u er h 
Mosel. 2. 20024 ! no Er 


Gewöhnlich nimmt mn C= Eu K—=K an. 
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Die Formel P= FK, findet vorzüglid) ihre Anwendung bei Beſtimmung 
der Stärfe d der Bolzen und Nieten, wodurd) Bleche und andere plattenförmige 

Rig. 330. Big. 331. Körper mit einander verbunden wer: 
den. Es finden bei diefer Verbin- 
dung der Hauptſache nad) zwei Fälle 
ftatt; entweder werden die zu ver: 
bindenden Blechendn AB und CD, 
Fig. 330, ber einander geplattet, 
und durch Nieten oder Bolzen NN 
und OO zufammengehalten, oder 
e8 werden, wie Fig. 331 vor Augen 
führt, die Blechenden AB und AC 
ſtumpf zufammengeftoßen, mit ges 
lochten Laſchen DD und EE bededt, 
und durch Nieten NN und OO feſt mit einander verbunden. Bei der erftes 
ven Verbindungsweiſe geht die Zugkraft in dem einen Bleche vermittels eines 
Kräftepaares auf das andere Blech itber, wodurch beide Bleche außer der 
Dehnung auch nod) eine Biegung erleiden, und folglich an ihrem Tragver— 
mögen verlieren; es ift daher die zweite Verbindungsart, wo dieſes Kräftepaar 
nicht hervor= und folglich auch feine Biegung eintritt, die beffere. 

Da die verbundenen Blechenden und Blechlafchen durch die Nieten oder 
Bolzenföpfe mit einer nicht umbedeutenden Kraft auf einander drüden, fo 
wird durch die daraus entfpringende Reibung der Zuſammenhalt der Kör- 
per nod) anfehnlid) verftärkt. Der Sicherheit wegen läßt man jedoch dieje 
Wirkung bei der Beftimmung der Nietenftärke außer Acht. Auf der anderen 
Seite wird aber die Tragkraft der Bleche durch die Lochung für die Nieten 
oder Bolzen vermindert, und es ift daher dafür zu forgen, daß diefe Kraft 
"nicht von der Tragkraft der Nieten übertroffen werde. 

Iſt d die Stärke einer Niete und v die Anzahl der Nieten bei einer Blech— 
verbindung wie Fig. 331, fo hat man die Trag- oder Zugkraft derfelben: 





ift dagegen 6 die Breite und s die Dice der zu verbindenden Blechſtücke, ſo— 
wie v, die Anzahl der Nieten neben einander, fo hat man den die Kraft P 
aufnehmenden Duerfchnitt des Bleches: ’ 


F=(b — vd) s, und daher uh P= (b — vıd)s = 
wo K den Feſtigkeitsmodul des Eifenbleches bezeichnet, jo daß demnach 


. 2 

_ RK, = (b — vi d) sK, oder 
_A0b—-nmdsK 

v— a ge jegen iſt. 
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Beim Lochen der Bleche ift jedenfalls aud) der Widerftand des Ab— 
ſchiebens zu überwinden, nur hat man es hier nicht mit einer ebenen, ſon— 
dern mit einer cylindrifchen Trennungsfläche zu thun. Dit s die Blechſtärke 
und d der Durchmeſſer des Yoches in dem Bleche, jo hat man ben Juhalt 


der Trennungsfläche: 
Fz==zds, 


und folglich die Kraft zum Durchlochen: 
P=FK, = ndsk,. 
(Bergl. den „Civilingenieur“, Band I., 1854, und zwar John Jones’ 
Verſuche über den Kraftbedarf zum Lechen von Sifenbteen, von C. Bor- 
nemann.) 
Beiſpiele. 1) Eine eiſerne Niete von 11/, Zell Stärke trägt mit Sicherheit, 
wenn AK, = Y,.4800 = Bags Ken angenommen wird, die Laſt 
ni 8 

PL. 26 — — 1414 Pfund, 
und Das — des iR nöthigen Yoches — wenn das Gifenbleg 1, Zell 
dick iſt, die Kraft 

P,=ads.K=n:. = . 1.180) — 3600) n — 11310 Pfund 





nöthig. 

2) Sind zwei Blechſtücke durch eine Reihe von Nieten mit einander zu verbin— 
ven, fo iſt bei der Stärfe s des Bleches für die nöthige Breite d deſſelben auf je 
einen Bolzen: 

nd? ’ 
(—d)s = — zu ſetzen, folglich 
l 
= a+l-alır ); 
z. B. ſur d — 35 und s % ar 


D=%(1+ 2) — 5 Zoll. 


Zweites Gapitel. 
Die Biegungs-Elnftieität und Feſtigkeit. 


Biegung. Der einfachſte Fall der Biegung eines Körper ABC, Fig. 8. 214 
332 (a. f. S.), tritt dann ein, wenn diefer Körper von einer Kraft AP— P 
ergriffen wird, deren Richtung normal zur Are A B deflelben fteht, während 
er in zwei Punkten Bund C feftgehalten wird. Sind J und 7, die Entfernungen 
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CA und CB der Angriffspunkte A und B von dem mittleren Stitg- oder 
Angriffspuntte C, fo hat man dann die Kraft in B: 


und folglic, die Mittelfraft: | 
1 
R=P+H (1 + z)? 
1 


Fig. 332. 





Will man die Biegung der einen Hälfte des Körpers verhindern, ſo muß 
man zwiſchen den Stützpunkten noch unendlich viele andere einſchalten, oder 
den Körper längs BC fejttlemmen oder einmauern, wie Fig. 333 vor 
Augen führt, und es bleibt dann nur noch die Biegung des freien Stückes 
A C des Körpers zu unterfuchen itbrig. 

Segen wir zunächft einen prismatifchen Körper voraus, und nehmen wir 
an, daß derſelbe aus über- und nebeneinanderliegenden Längenfajern zuſam— 
mengejegt ei, die während der Biegung weder ihren Parallelismus verlieren, 
noch fid) an einander verjchieben. 

Bei diefer Biegung werden diejenigen Faſern, welche fich auf der converen 
Seite des Körpers befinden, ausgedehnt, und diejenigen, welche der concaven 
Seite dejjelben näher liegen, zufammengedrüdt, während eine gewiffe mittlere 
Fafernfchicht, die fogenannte neutrale Axenſchicht (franz. couche des 
fibres invariables; engl. neutral surface of a deflected beam), weder eine 
Ausdehnung noch eine Zufammendrüdung erleidet. Die Ausdehnungen und 
Zufammendrüdungen der verfchiedenen Faſern über und unter der neutra— 
len Axenſchicht find den Abftänden von diefer Schicht proportional; es 
nimmt folglich von diefer Are oder Arenfchicht aus die Ausdehnung der * 
Fafern nad) der einen Seite und die Zufammendrüdung derfelben nach der 
anderen hin allmälig zu, jo daß aljo die von diefer Schicht am meiften ab- 
jtehenden Faſern einerfeits die größte Ausdehnung und andererfeits die größte 
Zufammendrüdung erleiden. Ein vor. der Biegung von den Uuerjchnitten 
KL und NO begrenztes Stüd des Körpers AKB, Fig. 334, nimmt 
durd) die Biegung die Form KLO,N, an, wobei der. Querſchnitt NO in 
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N, O, übergeht, nämlic feine parallele Yage zu KL verläßt und ſich wie 
KL rechtwinkelig auf die neutrale Are RS ftellt. Die Fafernlänge KN 

Fig. 334. , geht Folglich hierbei im 
KN\,, die Fafernlänge Z O 
in LO, über; e8 wird alſo 
die erftere um NN, ver= 
längert und die legtere um 
OO, verkürzt, während die 
Faſer RS in der neutra- 
len Are ihre Länge unver- 
ändert behält. Zwiſchen— 
liegende Yafern wie TU, 
VW u. ſ. w. gehen in 
TU) und VW, über, 
wobei fie fi) um die Grö— 
gen UV, WW, u. |. w. 
ausdehnen und comprimis 
ven, welche durch die Pro— 


portionen 
UV, _SU 
NN  SN 
WW = SW. | w 
00, 50 °" 


- bejtimmt find. 

Nehmen wir die Länge 
der Fafern 
\ RS=KN=L0 

M — Eins (1) 
an umd bezeichnen tiv die Ausdehnung oder Comprefjion derjenigen Faſern, 
welche um Eins (1) von der neutralen Axe abftehen, durch o, fo haben wir 
folglich für eine Fafer, welche um SU oder SW — von diefer Are ent: 
fernt ift, die Ausdehnung oder Compreffion 
UD, oder WW, —= 6x. 

Iſt der Körper nur wenig gebogen, fo daß hierbei die Elafticitätsgrenze 
nirgends überfchritten wird, fo kann man die fpannenden Kräfte der verfchie- 
denen Faſern ihren Ausdehnungen u. ſ. w. proportional fegen, und folglich 
“ auch annehmen, daß diefe Kräfte proportional ihren Abftänden von der neu— 
tralen Are wachen, wie auch in der Figur durch Pfeile angedeutet wird. 

Wenn der Querfchnitt einer Fafer — Eins ift, fo haben wir folglich all- 
gemein die Spannungsfraft derfelben (f. $. 204): 

— dæ B 
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hat ferner eine Fafer den Querſchnitt — F, fo beträgt ihre Zug- oder 

Drudfraft: 

S—=-6:FE=6E.F%, 
und es ift ihr Montent in Hinficht auf den Arenpunft S: 

M=ı:.0ıFE= 0 FE = c0E. Fe. 

8. 215  DBiegungsmoment. Die fünmtlichen Zug: und Drudfräfte in einem 
Querſchnitte M O, halten der Biegungsfraft P am Ende A des Körpers 
AB das Gleichgewicht; es laſſen ſich daher auf diefe Kräfte die befannten 
Geſetze des Sleichgewichtes anwenden. Denkt man ſich in S nod) zwei Kräfte 
+ P und — P wirffam, weldje nit nur der gegebenen Biegungskraft 
P gleid), fondern auch mit derjelben gleichgerichtet find, jo erhält nıan 

1) ein Kräftepaar (P, — P), weldes die Biegung oder Drehung um 
S hervorbringt und 

2) eine einfahe Schubfraft SP=P, welche das Körperjtüid AS in der 
Nichtung von SP oder AP von dem übrigen Körper abzuſchieben ſucht. 
Die legtere Kraft läßt fich noch in zwei Seitenkräfte P, und P, zerlegen, 
deren Richtungen in die Ebene des Querjchnitte®s N, O0) und in die neu— 
trale Are SER fallen. Iſt & der Winkel, um welchen der Querſchnitt M O, 
von der Nichtung AP der Biegungsfraft abweicht, fo hat man: 

P, — Pecos.« und 
P, = Psine. 

In den gewöhnlichen Fällen der Anwendung ift die Biegung der Körper 
und alfo auch « jo Hein, daß man sin. — 0 und cos. « — 1, folglid) 
die Seitenfraft P., welche das Stück AS in N, O, abzureigen fucht, ganz 
vernachläffigen, und dagegen die Kraft Pr, welce das Stüd AS in M O, 
abzufcheeren fucht, der Biegungsfraft P gleichjegen kann. Bezeichnet F den 
Inhalt des Duerjchnittes N, O, und X, den Modul der Schubfeitigfeit, jo 

iſt die Kraft zum Abfchieben durd) das Product FA, (f. $. 213) beftimmt. 
Hat man es mit längeren prismatifchen Körpern zu thun, jo ift meiftens P 
ein jo Heiner Theil von FA, daß ein ſolches Abfchieben durch P ſelten 
eintreten kann, weshalb wir e8 daher auch im Folgenden nur in befonderen 
Fällen in Unterfuchung ziehen. (S. das folgende Capitel.) 

Da einem Kräftepaare (P, — P) nur durd) ein anderes Kräftepaar das 
Gleichgewicht gehalten werden kann, fo folgt, daß die Ausdehnungsfräfte 
auf der einen Seite von S mit den Zufammendrüdungsfräften auf der an- 
deren Seite ein anderes Kräftepaar (Q, — Q) bilden, und daß die Mo- 
mente beider Paare einander glei) fein müffen. Sind F\, F,, F, u. ſ. w. 
Elemente oder unendlich Heine Theile von der ganzen Fläche F' des Quer: 
ſchnittes NO = N, O,, und bezeichnet man die Abftände diefer Theile von 
der neutralen Are oder S durch 21, 22, 2; u.f.w., fo hat man die Spann: 
fräfte derſelben: 
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oE.Fı 2, 6E.Fy2, 6 E.F3 2; u. |. w. 
und ihre Momente: 
oE.F,2?, 6E.Fyz}, 0E.F3e} u. |. w. 

Da diefe Kräfte ein Kräftepaar (Q, — Q) bilden, jo muß ihre Summe 
ocsE(Has + Ra + F,2% + +), und folglid, aud) 
Faı+tRFRz + F,2 — Null jein. 

Fig. 334 a. Diefe Summe ift aber 
nur dann Null, wenn der 
Arpunft S mit dem Schwer- 
punfte dev Fläche FF, 
+R.+F#%+: we 
ſammenfällt; es geht folg- 
ih die neutrale Are 
des gebogenen Körpers 
durd den Schwerpunft 
8 feines Querſchnittes 
F. Das Moment des 
Kräftepaares (9, — Q) 

6E (F\ a 4 F} 2; 

+Ret::) 
ift natürlich dem Momente 
pP des Kräftepaares (P, — P) 
gleich zu ſetzen. Bezeichnen 
wir nun den Abjtand S des 
Schwer: oder Axpunktes S 
von der Nichtung A P der 
Biegungskraft durd) x, fo 
haben wir das Moment 
des letzteren Paares = Pr, 

und daher 
Pı=6E(F,»# 

M + F,2} +++.) zu fegen. 

Endlich haben wir nod) für den Krümmungshalbmeiller MR= MS 

der neutralen Faferfchicht die Proportion 
MR __ SU 
Rs UTU’ 
oder, wenn mn MR=r, RS=1,SU=1w UD = 6 einjeßt, 





n 
1 | 
Es ift folglih ro = 1, dr 6 = -, demnad) das Kraftmoment: 


8. 216 
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Bo 4 
Pr— (KRat+rsgt:-) 
und endlic der Krümmungshalbmeſſer an der Stelle S: 
E A ’ 
ee P2 (FıtPRkz3,+--) 


Der Ausdeud Fi2? + Faz} + - - - hängt nur von der Form und 
Größe des Querſchnittes ab, und läßt fi) daher auf dem Wege der Geome- 
trie ermitteln. Wir werden ihn im der Folge durch W bezeichnen und die 
ihn entjprechende Größe das Maß des Biegungsmomentes, ſowie WE 
dag Biegungsmoment (franz. moment de flexion ; engl. momentum of 
flexion) felbft nennen. Hiernach ift der Kriimmungshalbmeiler 

7 7 
r= — und zu behaupten: | 
der Krümmungshalbmesfer der neutralen Are eines gebo- 
genen Körpers wählt mit dem Maße W des Biegungs- 
momentes und dem Clafticitätsmodul E direct und dagegen 
mit dem Kraftmomente Px umgefehrt proportional. 

Die Krümmung jelbft ift dem Krümmungshalbmeſſer umgekehrt propor- 
tional, und wächjt daher wie das Kraftmoment Px und umgekehrt wie das 
Biegungsmoment WE. 


Elastische Linie. Sat man fir die Querſchnitte der gewöhnlid) in 
der Praris vorfommenden Körper die Biegungsmomente W E beftimmt, fo 
kann man durch diefelben aucd die Krümmung und hieraus wieder die Ger 
ftalt der neutralen Are oder der fogenannten elaftifchen Yinie ermitteln. 
Die Gleichung 

Pır—= WEoer = er 
Pa 
fagt ums, daß bei einem prismatijchen Körper das Product aus Krümmungs-— 
halbmefier und Kraftmoment für alle Punkte der elaftiichen Linie AB, 
Fig. 335, eins und daffelbe ift, daß folglich » um fo größer oder Fleiner 
ausfällt, je Heiner oder größer der Hebelarm x der Kraft ift, oder je näher 
oder entfernter der in Betrachtung zu ziehende Punkt S dem Ende A der 
neutralen Are lieg. In A iſt z = 0, und folglid) der Keümmungs— 
halbmeſſer unendlich groß, im feften Punkte B ift dagegen z am größten 
und daher der Krümmungshalbmeſſer am Heinften; e8 nimmt alfo derfelbe, wenn 
man vom feften Punkte B allmälig nad) dem Endpunfte A zu fortfchreitet, von 
einen gewiſſen endlichen Werthe an, nach und nad) bis ins Unendliche zu. 

Theilt man ein Stüd A S der elaftifchen Yinie, deifen Yänge — s fein möge, 
in lauter gleiche Theile, und errichtet man in den End» und Theilpunften A, 
Sı, 83, 8; u. ſ. w. Perpendifel auf die Curve, fo jchneiden ſich diefelben in 
den Mittelpunkten Me, M,, M, der Krümmungskreiſe, und es find folglich 
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die Abſchnitte M, A — Mn S,, Mı $Sı = Mı $;,, M; S, = M; 5; u. |. w. 

Fig. 355. die geſuchten Krümmungs- 
halbmeſſer (f. analyt. Hülfs— 
lehren Art. 33) , 73, 7, u. ſ. w. 
der elaftijchen Linie. It n die 
Anzahl der Theile diefer Pinie, 
jo hat man die Größe eines 


— s 
zheiles, = =; und bezeichnet 


man die Bogenmaße (für den 
Radius — 1) der Krüm— 
mungswinfel AM,S, —Ö), 
5, M, 5, = 0, S; M; S; 
— Ö, u. ſ. w. durd) Ö,, Ö2, Ö, 
u. ſ. w. ſchlechtweg, jo läßt ſich 
a = Ö, Yı = Ö, no Y3 
u. ſ. w. ſetzen, wonach fi nun 
8 8 


— —, d = — 


nr NYa 





8 
Ms = — u. ſ. w. beſtimmt. 
3 


Wenn wir noch vorausſetzen, daß die elaſtiſche Linie nur wenig gebogen 
iſt, ſo können wir die Projectionen der Bogentheile in der rechtwinkelig gegen 
die Kraftrichtung gelegten Abſciſſenaxe A X dieſen Bogentheilen gleich, alſo 
AK, = H;Sı = M K, — K,K, u. ſ. w. ſetzen, ſo daß nun die Hebel— 
arme der Kraft Pin Hinficht auf die Punkte S,, Se, S, u. ſ. w. 


HS =, 
Rn 
BS:=HS +8 —2-, 


H;S; = H,S, u= sb =3- u. ſ. w. 


und folglich die entſprechenden Kraftmomente oder Werthe für P x — find: 


Ps 2 Ps Ps 
, j u. ſ. w. 
n — 7 





Setzt man endlich diefe Werthe in die obige Formel r — un für den 


Krümmungshalbmeſſer, ftatt Pa nad) und nad) ein, jo erhält man folgende 
Keihe für die Krümmungshalbmeſſer: 
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nn ME „WE NER 
er Tal Ze ae: A De Zu 7a 

und daher für die entfprechenden Kritmmungsmaße: 
——— RD. ERROR Ps? 
IT ar "WE "nn ""mWE 

2 
6, = . — Zu u. ſ. w. 


nr. "WE 


Durch Summation diefer Winkelmaße ergiebt fic nun für den Krüm— 
mungswinfel AOS — 90 des ganzen Bogens AS—=s—= er: 
= +++ +0, 


=(1+2+3+..+n 


Ps? 
n? WE’ 


2 
oder, da, wie befant, 1 H2 +3 +. - + n— Z zu ſetzen ift, 


n? Ps Ps? 


9 


wofitr unter der gemachten VBorausjegung natürlich auch 


2 
oO = un gejegt werden Tann. 
Diefer Bogen oder Winfel drüdt, da der Winkel zwischen zwei Linien 
gleich ift dem Winkel zwifchen den Normalen zu diefen Linien, auch den 
Winkel STU aus, um welchen die durch A und S gelegten Berüihrungs- 
Fig. 336. 





Iinien AT und ST von 
einander abweichen, oder 
um welchen die Curve in 
A mehr gegen die Abfeijien- 
are geneigt iſt als in 8. 
Sehen wir von einem 
unbeſtimmten Bunfte S auf 
den feſten Endpunft B 
über, jo haben wir ftatt s 
die ganze Länge Z von 
ASB, oder annähernd, bie 
Projection A C berjelben 
in der Abfeiffenare einzu— 
fegen, und c8 geht dann, 
unter der Borausjegung, 
daß im B die Curve recht— 
winfelig zur Kraftrichtung, 
aljo mit der Abſciſſenaxe pa= 
rallel läuft, der Winkel p in 
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Pl 
IE we 
dagegen Aber der Neigungs- oder Tangentenwinfel TSH = STX, in 
— — Ps? _PM—s) PG — 2°) 
IP RTun SWE am Teen 


Wäre die Curve im feten Punkte 2 nicht genau rechtwinfelig auf der 
Kraftrichtung, fondern hätte fie an diefer Stelle einen feinen Neigungs- 
winfel o,, jo wiirde fein: 





B=u + —— s rn und daher: 
_..,.,P@e—®) 
— —— — 


Gleichung der elastischen Linie. Mit Hülfe der letzten Formel $. 217 
fann man nun auch die Öleichung der elaftifchen Pinte entwideln. Die 
Ordinate KS — y diefer Curve läßt jic aus unendlid) vielen (n) Stücken, 
wie z. B. Kı Si, Zr 55, 1,5; u. |. w. zuſammenſetzen, welche jic durch 
Multiplication eines Bogenelementes 

AS — 58 =, ꝛc. ⸗ — 


mit den Sinus der entſprechenden Tangentenwinkel S, AK, 5 Sı ZI», 
S, $S, L, u. f. w. beftimmen laſſen. Es iſt 
KS—KSı +1% + 1,8, + ---, oder 


y= — (sin. S, AK + sin. 82 8 La — sin. S; Ss L; = F ), 


alſo, wenn man die Abſeiſſe AK — x ftatt des Bogens AS— s einführt, 
und die legten Sims durch nad) der Formel 
P(? — x?) 
2WE 
x 2x 


zu berechnende Bögen erjegt, indem man fir © nad) und nach — 


ee. = 


er , 
N 


= u. ſ. w. einführt. 
— er er -@yr 
-@)] 
Nun läßt ſich dr ? HR +... Hrn und 
2 2 2 2 
Re + 


— (+2 +32 4..+m) (= * 
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feßen (f. — Seite 88); es folgt daher: 


— 
du 5 I» oder 


Pzx(l? — \/, x?) 
7 ze 


2WE 

die gefuchte Gleichung der elaftifchen Yinie, unter der Vorausfegung, 
daß diefelbe nur wenig gefrümmt ift. 

Sest man in diefer Gleichung z — !, fo erhält man ftatt x die Bo— 
genhöhe 


Während aljo der Tangentenwinfel « wie die Kraft und wie das 
Quadrat der Yänge wächlt, nimmt die Bogenhöhe oder Einbiegung a 
wie die Kraft und wie der Cubus der Yänge des gebogenen Körpers zu. 

Die mehanifche Arbeit Z, welche zum Biegen des Körpers aufzu= 
wenden ijt, beſtimmt fich, da die Kraft 





_3WEu 
= 
mit ihrem Wege gleihmäßig wächft, ſich alfo im Mittel 
1/, P= !, — WEa e S ſetzen läßt, durch den Ausdrud: 


— — — — 

— 7—— 
Wird ein Balken ABA, Fig. er von der Yänge AA. — 1, in den 
Enden unterftügt umd in der Mitte B von einer Kraft P, ergriffen, fo bie- 


L=1!, 








3 4P, 






Hall ten 
za 


gen ſich die Enden defjelben genau im derjelben Curve wie in dem joeben 
behandelten und in Fig. 333 abgebildeten Falle, nur hat man hier die Kraft 
in A, — !/; P,, und die Bogenlänge AB — 1, AA = !/;T zu fegen. 
Es ift folglich hier für die Coordinaten AK=r ud KS—y die 
Gleichung 
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P,=(,R®— 1,2?) _ Pız(3? — 42°) 





4+WE u 48WE 
fo daß fid fir — ACl= =, die Bogenhöhe 
= _ pe _, pP» 
y-Bl=-a= ww k'zwP 


d. i. ein Sechszehntel von der Bogenhöhe des durch ein gleiches Gewicht 
am Ende belafteten Balfens (Fig. 333), ergiebt. 


Wenn für den erften Fall die elaftifche Linie A B, Fig. 336, im feſten Punkte 
B fchon eine Heine Neigung «, hat, jo ift zum obigen Ausdrude fiir y nod) 
die Verticalprojection eines Tangentenftüdes z, d. 1. @,= zu addiren, jo daß 
fi) dann die Ordinate 
PM — 1/ x?) 
eG (m + GwE ): 
jowie die Bogenhöhe 


pl: 
en ( * un)" 


.„Allgemeinere Gleichung der elastischen Linie. Cine jchärfere ($. 218) 
Gleichung der von der neutralen Are eines gebogenen Balkens gebildeten 
elaftifchen Linie ASB, Fig. 338, läßt ſich durch den höheren Calcul auf 

Fig. 338. folgende Weife finden. Segen wir in der 
allgemeinen Gleichung des $.216, WE 
— Pxr für den Krümmungshalbmeſſer 
(aus Art. 33 der analytifchen Hülfs— 
[ehren) den Werth 


vr = — 


herausftellt. 


08° 
02° (lang. «) 
ein, und hierin wieder, nad) Art. 32: 
P M es— V 1 + (tang. «)?.Ox, 
fo erhalten wir: 
Pxdx [1 + (tang. «)?]% 
Tran. 

Bei einer mäßigen Biegung des Balkens ift aber der Winkel @, welchen 
die Berührungslinie mit der Abfciffenare einschließt, nur Hein, und es läßt 
fid) daher 

[1 + (tang. «)?]* annähernd — 1 + 3’, (tang.«)? 
fegen, weshalb num 

Welsbach's Lehrbud d. Mechanik. I 25 





WE=— 
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Px[1 + ?/ı (tang. «)?] 9x 





WE=— — oder umgekehrt, 
Pxox _ O tang. 3/ 
_——. — — — — 21 o(t 
WE 1+% (tang. 7 = — m) ] ONap.2) 
folgt. 
Hiernad) ergiebt ſich: 

on — —v )432 —J «)? 8 (tang.e), 
d. i. nad) Art. 18 der analyt. Hülfslehren: 

=— tang. a -+ Y/, (tang.«)? + Con. 


Nun ift jaber in dem Scheitel B die Curve parallel zur Alfeifienare, 
alfo « — 0; fegen wir daher die Projection CA der elaftiichen Yinie in 
der Abfciffenare — = b, fo erhalten wir: 








pr — — tang.0 + !/, (tang. 0)? + Con.—=0 + Con 
2WE ; 
und daher durch Subtraction diefer Gleichungen: 
wa — tung. — !/, (tang. «)?; 
und umgekehrt, für den Tangentenwinfel STN = e: 
D(b? — z? 
tang.ı = IT 2 + "/y (tang. «)" 
BR | se DEN / P2(d — 29)? 
= Gy —— 
53 
_PW — 2°) P2 (db? — 2)? 
— (It Gwen) 


Nun ift ferner tang. « —= > ‚ daher folgt: 


— — 
P? (b er) P(% — x°)0x — 


= (1 + emm /J aWE 
pP 
v3; (wm 08 + u [ W - a922) 
pP 
— 2 
| / 0x 22 0x 


+ g fr 02 — [sw — 


—— 
vElwe-5+; sm (ri 4 T | 
Con. 





- 
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Da mit x — 0 aud) y — 0 ift, jo hat man aud) Con. — 0, und 


Pr | - pP? =)| 
F— — — 6__H4r?2 [3 224 _ — J 


Im Scheitel iſt x — und y die Bogenhöhe CB — a, daher folgt: 


P Pp: ) 
— — 12 3 —— «16 7 
= mh wm 0): 
d. i.: 
Er) 


9) El + Ya ya) 
Aus ds — VI + (tang.o)?.dx—[1 +, (tang. «)?]Ox ergiebt 


P(b? — 
fi, wenn man tang.a« — Me, jubftituirt: 


P2(b? — x? 
ft ee Zu 7 e- 


—/d: + — (>= BP »22)| 


20? 2x3  .x° 
= + +). 
d. 1. die Bogenlänge: 
pP: as 
— — — 4 — 2/, 1272 — 
J— sw REM 8 
Nimmt man x — ban, ſo ergiebt ſich die ganze Länge des Balkens: 
P?b a? 
— — 3 — 
Be (1 — Emm)! — (1 * 75) 
Umgekehrt erhält man: 





I P?4% 
ie : Pu — (1 1 KL 
* 7 V E“ 
und daher: 


pı: 
= — — — rs wi v5) — 


u BU BR mi Ne 
—3WE 15 = *5 
d. i.: 





Pl = P:% a) 
3WE 5. wı ER 


Bernachläffigen wir alle Glieder mit den Potenzen von Er 5’ jo. erhal- 


)am 


ten wir, wie in dem vorigen Paragraphen; 
25* 
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X 
27029 Re 
tang. a = — und rl /s &°), daher 
Pl? Pl3 
== ‚a —b=] —a — 
fir 20, tang. a Sy und fire b ‚ ya 


$.219 Biegung durch zwei Kräfte. Wird ein an einem Endpunfte 3 jet 

eingeffemmter Balfen AA, B,, Fig. 339, J. u. II, von zwei Kräften P und 

Fig. 339. P, gebogen, deren Angriffspunfte A 
und A, von einander um 2 abitehen, 
während der Angriffepunft A, der Kraft 
P, um A,B=1l, von dem feiten 
Punkte 3 entfernt ift, fo fällt das Bie— 
gungsmoment in einem PBunfte S des 
Stüdes A A;: 
M —= Ps, 
und dagegen das in einem Punfte S, 
des Stüdes A, B: 
M=P(l+z)+PAa 

aus, wobei z und x, die Abſciſſen AK 
und A, K, bezeichnen. 

Um ein anjcauliches Bild von der 
DVeränderlichkeit diefer Momente zu fin 
den, kann man die verfchiedenen Werthe 
derfelben in den entjpredyenden Punkten 
als Ordinaten, we M=y— KL M —=yı = KL ıuf.w. in II, 
auftragen, und die Endpunfte Z, L, u. ſ. w. derfelben durch einen Zug 
A LHL, 6, verbinden, welcher dann die fünmtlichen Werthe von M und 
M, über der ganzen Baltenlänge AB begrenzt. Wäre der Balken nur 
durch) die Kraft P gefpannt, fo wiirde der Zug, welcher die ſämmtlichen 
Werthe von M oder y — Px begrenzt, in einer geraden Linie AG be 
ftehen, deren Endpunkt & die Ordinate BE = P.AB—= P(l +1) ift. 
Durch den Hinzutritt der Kraft Pr wird aber das Stüd HG diefer geraden 
Linie in die Gerade HG, umgeindert, deren Endpunfte 7 und Gi durd) 
bie Coordinaten A Aı == 1 und A, H — P!, fowie AB—=1 + I, und 
BG =BG +66, —=P(-+1) + Pl, beitimmt find. 

Iſt die Kraft P, negativ, fo bleibt zwar das Moment eines Punktes X 
innerhalb AA, — 1, M — y== Pe, dagegen geht da8 Moment eines Punktes 
K, innechap Bun M =yı =P(l + x) — Pıx über, und e8 
fällt das Moment der Biegung im feften Punkte B, = Pl! +) 
— P, 1, und zwar pofitio oder negativ aus, je nachdem Pl + 1,) größer 
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oder kleiner als P, !, ift. In beiden Fällen nimmt das Biegungsmoment 
von A, aus allmälig ab, bleibt im erften Falle, Fig. 340, immer pofitiv, 


Big. 340. Fig. 341. 






._ |, nm. 


1 [2 
et 
et 

! 






Be 


fällt dagegen im zweiten Falle, Fig. 341, in einem Punkte O, welder um 
Pr — > von A, abfteht, Null aus, nimmt dann fiir größere 
Werthe dad negative Zeichen an, und ift im feiten Punkte 2, 
— — [Pl — PO +1)]. 

Im erfteren Falle zieht fid) die gerade Yinie HG,, Fig. 340, II., welche das 
Biegungsmoment in einem Punkte X, zwifchen A und B darftellt, unter 
der Grundlinie AB hin, und endigt ji) im Punfte Gi, deſſen Ordinate 
BG, —=P(l+1)— Ph ift; im zweiten Falle fteigt dagegen dieſe 
Gerade HG,, Fig. 341, II, vom Punfte O aus über AB, wobei die 
Ordinaten Lu = yı = — [Pı m — Pl + 2), und Ba =a 
— — [Pl — P(l + 1,)] ausfallen. 


Ar 
Da der Krümmungshalbmefler » — — des Balfen® umgekehrt umd 


folglich die Krümmung felbft direct wie das Biegungsmontent M wächft, fo 
geben die graphifchen Darftellungen in II. der Figuren 339, 340 und 341 
auch zugleich ein Bild von der Veränderlichkeit der Ktümmung des Balfens an, 
Es nimmt alfo hiernach in dem Falle Fig. 339, wo P, und P eine gleiche 
Richtung haben, die Krümmung des Balkens, von A nad) B gegangen, 
allmälig zu, ninumt dagegen in den Fällen, wo P und P, entgegengejet 
gerichtet find, von A, an allmälig wieder ab. Iſt hierbei PL <P( +1), 
wie in Fig. 340, fo wird der Balken nur nad) einer Seite hin gebogen; ift 
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dagegen PA, > P(l + 1,), fo fällt die Biegung nicht allein in A, fondern 
auc im Punkte O, wo ein fogenannter Wendepunft (fiehe analytifche 
Hirffslehren, Art. 14) entfteht, Null aus, und e8 nimmt der Balfen zwifchen 
O und B eine allmälig wacjjende Biegung im entgegengefegter Richtung an. 


Fig. 342, Fig. 348, 





Sind im zweiten Falle, Fig. 342, die Kräfte P, und P der Größe nad) 
einander gleich, fo fällt für die Punkte X, zwifchen A, und B, 
M=P(+xn)— Pau =PI, 
aljo conftant aus; dann ift alfo aud) die Primmung des Balfenftiides A, B 
überall diefelbe, d. i. die eines Kreiſes. 
Der Kriimmungshalbmefler des Stückes A A, beftimmt fi) in allen drei 
Fällen mittels der befannten Formel: 
_ WE 
u 25; 
und der des Stüdes A, B, im erften Falle nad) der Formel: 
Pl +2) +Pıa’ 
dagegen im zweiten und dritten Falle nach der Formel: 
— WE 
Pl+%)—P& 





71 


’ . . r 4. 
Wenn im zweiten Falle PR, — P ift, fo fällt r, — nen aljo conftant 
aus, und im dritten Falle, wo P, 7, > P(l-+ 7) ift, wird im Punkte O, 
Pl 
dejjen Abjciffe x, den Werth D_B hat, 7, = © (unendlich) groß), wo— 
— 
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gegen im Punkte A,, r = 2 ‚und im Punkte B, 
r —— iſt 
Pu—P(l+h) 


ge nachdem PI größer oder Heiner als PL — PCAM di rP2R 
ift, fällt im letzteren Faller Srı, alſo die Krümmung in A, größer ober 
fleiner aus als in D. — 


Die elastische Linie für zwei Kräfte, Die Gleichungen der 8. 220 
elaftifchen Linie, welche von der Are des von zwei Kräften P und Pı- 
ergriffenen Balkens gebildet wird, laſſen ſich aus den bereits in den Para- 
graphen 216 und 217 gefundenen Formeln feicht zufanmenfegen. 

Bezeichnet a, den Neigungswinfel der 
elaftifchen Pine in A, fo hat man zu— 
nächſt für das Bogenſtück A Aı, Fig. 
344,1, den Bogen, welcher die Neigung 
defjelben in S mißt: 

PR —ı?) 


)e=a tw’ 


und die der Abſeiſſe AX—=x at 
iprechende Ordinate K'S: 
rare — 12) 
A)y=tr+- —aWwE 
(vergl. $. 217). 
In (1) für z — 0 gefegt, folgt der 
Neigungswintel in A: 


PR 
“AT gwg 


Fig. 344. 





dagegen in (2) für 21 angenommen, 
die Ordinate in 41: 

PR 
3WE 

Für einen Punkt des zweiten Balfenjtüces A, B ift das Biegungsmoment 
P(l+x)+ Pa —=Pl+(P-+ P)x, aus zwei Theilen, Pl und 
(P+ P,)zı, zufammengefegt, wovon das eine wegen feiner Unveränderlich 


feit das Balfenftiid nad) einem Kreisbogen von Halbmefler — I 


AC=ıuo=a!+ 


krümmt, deffen Neigungswinfel in einem Punkte S,, welcher um A, Si —=2ı 
von A und um BS, —=1, — x, von B abfteht, 
_ıh—1,_ Pl —a) 


ßı — — — WB mißt. 
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In Folge der Biegung durch das Moment (P-+ P,) x, ift dagegen die Nei- 


Fig. 344 a. gung des Balfenftüdes in S: 
. a, PHP) dd) 
AfL Rs — WE 









59 daher folgt num die vollftändige Neigung in 


N demfelben Buntte S: 


U — 
3) B=h + = TU) 
P F ı B+M)@- 
| 2 WE 


In Folge der Krümmung um ß, nad) 
dem Kreife wäre die Bogenhöhe von B S,, 
nad) der befannten Kreisgleichung 

_BS _(h—a)Pıl 
er ge 

daher die vom ganzen Stüde B A;: 





BG = — ‚ und die Höhe des Punktes S, über A,: 


2WE 
PIfTI? — (1, — x)? Pl(2l,n — x? 
KSı —— nl * — —— a), 
pP) (l; 
Dem Rrümmungswintel 8, — ram entſpricht dagegen 


P+P 7 — 1! 
nad) den Obigen ($. 217) die Bogenhöhe X, S; — —— Zn), 
es iſt daher die vollftändige Bogenhöhe: 
PILLE — P+P)a (? — !/,x? 
4) Kı Baer am ter P)a lt — Yz) et. ı) E ha), 
Setzt man in (3), zı — 0, fo erhält man in 4 ben oben ale gegeben 
angenommenen Neigungswinfel, und zwar: 
_2PIh +(P+P)l2 
2WE E: 
und führt man in (4) m, =, cin, fo ergiebt ſich dadurch die Bogenhöhe: 
ı _.._3PIR+2(P+P)l? 
5 7 Tamm 
Endlich ne die Bogenhöhe des ganzen Balfens: 
es pi 3 pl? + 2(P-+ Pl} 
BD 
= 14 Pl(2® +31) +2(P-+ P)1} 
6WE 
— a + Per +3 HEN +2RI 
6WE 
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Wenn der Balten AB bei B mit einer gewiffen Neigung A, aus der Mauer 
hervortritt, fo ift in (3) zu B noch A, und in (4) zu y, noch A,ux, zu addiren. 

Wirkt die Kraft Pr der Kraft P entgegengejegt, fo hat man in den 
Grundformeln (3) und (4), ftatt P+ Pı, P— P, einzufegen. 


Einseitig aufliegender Balken. Die Formeln des vorftehenden $. 221 
Paragraphen finden in mehreren Fällen der Praris ihre Anwendung. Dit 
Fig. 345. z. B. ein Ballen AB, 
Fig 345, in einem End— 
punfte B horizontal einge- 
u mauert, umd tm anderen 
FT Endpunfte A einfad) unter- 
ſtuützt, jo entfteht die Frage: 
welches ift die Biegungs= 
fraft in A oder welchen 
Drud P hat die Stüße in 
A auszuhalten, während 
der Balken in einem Zwifchenpunfte A, von einer Yaft P, niedergezogen 
wird ? 
Es ift hier P negativ, B, — 0, und, da A und B in einerlei Niveau 
liegen, die Summe von den Bogenhöhen 
CA, a mb OB = a, = Null, 








alfo: 
pn PU + (P—P)U _ 
(a + 3w5)+ WE — 
Pu +1, (P— BP), 
oder, da ı — —— iſt, 


peu V, (P—P)li + PB + 1,PpN? + 1), (P—- P)MS. 

Hieraus folgt nun: 

P(@B +62, +62 +2) = P @ll? + 21) 
und daher die gejuchte Stütz- oder Biegungsfraft in A: 
BSP, tar 2°’ 
j. 2. für 7 — 1, alfo in dem Falle, wenn P, in der Mitte liegt, 
— die Pı. 
Hieraus folgt da8 Biegungsmoment in 41: 


Pl= = Pı I, dagegen das in B: 
3 6 
Pıl —— 2P1 IFS 7ᷓ A 
alſo größer als das in 41. 
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Iſt zwar 7 = 1,, liegen aber die Stützpunkte A und B nicht im einerlei 
Höhe, jondern liegt A um a, höher als B, fo muß man a + a, = a, 
fegen. Nun ift aber dann 





„— @P—P)% 

iz 2WE 

= PB _(11P—-3P)% 
sent — 7 —- und 
„— BP+2@—-PMJ® _6P—2Pp)ue 
ee 7 4 — * 6WE ä 


daher hat man 


1 —— 5 3 e 
sp —5h)E — As, und e8 folgt 


6WE 
.6WEa, —— 
FE ge 


Sollen die Biegungsmomente in A, und B gleich groß, jedoch einander 
entgegengejegt fein, fo hat man 
Pil= APpıl — 2PI, oder 


erste n au feßen, wobei dann 


a er, ae. u machen ijt 
= gwE 18wW8&° 


FRE 
WE 


; ; Pl : 
das Biegungsmoment in Ad DZ, —=+ * ‚ alfo Heiner als wenn A 





Denn man alfo das Balfenende um 0,0555 höher legt als B, fo ijt 


und B in gleicher Höhe Tiegen. 

Mit Hülfe des gefundenen Werthes für P laſſen ſich nun aud die Krüm— 
mungshalbmeſſer, Tangentenwinkel u. |. w. der Curvenftüde AA, und Aı B 
berechnen. 


Ss. 222 Biegung eines an beiden Enden frei aufliegenden Balkens. 
Einen anderen Fall der Anwendung der Formeln des Tegten Paragraphen 
bietet ein an beiden Enden A und B frei aufliegender Balken AB, 


? Fig. 346. A Fig. 346, dar, wenn 


derfelbe von einer Kraft 
: P, ergriffen wird, deren 
— Aungriffspunkt A, von 
dem einen Stützpunkte 
A um Z und vom ans 
deren Gtüßpunfte B 
um Z, abfteht. 
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Es ift hier da8 Moment 
P.BA= dem Momente P,. BA,» 
d. i. 
Pl+)=Pl, 
folglich der Drud im Stütpunfte A: 
_ Bl 
— 
und dagegen der Druck im Stützpunkte B: 
— Bl 
= org 
Da wieder A und B in einer Horizontalen Liegen, fo hat man aud) 
da + dı = 0; 
es iſt jedoch dieſes Mal der Winkel 3 nicht — Null, ſondern eine zu be— 
ftimmende negative Größe CB T.. 
Man hat hier 





I pe, +1,(P— P) ll? rn 
und aud) 
1 12 1 — 3 
ep, + + k(P—- P)i 


WE f 
daher die Summe: 


PO+b)-; wet +62, + 612 + 273) 


Rn (312 + 21) := 0, 


6 WE 
oder 
6B(+L) WE= P(2I3 + 6121, + 611? + 27) — P, (311? + 213) 
— [213 + 6121 + 611? + 27? — (871, + 272) (+ 1)] 2, 

fo dag nun der Neigungswinfel in B: 

3 PGASIIAAI) _AM@R® +31 + 12) 

6C+ı) WE 6 +ı®% WE 
und dagegen der Neigungswinfel in A: Ä 
_ PM, (® + 31, + 27) 
AZ TECH WE folgt 
St z. B. Pr in der Mitte aufgehangen, fo hat man Z, = 1, fowie 

rP=-tI= m und daher 


Pi: 
P=zwE = I Weg $. 216). 


Mit Hilfe des beſtimmten Winkels B laffen ſich auch die fänmtlichen 
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Biegungsverhältniffe des Balfens durch die oben gefundenen Formeln bes 
ftimmen. 

Das Biegungsmonent diefe® Balfens ift im Aufhängepunfte A, am 
größten und zwar 


rn) - 5] 


aljo am größten für 71}, d. i. wenn das Gewicht P, in der Mitte hängt, 
und zwar 

M— P0+h) es 

4 

Gleichmässig belastete Balken. Iſt die ganze Yaft gleichmäßig 

vertheilt auf den Balfen AB, Fig 347, und trägt jede Pängeneinheit deſſelben 

Big. 347. — 4, alfo der ganze Balfen von der Länge, 

| Q —1gq, und ein Balfenftüd AS—s, 

die Paft gs, fo hat man ftatt der Mo— 


JE ik 


1 2 3 
mente — Ps, -— Ps, — Ps u. |. w. 
n n n 


, s\2 289* 
die Momente 4463) ‚Ya a(* D 





Yale) u. ſ. w. einzufegen, weil 


die Schwerpunkte der Paften q (2),.(2) ‚q OE u. ſ. w. in der Mitte 


s 2 — 38 28 38 
— — — — — — ⸗ 1 — 
bon —, — u. f. w. liegen, alfo die Hebelarme i, 2 =; h—ı a 


u. ſ. w. * Hiernach bekommen wir hier die — der 
Bogenelemente: 











9 88 22.4 8* 32.qs° 
6, = le’syp d, = heawi ö, = I; swE " ſ. m, 
und daher den — — von 48 — s: 
q8°? n? 
— 1 2 2 2 29 — — — · — 
Va we" TATOTIEINFTAWE 3 
en TR WERE 1.08 
=; — annähernd ⸗ WE 


Wird x — 1 gelegt, fo folgt num der Tangentenwinfel TAC = UTB 
für den Endpunkt A 
ee 
6WE WE’ 
und daher der für einen Punkt S, defien Abſeiſſe AK — x ift, 


(13 — 29). 





> — — q 
= FR WE 
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Aus dem Ietten Winkelmaße folgt ein Ordinatenelement 





\8 : 3 
und num ftatt ©? nad) und nad) (2). ( —) A 5) eingeführt, ergiebt 


ſich die geſuchte Gleichung flr die Ordinate XS — y: 
% 


er Gere] 


x q \® | . 
= —'tı Try 13 De — are 7 “ .. 
m che (5) 4 a 


Nehmen wir wieder x = 1 an, fo befommen wir die — 


———— Er. 2.0 
6WE 22 





a = 





= wa gwE we 
d. i. 3/, mal fo groß, als wenn die Laft Q am Ende des Balkens hinge. 

Die Ordinate des Mittelpunftes der Balkenaxe ift: 

——— =) —— 
— B/T12.32WE' 
folglich die Tiefe dieſes Punktes unter der Horizontalen durch B: 
17 q!% 
HZ NT 982’, 
und daher das Arbeitsquantum, welches der Einbiegung a oder diefer Sen- 
fung (y,) des Schwerpunftes der Laſt Q — entſpricht, infofern man 
nämlich Q allmälig auflegt: — 
= q _ 1792 
L=ehymehıin ig WwE MB.WE 

Iſt der Balken durd) eine gleihmäßig vertheilte Laſt Q und durch eine 

Kraft P am Ende e, belaftet, jo hat nıan die cs 
Pl? gr 13 -(2 + 2) 

3 wet 8SWE WE 

Menn der Balken ABA, Fig. 348, an beiden Enden frei aufliegt, und 
nicht allein in der Mitte B eine Laft P, fondern auch gleichmäßig vertheilt 
eine Laſt Q — 1g trägt, fo findet man die Ein- oder Durchbiegung OB— a, 

4(e+0) Fig. 348, 4(P+Q) wenn man in dem Ausdrucke 


— ln 13 
a — 

8 
für den Fall in Fig. 347 * 
P, den — oder die Gegen⸗ 


kraft 5* 4— 


u = — 


in einem Ende 








g. 224 
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A, ftatt Q die gleichmäßig vertheilte Laſt — x einer Hälfte BA, und ftatt 


7, die halbe Länge des Balkens, BA= 1, AA = NYg1 einführt. 
Es folgt auf diefe Weiſe: 


-en.,% 
= ( 6 sw; Fr 0) WE 


Für P = 0 ift alſo a — 5; - mu Wenn alfo die ganze Yaft 
gleichmäßig auf den au beiden Enden unterftügten Balken vertheilt it, jo 
fällt die Vogenhöhe nur * mal jo groß aus, als wenn diefelbe im der 
Mitte des Baltens hinge. 

Das Gewicht G des Balkens hat genau denfelden Einfluß auf die Bie- 
gung wie die gleichmäßig vertheilte Laſt @, und ift daher aud) ‚genau wie diefe 
in Rechnung zu bringen. 





Reduction der Biegungsmomente. Kennt man das Biegungs- 
moment W, E eines Körpers AB CD, Fig. 349, in Beziehung auf eine 
Fig. 349. Are N, N, außerhalb des Schwerpunftes, jo 
läßt ſich leicht diefes Moment in Beziehung auf 
eine andere, durch den Schwerpunft S gehende 
Are NN finden, welche mit der erfteren pa— 
rallel läuft. ft der Abftand ZH, = KA, 
zwijchen beiden Aren — d, und find die Ab: 
ftände der Flächenelemente Fi, Fr u. |. w. 
von der neutralen Are NN, = 2, 2, u. |. w., 
jo hat man die Abjtände von der Are MN, 
—=d+z2,d+ 2 uf. w., und es ift nun 
das Biegungsmoment: 
BESAMABCEMAMNA. . IB 
— [FR qꝛ2ader ME 
=@ (AhA+R+-)+2d(HKat+ra+-') 
+ (F2?+ FR 2; +°)] E 





Nun iſt aber 
I, HF Fr+r: 
als Summe aller Elemente — Querſchnitt F’ des ganzen Körpers, ferner 
FatPhar-t'- 
als Summe der ftatifchen Momente in Beziehung auf eine durd) den Schwer: 
punft gehende Are — Null, und 
(Fe) + Fe} -b — ) E 
da8 Diegungsmoment WE in Beziehung auf die neutrale Are NN; «8 
folgt daher: 


$. 225.] Die Biegungs-Glaftieität und Feſtigkeit. 399 


WE=(W-+ Fd)E, 
oder: 

W, — 15 + Fd? 
und umgefehrt: 

W=W, — Fd%. 

Es ift alfo das Maß W des Biegungsmomentes in Beziehung 
auf die neutrale Are gleid) dem Maße WW, des Biegungsmomen- 
tes in Beziehung auf eine zweite Parallelare minus das Pro— 
duct dus dem Querfchnitt Fund dem Quadrat, (d?) des Abftan= 
des beider Aren. Auch folgt hierans, daß unter allen Biegungsinomenten 
das in Hinficht auf die neutrale Are anı Ffeinften ift. 

Bon vielen Körpern laſſen ſich die Biegungsmomente in Hinfiht auf ir- 
gend eine Are leicht finden, man fann daher diefe dazu benutzen, um ntittels 
der gefundenen Formel die Momente in Hinficht auf die neutrale Are zu 
bejtimmen. 


Sind CK=z md CL=y, Fig. 350, die Koordinaten eines 8. 225 

Punktes Fin Hinficht auf ein vechtwinfeliges Axenkreuz XX,YY, find 

Fig, 350. ebenſo CM=umd CV— 

die Coordinaten dieſes Punktes 
auf ein anderes rechtwinkeliges 
Axenkreuz TU, V V, und iſt end⸗ 
ih CF = r der Abſtand des 
gedachten Punktes F' von dem ges 
meinschaftlichen Nullpunkte ¶ bei- 
der Arenjyfteme, fo gelten, dem 
Pythagoreiſchen Lehrfage zufolge, 
die Gleichungen: 
et P=-!tr—r, 
und es it alfo auch 
F&@ + F?—= Fu + FU” = Fr: 

Seßen wir num in diefen Gleichungen ftatt F nad) und nad) die Ele 
mente Fi, Fa, Fy u. ſ. w. des ganzen Querſchnittes ABD und ebenfo ftatt 
x, y, u und v die entjprechenden Goordinaten x, ©, 2, u. |. W., Yır Ya, Ya 
u. f. w., fowie #4, #2... und ©, 9%... ein, jo erhalten wir durch Addition 
folgende Gleichungen: 

Fa+Rax+:'-+ Fy+FRy+t:-: 

= RU +Ru+-.+Frv+Rhy+:: 

— Ar +Rr+e--, 
oder, wenn wir 

Fa?+ Ra? durch (Fa?) 
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ferner 
Fy+FPRy) +: dub (Fy?), 


ſowie 

F ur u F, u Bu ... dur) & (Fu?2), 

Fvy + PRv +. dbud2 (Fe), 
und 

FRr+Rr +-.--bud & (Fr?) 
bezeichnen, 


Z(F2) +3 (Fy) = (Fu) +2 (Fi) —=2 (Fr?) 


Es ift hiernad) die Summe der Maße der Biegungsmomente, 
in Hinficht auf beide Aren XX und YY eines Areniyitemes 
gleich der Summe der Mafe der Biegungsmomente in Hinficht 
auf beide Aren eines anderen Arenfyftemes und gleich dem Maße 
des Biegungsmomentes in Hinſicht auf den Arpunft, d. i. gleid) 
der Summe der Broducte aus den Elementen des Querſchnittes 
und aus den Duadraten ihrer Entfernungen von der Are C. 

ft der Querfchnitt 4001, Fig. 351, eines gebogenen Körpers eine 
ſymmetriſche Figur, und ift die Are X X rechtwinkelig gegen die Biegungs— 

Fig. 351. ebene der Symmetrie 
are derjelben, fo fin- 
det noch eine Rela— 
tion zwiſchen den 

Diegungsmomenten 

ftatt. Sind wieder 
SK=zımwKF 
— y die Coordina- 
ten eines Flächen- 
elementes F in Hin- 
ficht auf das Aren- 
ſyſtem X X und YY, 
und iſt au) FN 
— v der Abftand 
dejfelben Clementes 
F von einer anderen 
Are TUT, welche um 
den Winkel X SU « von der erften Are X X abweicht, fo haben wir 
für denfelben 

v= MF— MN=MF-—KL 

—= KFco.KFM— SKsin. KSL = ycos.a — xsin.«, 
daher: 
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v? — 22 (sin. @)? + y? (cos. a)? — 2 xy sin.« cos. «, fowie aud) 
F vw: — (sin. a)? Fx? + (cos. a)? Fy? — sin. 2« Fxy, und 
& (Fv?) = (sin.e)? & (Fx?) + (cos. e)? & (Fy?) — sin.2«@ & (Fry). 
Da wegen der fymmetrifchen Geftalt der Figur jedem Elemente Fi}, Fr... 
ein gleiches Gegenelement F}, Fa... zufommt, bei welchem y und folglich 
auch das ganze Product negativ ift, fo füllt die Summe der entfprecjenden 
Producte fir je zwei folcher Elemente, und folglid) auc) die ganze Summe 
& (Fxy) — Null aus, und e8 ift daher: 
& (Fv?) —= (sin. a)? 2 (Fax?) + (cos.«)? & (Fy?), oder: 
W = (sin. a)? Wı + (cos. «)? Ws, 
wobei W das Maß des Biegungsmomentes in Hinficht auf irgend eine Are 
TU, W, das in Hinficht auf die Symmetrieare XX und W, dasin Hin⸗ 
ſicht auf die rechtwinkelig zur Symmetrieaxe ſtehende Are F Y bezeichnen, und 
vorausgeſetzt wird, daß die Aren UU und YY ſowie die Symmetrieaxe X X 
durch den Schwerpunft S der Figur gehen. 
Mit Hilfe der beiden vorftehenden Regeln kann man nicht jelten aus dem 
befannten Biegungsmomente eines Körpers in Hinficht auf eine gewiſſe Are 
das Biegungsmoment deffelben in Hinficht auf eine andere Are finden. 


Biegungsmoment eines Streifens. Um das Biegungsmoment eines $. 226 
Körpers von befanntem Querſchnitte AD, Fig. 352, J. in Hinficht auf eine 


Are XX zu finden, denfen wir uns diefen Querfchnitt durch Perpendikel 


zu X X in lauter ſchmale Streifen und jeden ſolchen Streifen, wie z. B. CA, 
wieder in rectanguläre Elemente Fy, Fa, Fy u. f. w. zerlegt. Sind dann 


21, 22, 25 U. |. w. die Abftände (CF) diefer Elemente von der Are X X, fo 
haben wir das Maß des Biegungsmomentes für einen folchen Streifen: 
Fi 2, — Fy 2; + Fye} B= ... 
=Faa+PBs.2a + F3.3 +°-- 
Ziehen wir nun in Fig. 352, IL, AB reditwinfelig auf und gleich CA, 
und verbinden wir B und C durch) eine gerade Linie, fo fchneidet diefelbe von den 
Fig. 352, in den Abjtänden (CF) — æi, 
23, 25 u. ſ. w. auf CA errichte- 
ten Perpendifeln gleiche Stücke 
(FG) = 2, #2, £, u. ſ. w. ab, 
und e8 laffen ſich nun Fi zı, 
F52, u. ſ. w. als die Inhalte 
von Prismen, ſowie 
Fıa.24, FB%.2 uf. w. 
als die ftatifchen Momente 
derfelben in Hinficht auf die 
Are C anjehen. Die Prismen 
Weisbach's Lehrbud; der Mechanik. 1. 26 





$. 227 
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F, 2, Fa2, u. ſ. w. machen aber zufanmen ein dreifeitiges Prisma aus, 
deffen Grundfläche das Dreied ABC und deilen Höhe die Breite des 
Streifens A C (L) it; e8 ift daher aud) die Summe der obigen jtatijchen 
Momente gleidy dem Momente des Prismas ABO in Hinficht auf die 
Are XX. Segen wir die Höhe CA— r und die Breite des Streifens 
— b, jo haben wir den Inhalt des gedachten dreifeitigen Brismas 

= 1Ifebe?, 
und da der Abjtand jenes Schwerpunktes von C, ?/; 2 beträgt (i. $. 109), 
fo ergiebt fich das ftatifche Moment des Prismas und folglich auch das Maß 
des Biegungsmomentes vom Streifen CA: 

W = 1ab2i.2/, 2 = 1%, b2°, 

Um nun das Biegungsmoment des ganzen Qmerfchnittes AD zu fine 
den, bedarf es natürlich nur einer Addition der Biegungsmomente der Streifen 
wie CA, in welche fid) die ganze Fläche durch Perpendikel zur Are X X 
zerlegen läßt. 


— 


Am einfachſten iſt die Beſtimmung bei einem rectangulären Quer— 
ſchnitte ABCD, Fig. 353. Hier find die Streifen, in welche ſich die 
Flächen zerlegen, von gleicher Größe, und machen daher zufammen einen ein= 
zigen Streifen von der Breite AD — b de8 ganzen Rechteckes aus. Iſt 


Fig. 358. dann noch die Höhe 4 B diefes Rechteckes — Hi, 
A D jo hat man die Höhe eines Streifens: 

ee , 

* 


daher das Maß des Biegungsmomentes einer 
Hälfte dieſer Fläche: 


„N N 1\8 yR8 
ı \” J 
1 a — — — 
ab (5) 24’ 
und endlich diefes Maß vom ganzen Redhtede: 
B c wo bh? bA® 


Biegungsmoment eines parallelepipedischen Balkens. Es 
wächjt dem Vorftehenden zufolge, bei einem parallelepipedifchen Balfen das 


bh’ , j ; ; 
13 E wie die Breite und wie der 





Biegungsmoment WE — 
Eubus der Höhe des Balkens. 
Seßen wir diefen Werth für me in die erfte Formel 


um des 8. 217, 





Pi 
3WE 
jo erhalten wir die Bogenhöhe für den an einem Ende eingeflemmten 
Balken mit rectangulärem Duerjchnitte: 
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P33 
a = z DEE’ 
jegen wir ihn aber in die zweite Formel deſſelben Paragraphen, 
1 pP» 
48 WE’ 
jo ſtellt fic fr den an beiden Enden anfliegenden Balken, 
P33 
(= TIWE 
heraus. Umgekehrt folgt aus der Bogenhöhe a der Elajticitätsmodul 
E == = = fiir den einen, und 





E= Er für den anderen Kal. 
ü 4abh° — * 


Beiſpiele. 1) Ein hölzerner Balken von 10 Fuß — 120 Zoll Länge, 8 Zell 
Breite und 10 Zoll Höhe fell an beiven Enden aufruhen und eine gleichmäßig ver: 
theilte Laft ¶ — 10000 Pfund tragen; welche Biegung wird derfelbe erleiden? 

Es iſt die Bogenhöhe: 


— C. 0000. 1203 50000.123 _ 1350000 
% GET WE MEET GE 
5 
Nun E = 17500000 Pfund eingeſetzt, folgt «a — 8 — 0,225 Zoll, 


2) Wenn fih eine parallelepipediich geformte gußeiſerne Stange von 2 Zoll 
Breite und 1, Zoll Dicke durch ein in der Mitte aufliegendes Gewiht P — 18 
Pfund um Y, Zoll gefenft hat, während die Entfernung J der Stüßen 5 Fuß be— 
trägt, jo ergiebt fich der Glaftieitätsmodul des Gußeifens: 

P3 13. — 18.60 
— 4abhBT 4.1,.2.(%) Y 





— 72.216000 = 15'552000 Pfund. 


Hohle Balken. Von einem hohlen parallelepipediichen Balken ABCD, 
- Fig. 354, beftimmt fic) das Biegungsmoment, wenn man von dem Momente 
Fig. 354. des volljtändigen Balfens das Moment der Höhlung 
abzieht. Sind AB —=b und BÜ — h die äußere 
Breite und Höhe und A, B, = b, undB, Cı —=h, 
die innere Breite und Höhe, jo hat man die Maße 
der Biegungsmomente der Flächen A C und A, 017: 
bh’ b, h) 


— und 


und es folgt durch Subtraction das Biegungs— 
moment des hohlen Balkens: 


er bh? — b, h? 
= — — 








26* 
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Ganz auf gleiche Weife ergiebt ſich das Biegungsmoment des an den 
Fig. 355 Seiten ausgehöhlten Körpers ABCD, dig. 
- 355. Sid AB—=b und BC—=h äußere Breite 
und Höhe, und it AB — AB, — bı, ſowie 
BC — h, die Summe der Breiten und die Höhe 
der beiden Höhlungen, fo erhält man wieder durch 
Subtraction: 
bmw — bh 


Ww 12 





Ebenſo ergiebt fic, das Biegungsmoment des Körpers ABCD, Fig. 

Fig. 356. 356, mit kreuzförmigem Ouerfchnitte. Dit hier AB 
— bund BC — h die Breite und Höhe des Mit- 
telſtückes, und ift A BL — AB=b, und A,Dı 
— h, die Summe der Breiten und die Höhe der 
Seitenftüce, jo folgt durch Addition das Biegungs- 
moment des Ganzen: 





Auf diefelbe Weife kann man die Biegungsmomente 
vieler anderen in der Praris vorkommenden Körper finden. So ift 5. B. 
für den Körper mit Tförmigem Querſchnitte Aı Bı CD, Fig. 357, bei den 
Dimenfionen 
ABl 
Fig. 357. AB-— AB =AA, + BB, — bi, 

AD=BC=hm 
AD — BO =BC—- Co =M 
das Maß des Biegungsmomentes in Beziehung 
auf die untere Kante A, Bi: 
Moment des Rechteckes AB CD minus Moment 
der Rechtecke A, Dı und B, 0, d. t.: 

Er b(2h)? b, (2 h,)? 
W= — = 2 — 

bb — bh? 
en 

wie fich, ergiebt, wenn man jedes diefer Nechtede als die Hälfte von doppelt 
fo Hohen Rechtecken mit der neutralen Axe N, N, anficht. Nun ift die Fläche 
AG D=F—bh — bh, und ihr ftatifches Moment: 
a oh. — bi hı 2 — Y, (bh? — bh); 


e8 folgt daher der Hebelarm 
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— | 
a Teen, 
das Product 
F.e? — !/; (bh? — b, h?)?: (bh — b, h,) 
und das Biegungsmoment des Körpers in Beziehung auf die durch ben 
Scwerpunft S gehende neutrale Are NN: 
bh?— b, hr 
3 

__ 4 (bh? — bh) (bh — bi hı) —-3(bht—b hr)? 

— 12 (bh — bi h,) 

__ (bh? — b, hr’)? — 4bhb, hı (h — hı)? 

* 12 (bh — ) 

Es iſt übrigens leicht einzufehen, daß die hohen, ausgehöhlten und ges 
fiederten Körper bei gleicher Maffe ein größeres Biegungsmoment haben, als 
die breiten, mafjiven Körper. Weil diefes Moment mit dem Duerfchnitte F' 
und dem Quadrate (2?) der Entfernung von der neutralen Are wächft, jo 
hat eine und diefelbe Faſer um fo mehr Widerftand gegen die Biegung, je 
entfernter jie von der neutralen Are liegt. Iſt z. B. bei einem majfiven pa= 
tallelepipedifchen Balken die Höhe 7 gleich der doppelten Breite b, fo fällt das 
Diegungsmoment entweder 


W= W—-F.e= — 1/, (bh? — b, h?)?:(bh— bı hı) 





we ey = 2), bt oder = >. = 1\/,bt 
aus, je nachdem man diefen Balken mit der Meineren Breite b oder mit der 
größeren 2b auflegt; es ift alfo im erften Falle das Biegungsmoment vier: 
mal jo groß, als im zweiten Falle. Wenn man ferner den mafjiven Bal- 
fen vom Duerfchnitte 5A durch einen hohlen erſetzt, deſſen Höhlung 5A 
gleich ift dem maffiven Theile vom Querfchnitte d, A, — bh, wenn aljo 
bh — bh — bh, d. i. bh, = 2bh, vr b — b V2 und 
hh—=hV? if, fo erhält man für den leßteren da8 Biegungsmoment: 

bh’— bh _ dV2 (nV 2)? — bh 

12 12 

d. i. dreimal jo groß als fir den erfteren. 





— gb, 


Dreiseitige Balken. Das Maß des Biegungsmomentes eines prisma. $. 229 
tischen Körpers mit dreifeitigem Querſchnitte ABC, Fig. 358 (a. f. S.), 
wird mit Hilfe der legten Paragraphen wie folgt beftimmt. Fir das Prisma 
mit vectangulären Querfchnitte ABCD ift, wenn man die Bezeichnungen 
des vorlegten Paragraphen beibehält, das Maß des Biegungsmomentes 
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DRS» 2... ae ge : Be ; 
— re folglich das für jeine Hälfte mit dem triangulären Querſchnitte 

ABC, und zwar in Hinficht auf die Meittellimie NN: 

db bi 

Fig. 358. ww = !h — en, 

12 24 
Nun fteht aber die Schwerlinie NN des 

Dreiedes um 1; AB = !/; h von der 
Mittellinie oder Schwerlinie N, N, des 
Rechteckes ab, daher ift nad) $. 224, das 
Moment in Hinſicht auf N N: 


3 
wW=Ww-— ir 





24 72 
_bM „, bW 
Ze ur 


alfo das Biegungsmoment W des Balfens mit dreifeitigem Querſchnitte ift 
nur ein Drittel vom Biegungsmomente des parallelepipediichen, bei gleicher 
Grumdlinie und Höhe des Querſchnittes. Da mun aber der letztere Balfen 
nur doppelt jo viel Volumen hat als der erjtere, fo folgt, daß bei itbrigens 
gleichen Dimenfionen der trianguläre Balken nur 2; fo viel Biegungemoment 
befittt al8 der rectanguläre Balken. 


Fir die Are Z; Z, durch die Bafis BC iſt ferner dieſes Moment: 


h : bh? b’h3 b’h* 
men+ß)regt 


und für die Arc ZZ durch die ſcharfe Kante A iſt es: 


r _ u 2\’bh _bW 4bh3 b’h® 
mwN +6 ut =%: 





Diefe Formeln bedingen übrigens nicht einen vechtwinfelig triangulären 
Querſchnitt. Es gelten diefelben auc) fir jedes andere Dreied ABC, 
Fig. 359, deſſen Bafis 3 C rechtwinfelig gegen die Biegungskraft 2? fteht; 
Fig. 359. denn es läßt ſich daf- 

II. ſelbe in zwei rechtwinke— 
lige Dreiede ABD und 
ACD zerlegen, deren 
— Grundlinien BD—b, 
und DU — by zuſam⸗ 
Y men die Grumdlinie 
BC=b des ſchiefen 

Dreieckes ABC ausmachen, fo daß ſich daher fir das letztere 
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1) an? +35 * hi - (b +b)W® = - 
berechnet. 

Uebrigens ift es natürlich ganz einerlei, ob die Grundlinie BC oben oder 
unten, alſo wie in I. oder in II., liegt. Es ift für beide Fälle das Biegungs- 
moment ſelbſt 

{ bh> 
VB — 36 — E, 
jo lange die Elafticitätsmodel (2) für Ausdehnung und Zuſammendrückung 
nicht von einander abweichen. 

Diefelben Formeln finden auch) ihre Anwendung bei einen vhomboidalen 
Querſchnitt ABCD, Fig. 360, mit horizontaler Diagonale BD. ft 
wieder die Breite BD — b und Höhe AC — h, fo hat man für Körper 
mit diefem Querſchnitte: 

„.b(h\® _ bmw 101 
v-1,6)-5=-1% 
d. i. ein Viertel von denn Momente des Balfens mit rectangulävem Quer— 
ichnitte UF GH bei gleicher Breite und Höhe. Auch folgt hiernach für ein 
Doppeltrapez ABED, Fig. 361, von der Höfe AU= BD—=h, 
äußeren Breite AB —= OD=—b und — Breite EF bi, 


_—_ bMW (3b + b,) h® 
W == Ta DE LEN LE 
Kin. 362. 
Fig. 560, 
Kia. 361. 





—— — — 
1 





Polygonale Balken. Die vorſtehende Theorie kann auch auf Körper $. 230 
mit regelmäßig polygonalen Querſchnitten wie A CE, Fig. 362, ans 
gervendet werden, bei welchen die neutrale Are XX zugleich eine Symme- 
trieare ift. Da fid) ein ſolches Polygon in lauter congruente Dreiecke zer- 
fegen läßt, fo fommt es bei diefer Beftimmung vorzüglich darauf an, das 
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Biegungsmoment eines folchen Dreiedes ASB zu ermitteln. Bezeichnet 
man die Seite AB—= BC —= CD des Polygons- oder die Grumbdlinie 
eines Ergänzungsdreiedes deffelben, durch s, und die Höhe SK deffelben durch) 


Fig. 362 a. h, jo hat man das Maß feines 
Biegungsmomentes in Hinficht auf 
die Are X X: 
ih hs 
42 8’ 
Udagegen dafielbe im Hinficht auf 
bie zweite Are YY: — u 


und es ijt folglich die Summe beider 

Momente: 

sh? hs? sh s? 

rs + 1) 
Diefe Summe gilt nun (nad) 

$. 225) auch für jedes der übrigen 

Ede, und es ift daher dieſelbe fir das Polygon von » Seiten: 


h F 
n+m=-"tn)=7@tn 
wenn man den Inhalt — 
n- 2, durch F ausdrüdt. 


Bezeichnen wir den Winfel ASX durd) «, jo ift nad) $. 225 das Mo- 
ment in Hinficht auf die Are ASL: 
— W, (sin. «)? + W; (cos. «)?; 
daſſelbe ift aber auch gleich dem Momente W, in Hinficht auf K SD oder 
XX, daher hat man: 
Wı = W, (sin. eo)? + W,; (cos. «)2, oder: 
Wı [1 — (sin.a)?] = W; (cos. «)2, d. i.: 
W, (cos. @)? = W, (cos. «)?, und folglid): 
W; 7 W;. 
Fir eine Are UU, welche um einen willkürlichen Winkel XSU— p 
von der Are X X der Symmetrie abweicht, ift ferner das Moment: 
W= W, sin.9? + W cos.9? = W, (sin. p? + cos.@?) = Wı. 
Wenn man folglich in der obigen Gleichung 


F s? 
m+m=-2(r+ £,w=m=W 


einjegt, jo erhält man fir jede beliebige Are des regulären Polygons das 
Maß des Biegungsmomentes: 
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F 8 
— — — — 2 — 
Mm — (R +7 
oder, wern man noch den Halbmeffer des Polygons SA —= SB= r, und 
2 
hiernad) R? = r? — T ſetzt: 


F s?\ 
— — 2 —— I. 
W 1 \r : 


Cylindrische und elliptische Balken. ltr den Kreis als Bo- $. 231 
lygon von unendlich vielen und unendlich Heinen Seiten ift s — 0, daher 
folgt da8 Maß des Biegungsmomentes eines Cylinders: 
W= Z r — = 0,7854 ri. 
Für einen hohlen Cylinder oder eine Röhre mit dem äußeren Halb- 
meffer +, und inneren Halbmeffer r; folgt daher durch Subtraction : 


w-"Ü-N_ei-Wetm_retn 
= 4 — 


— 


wobei = — nn (r? — r}) den Inhalt des — a 

— + ‚ den mittleren Halbmefier, und db — £ F , die Wand» 
dicke des Ghfindes bezeichnen. 

Der horizontale Durchmeſſer AB theilt den Vollfreis DE, Fig. 363, 

Fig. 363. in zwei Halbfreife ADB und AEB, und 

es iſt das Maß des Biegungsmomentes fiir 


| D eine ſolche Hälfte in Hinficht auf den Durch— 
_N au mefler AB: 
S 4 4 
Ab— 'p J 





42 4 8 
Nun ſteht aber der Schwerpunkt 8 des 


Halbkreiſes um CS — = (f. $. 113) von 
dem Mittelpunkte CO des Kreifes ab, es ift daher für die parallele Are NN 
durch 8: 


— 2 
w=m—- m-—- rl 


'\3x 


wogegen für den Halbfreis mit verticalem Durchmeſſer 
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r' 
w — — 0,3937 iſt. 
In Hinſicht auf eine Are NN, welche um den Winkel NSX — « von 
der Symmetrieaxe OD, Fig. 364, abweicht, it das Moment des Halb: 
freifes: 


ar . 1 8 
W= —— sin.a? + ar! (= — 55) cos. a? 
8 8 9x7? 

— (0,3927 sin. a? + 0,1098 cos. «&?) r*. 


Kia. 364. Fig. 365 





Aus der Formel 


für das Biegungsmoment des Vollkreifes läßt ſich aud) das fir eine Ellipfe 
ABAB, fig. 365, ableiten. In Folge der aus Art. 12 der analytischen 
Hülfslehren bekannten Beziehung der Ellipfe zum Sreife,ift, wenn AB, AB, 
einen Kreis vorftellt, deſſen Halbmeſſer CA der einen Halbare « der Ellipfe 
gleich) ift, und wenn die andere Halbare C.B der Ellipfe durd) b bezeichnet 


wird, das Verhältniß rn der Breite DE eines elliptifchen Elementes zur 
Breite D, Er eines gleichliegenden und gleichhohen Elementes vom Kreife 
BB _0B _b 
mn  UB 0 
Da nun aber das Biegungsmoment eines folchen Streifens nur der einfachen 
Breite proportional wächlt, jo verhält fid) daher aud) das Moment eines 
Streifens DE der Ellipfe zu dent entfprechenden Streifen D, Zr des Kreifes 
wie b zu a, und es ift folglich auch das Maß des Biegungsmomentes für den 


Körper mit elliptiichem Querſchnitte gleich 7 von den mit Freisförmigen 


Querſchnitte, d. i.: 
b af zurb 


W = -. — m — 


aà ee’ 
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Enthält diefer Körper noch eine elliptifche Höhlung mit den Halbaxen 
«a, und b,, fo hat man für denfelben: 
w— «db ab) 
4 
Iſt ferner ein Sörper mit vectangulärem Querjchnitte entweder um 
Fig. 366, feine Are herum, oder, wie in Fig. 366, an den Seifen 
. elliptifh) ausgehöhlt, fo hat man für deſſen Bie- 
B gungsmoment 





bh’ za)b, 

| 2» 4 

7 zu jegen, wobei b und Ah die Breite AB und Höhe 
' AA— BB des rectanguläven Querſchnittes ABBA, 





w= 


I —4 dagegen a, und db, die Halbaxen CE und CF der halb» 


elliptifchen Ausschnitte D FE bezeichnen. 


⸗ 


Das Maß M des Biegungsmomentes von einem Cylinder oder einem $. 


Cylinderabſchnitte läßt fi) einfach auch auf folgende Weife ermitteln, 
Man theile den Duadranten ADO des Cylinderquerſchnittes AOBN, Fig. 
367, in n gleiche Theile, führe durch die Theilpunfte verticale Schnitte, wie 

Fig. 367. DE, FG u. ſ. w. und beſtimme 
die Biegungsmomente der dadurd) 
erhaltenen, als gerade Parallele: 
pipede anzufehenden Blätter, z. B. 
DEFGu.f.w. Die Summe 
der Biegungsmomente diefer Blät⸗ 
ter giebt das Biegungsmoment 
des halben Cylinders A OB, und 
durch Verdoppelung diefes Mo: 
mentes erhält man das Biegungs- 
moment des ganzen Gylinders. 
Bezeicynet » den Halbmeſſer CA 
— 0O des freisfürmigen Quer: 





ſchnittes AOBN, fo ift ein Bogentheil DE — J = == — und in 
2 N 


Folge der Aehnlicykeit dev Dreiede D@H und CDK, für die Dide KL 
de8 Cylinderblattes DEFG —=2.DGLK: 


Kun folgt nach der befannten Formel in S. 226, das Maß des Biegungs— 
momentes von dem Blatte DEFG: 


2 


2 
[3 


2 


412 Vierter Abſchnitt. Zweites Gapitel. [$. 232, 


_KL.@KD? 8 m — 
= 12 123 2n KD „ EDi. 


Setzen wir den veränderlichen Winfel ACD, welcher — des Schnittes 
DE von verticalen Durchmeſſer AB beſtimmt, — 9, fo erhalten wir für die 
Ordinate oder halbe BlatthHöhe DK — rcos. P, und daher das letzte Bie- 

4 4 
gungsmoment — 2 (cos. p)t — ——— ten hei ®, da 


ſich (cos. P)t — 2 + 00 = % + 2.10 jegen läßt (fiehe „Ingenieur“ 
Geite 157). Um nun das * des Biegungsmomentes des halben Cylin⸗ 
ders zu finden, hat man im Factor 3 + — 29 4 cos. 49, für ꝙ nad) 
und nach die Werthe pr — — 
haltenen Ergebniſſe zu addiren, und zuletzt noch mit dem gemeinſchaftlichen 


n 
I pign- Ey einzujeßen, Die er- 


4 
Factor 5 zu multipliciren. Nun giebt aber die Zahl 3, nmal zu ſich 
addirt, das Product 3n, ferner die Summe der Kofinufe von O bie m, 


— Null, weil die Cofinufe im zweiten Quadranten von 7 bis © gleich und 


. und 


ebenfo die Summe der Cofinufe von O bi8 27, — Null, weil aud) die 
Eofinufe im dritten Quadranten von zz bis x die im vierten Quadranten 
von 3/, m bi8 2 7 aufheben, daher bleibt für das Maß des Biegungsmomentes 
von der Eplinderhälfte AO B: 


entgegengefegt find den Eofinufen im erjten Quadranten von O bis 


W nr ar! 
= im 3n— — und endlich für den ganzen Cylinder: 
M— 
W= — * 0,7854 rt, oder auch 
a di 
= — — 74 
v7] 0,09817 d#, 


wenn d— 2r, den Durchmefler des Cylinders bezeichnet. 

(Anmerfung). Im Gewande der Differenzial: und Integralrechnung tft, da d @ 
ein Element des Bogens p bezeichnet, das Element DG = . — 7d 9, und daher 
das Moment des blattförmigen Flächenelementes DEFG, 


2 rt 3 .2 cos.4o 
"22: r (cos. p)t = re (ehe ap Leer et r 


4 
= @+4000.2p+ 000. 4p)29 =1583p+4008.2Pd P+c0s.47)3p 


4 
= 5[82P+2008..2Pd(2p)-+ Y,c0s.4p2ap)l 
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und endlich das Moment des Cylinderſtückes ABED: 


W= n(s 30-+2/eos.2 Pd(2g)+H-Yfcos.4o a9), d. i.: 
4 
W= nr 89+2sin.29-+Y,sin.dg) (f. analyt. Hülfelehren, Art. 26, 1.). 


durgpm= 5 alſo in.2p = sin. an = 0, und sin.do — sin.2n — 0, 
eingefett und das Ganze verdoppelt, erhält man, wie oben, das Biegungsmoment 
des ganzen Cylinders, wieder 

rt 8n rt 
eh er are 4 
Für das Segment DOE ift dagegen 
nrt a er r 
V ⸗ — (39 + 2sin.2p VSin. 49) 13 
_[7—2% 2 sin.29 Sin. 4 | er 
u | 8 12 


4 
= [6(n —29) —8sin.2 pP — sin.4 po] ch 


Durd einfache Subtraction läßt fh mittels der legten Formel auch das Moment 
W für ein Brett DE FG von endlicher Dide KL beitimmen. 


Balken mit krummlinigen Querschnitten. Für Körper mit ($. 233) 
gefegmäßig Frummlinigen Querfchnitten beftimmt fid) das Mag W 
des Biegungsmomentes am ficherften mit Hilfe der höheren Analyjis. Man 
zerlegt zu dieſem Zwede eine ſolche Fläche ANP, Fig. 368, durch Ordi— 
naten in ihre Elemente, und beftimmt nun die Momente eines folchen Ele 

Fig. 368. mentes ſowohl in Hinficht auf die Abſeiſſenare 
AX als aud) in Hinſicht auf die Ordinatenare 
AY. 
St x die Abfeiffe AN und y die Ordinate 
NP, fo hat man den Inhalt eines Elententes: 
M oF—=yoöx 
| (ſ. analyt. Hülfslehren, Art. 29) und daher das 
Map feines Biegungsmomentes in Hinficht auf 
— bie fe AX: 
© W, — la y2,0oF = I, y0x 
(. $. 226), und dagegen in Hinficht auf die Are A Y: 
Ö W; == x? y oO, 
da hier da8 Element an allen Stellen um x von AY abjteht. 
Durch Integration erhält man nun fir die ganze Fläche ANP—=F: 


—— 





und 
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W, = [vor 


Hat man num (mad) $. 115) den Schwerpunft S der Fläche ANP er- 
mittelt, aljo feine Coordinaten AK — r und KS — r beftimmt, fo fin- 
det man hiernad) die Maße der Biegungsmomente in Hinficht auf die durd) 
den Schwerpunkt gehenden und den Goordinatenrichtungen parallel laufenden 


Iren: 
m = [war — u F, 


W, = [vor — u? F. 
3. B. für eine Parabelfläche ANP, deren Gleichung u? — pr iſt, 
hat man (nad) Art. 29 der analyt. Hilfslehren) : 


F— ?/; xy, und (nad) $. 115) 
u — 2 und er — dr yY, 


und 


daher: 
9 ” 3‘ 2 2 3 
ff —i\- rn = ($) yP-—-ıy—= — an 
— (5) val)fzıreg” 
und 


3\? 3\? 2 6 
at — — ER A. 
2 F=(?) Fr - (2) ek Mr Ti 

0 


’ y? 2yi 
Da ferner aus y? —= pa, r — 7 und 6x — u 


folgt, jo ift: 


1 1 2yoy -/ 2y° 2 
Pe 301 — — 33. — — — /[ 40 — — — — 43 
fe J / p 3p — 15 Fi — 





1 2 1 
ie 
und 
1 2? 2 i 297 2 
[zr0r = ey 2 (yon lin 
»? p 2°, i 7p? Per 
— oT Iy *2* Fa: 


Ä 13 
Endlid) ergiebt fi: 
1 3 1 9 
it 6) ne u) Fr = Fys 
und 


34 ur 2 ß 
mM „ fx — 6) Fæꝰ = Ir "r?, 
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Fir eine ſymmetriſche Barabelflähe ADB, Fig. 369, deren Sehne 
AB = s und Höhe CD — h ift, läßt ich hiernach fesen: das Moment 





Rig. 369. in Hinficht auf die Symmetrieare X X: 
Y “> 1,9 
fr = rt) -& 
Ye CT ar 7%, 


ge ; 
wogegen das in Hinficht auf die normale 


Are YY bleibt: 


-X — — J2 ——— 
W, = — FR = — Ms 
= AST ———— 


Krummlinige Querschnitte. — 
Kommt esdaranf an, das Biegungsmoment 
eines Körpers zu ermitteln, deflen Quer— 
jchnitt eine zufammengefegte oder eine ungeſetzmäßige Figur bildet, 
jo muß man entweder diefen Querſchnitt in Theile zerlegen, für welche das 
Maß WW bereits befannt tt, oder man muß denfelben durch verticale Pinten 
in Schmale Streifen zertheilen, die Maße der Biegungsmontente diefer Strei- 
fen (nach $. 226) berechnen und zuleßt noch diefelben durd) Addition ver— 
einigen, wobei wieder mit Vortheil die Negel von Simpfon oder Cotes in 
Anwendung gebracht werden kann. 

St z.B ABEOC, fig. 370, eine ſolche Figur oder ein folder Theil 

Fig. 370. des Körperquerſchnittes, und joll das Biegungs— 
moment deſſelben in Hinficht auf die Are AX be: 
jtimmt werden, jo ermittelt man erjt das Maß 

W, für den Flächentheil ABGD, und dann 

das Maß MW, fir den Theil C ED; fubtrahirt 

man dann das legtere vom erjteren, jo erhält man 

das gefuchte Moment: W—= W, — W.. 

St die Grumbdlinie AD des erjten Theiles 

— 2, und find die in gleichen Abſtänden von ein- 

ander ftehenden Höhen deſſelben eo, 21, £9, 23, 24 
x. ſo hat man das entjprechende Maß des Biegungs— 

momentes nad) der Simpſon'ſchen Regel: 





SE e ’ 
Nez5@t4m+22 +43, +0) * 
Iſt dagegen die Breite CD des abzuziehenden Stückes ODE — x, und 
jind die Höhen defjelben I9, Yı, Ya, Y5, jo hat man nad) der Kegel von 
Cotes (j. analyt. Hülfslehren, Art. 38): 


1 x J Re R 
W = nz G 39 3395 ty). 


# 


231 
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Geht AX nicht durch den Schwerpunkt S des ganzen Querfchnittes, fo 

— mmuß dann noch durch die befannte Hegel ($. 224) eine Reduction auf die 

Are durch) S vorgenommen werden. Auf diefe Weife find natürlich auch 

noch andere, vielleicht unter A X umd neben A Y gelegene Theile des ganzen 

Querſchnittes zu behandeln. Den Scwerpunft S kann man entweder nad) 

$. 124, oder aud) empiriſch beftimmen, indem man die ganze Fläche aus 

dlinnem Blech oder Papier ausfcneidet, und auf eine fcharfe Schneide legt 

(ſ. $. 104). Wenn man auf diefe Weije zwei Schwerlinien beftimmt, fo 
erhält man im Durchjchnitte derfelben den gefuchten Schwerpuntft. 

Beifpiel. In der Fig. 370 it ABG EC ein Theil von dem Duerfchnitte 
einer Eifenbahnfciene, welcher fich als die Differenz zweier Rlähen ABGD und 
C ED anſehen laßt. Wenn nun die erftere eine Breite AD von %, umd die 
legtere eine Breite CD von 1 Zell hat, und wenn ferner die Höhen des erfteren 

20 = 2,85; 2, = 2,82; 2, = 2,74; 23 = 2,60 und z, = 2,30 
und die des legteren 

Y = 0,20; y, = 1,50; y, = 1,80 und y, = 2,15 Zoll 
betragen, jo it das Maf des Wiverftandemomentes vom eriten Theile: 


1 
W=5:5 75 [285° 4 2,80° + 4.@82° + 2,609 + 2.274] 
1 
= (23,149 + 12,167 + 4.40,002 + 2.20,571) 
1 


= 57: 236,47 — 8,7584, 


und dagegen das vom zweiten Theile: 





W, = 4-1.3:[020° + 2,15° + 3 (1,50° + 1,809] 
= * . (0,0080 4 9,9384 4 27,6210) — —— — 1,5653, 


daher das gefuchte Maß für die ganze Fläche ABGEC: 
W= W, — W, = 8,7584 — 1,5653 = 7,1931. 
Anmerfung. Auch fann man feßen: 


3 
W= 15 (=) (1.02.99 +4.1°.y9, 42.22.99 -+4.3°.9 +1.4°.y,) 


= (iyı + 89: + 369 + 160), 

wenn Yo Yı> Ya, Ya, Yı die in den Abftänden Y%,2, Y;2, Yır, %2, %,7, von 
AX. gemeffenen Breiten bezeichnen. 

$. 235 Biegungsfestigkeit. Kennt man das Biegungsmoment eines an einem 
Ende B feftgehaltenen und am anderen Ende A von einer Kraft P geipannten 
Körpers AKOB, Fig. 371, fo kann man aud) die Spannungen in jedem 
Querſchnitte NO deffelben finden. Bezeichnet S die Spannung pro Qua— 
dratzoll in einer Entfernung SN = e von der neutralen Are S, jo find 


die Spannungen in den Abftänden 21, 22..., Sı = 2 Bu, = a. 


und bei den Querjchnitten A), Fy..., die Momente derjelben: 


$. 235.) Die Biegungs-Glafticität und Feitigfeit. 417 


M, = Fi S a4 = ——— u -FB Fej Suu. ſ. w., 


und es folgt die Summe der Momente der ſämmtlichen Spannungen im 


Querſchnitte N O: 


“X=M+M GeFæ 4 


Fig. 371. 











Br 
—3 


ae 


— 
0 — 










ah 


* 
⸗ 


J 
J 





M 





Ws 


.)_ = —. 


e 
Iſt nun © der Ab- 
ftand SH de8 Quer— 
ſchnittes NO vom An- 
griffspunft A der Kraft 
P, jo hat man aud) 
— Px, und e8 folgt 
daher 


1) Pa LE oder 


Pxe=W ’S, fowte die 
Spannung des Kör— 
pers in dem Abftande e 
von der neutralen Are, 


Dieſelbe wächſt mit = 


gleichmäßig und ift da- 
her für 2==1, d. t. im 
Defeftigungspunfte B 
am größten. Ebenſo 
nimmt fie auc mit e 
gleichmäßig zu, und ift 
daher an der Stelle am 
größten, welche von der 
neutralen Are am meir 
ften abfteht. Damit der 


Körper an feiner Stelle über die Clafticitätsgrenze hinaus gefpannt werde, 
darf die Marimalipannung S Höchftens den Tragmodul 7 erreichen, ift 


folglich) 
S=-T=- =, oder 
tt 
e 


zu jegen, wonach alfo die Tragkraft des Baltens AKOB: 


Weisbach’s Lebrbub d. Mechanik. I. 


27 
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PP * folgt. 
Ebenſo erhält man auch die — zum Abbrechen des Körpers in . 
WK 
P, — 
le 


wobei man für A einen, allerdings durch Zerbrechungsverſuche befonders zu 
beſtimmenden —— einzuſetzen hat. Uebrigens läßt ſich die 
Ws 





Srundformel Pr — — auch aus oben $. 215 gefundener Grundformel 


- 





Pı= ‚ wie folgt, unmittelbar ableiten. 


Wenn man die von der Spannung S hevvorgebrachte Ausdehnung NN, 
durch 6 bezeichnet, jo iſt auch S — 0. und wenn man in der Proportion 
NN RS 





NN —=6,SN=e,RS—=1,md MR—r, den Krümmungshalb— 


re . 6 1 p — 
meſſer einführt, alſo — oder 6 — — ſetzt, ſo folgt 


8 E 
SS =E, oder — und daher auch 
WE Ws 


Pr — — — 





p31 
WR 


Arbeit zum Biegen des Körpers AKB, das Moment Pl — a und 


Seßen wir in der formel Z — G 217) für die mechaniſche 





den Tragmodul 7’ — 6.E ein, jo erhalten wir 


we ı wı 
HTW Ren 


Nun ift aber (nad) $. 206) 62 E der Arbeitsmodul A der Klafticität, 
daher folgt die mechanische Arbeit, durch welche der Körper bis zur Elafti- 
citätsgrenze gebogen wird, 


L X A - 
ze⸗ 
Sit b die größere Breite des Körpers, und denkt man ſich den ganzen 
— u ae N 
Querſchnitt F des Körpers in gleich breite Streifen von der Breite = 
und den Höhen 2), 23 2; . . . zerlegt, jo kann man jegen: 


Fellatntmt Ju 
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ER , 
W= — (e +2’ +8}. . .) daher auch 


WI— (@ + 23 + 2; + a 4. 
ı - e +3+--./12 
Jedenfalls läßt ſich e — we, e — Wr, — Mr... ſetzen, wo⸗ 
bei 16), &, &; .. . von der Querſchnittsform abhängige Zahlen bezeichnen, 
daher hat man aud) 


wm _ trat te N 
ee \utk+w +--./12 
und daher die mechaniſche Arbeit 
„(tn END. 
3s\mn tem + ++ -/ 12 
u 2 
KU + le + Ms 
hängiger Coefficient , und FT — V das Bolumen des Körpers, daher 
hängt die mechanifche Arbeit Z — !/;, dA nicht von den einzelnen Di- 
menfionen, jondern mur von der Querjchnittsform und vom Volumen des 
gebogenen Körpers ab. Bei Körpern von gleicher materieller Befchaffenheit 
und ähnlichen Querſchnitten ift alfo diefe Arbeit dem Bolumen des 
Körpers proportional. 
Für die Arbeit zum Abbrechen ift ebenfo 
wı 
3e 
zu jegen, wenn B den Arbeitsmodul des Abbrechen bezeichnet. 


Nun iſt aber ein bloß von der Form des Körpers ab— 


In = B.- 


Festigkeitsformeln. Für einen maſſiven parallelepipedifchen $. 236 
Balfen ACB, Fig. 372, von der Fänge 7, Breite b und Höhe A ift 


— bh: 
Big. 872. e—Ngh und, nad) $. 226, Wa 


bh? 


daher "7 und die Tragfraft 


8 
dellelben: ——— 2 ‚ aljo das Trag- . 


T 
moment: Pl=bh.2. 


Auch folgt Hiernach die mechanische Arbeit, um diejen Balken bis zur 
Elaſticitätsgrenze zu biegen: 


PEST DUB LEEREN A 
I. ge ee 3 6 Äh ja 3 Is 
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420 Vierter Abjebnitt. Zweites Gapitel. [$. 236. 
Iſt der Balten Hohl, find alfo feine Querjchnitte wie Fig. 373 und 
Fig. 374 geformt, jo hat man 
W__ bh®—b,h‘ bns — bh, 


—— — -_ __ , daher 
— 12-1/yh Gh h 
3 
v,Pl= bh? — bıh, T 
chi 
wo bei b und Ah die äußere, fowie db, und A, die innere Breite umd Höhe 
Fig. 373. Fig. 374. Fig. 375. Rig. 376. 
E A _F 





r==- 7... 
i 


— 
— 


des Querſchnittes bezeichnen. Beim Körper mit rhomboidalem Quer— 
ſchnitte, wie Fig. 375, ift 
W bh’ bh? 


Pi 5,7, us 
bh? T bh? T 
“A= g=hT7 
Il 24 I 6 


d. i. mal fo groß als beim parallelepipedifchen Balfen von gleicher Höhe 
AC = hum Breite BD=b. 
Ferner beim Balken mit doppeltrapezförmigem Querfchnitt, wie 
Fig. 376, ift 
F = a TE —— Tun daher das Tragmoment 
48.1, h 


e 24 
pı— BO+W)m 7 





4 6° ” 
wobei b die obere, jowie b, die mittlere Dide und A die Höhe des Quer— 
ſchnittes bezeichnen, 

Für einen Balken mit regelmäßig 2n feitiger Bafis, wie ADF, 
"ig. 377,I. u. II., hat man, wenn r den äußeren Halbmeffer CA, s die 
©eitenlänge AB, h den inneren Halbmeffer CL und F den Inhalt des 
ganzen Querſchnittes bezeichnet, 


F 


w=l— = ji ee +22?) 


12 s 
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und je nachdem die neutrale Are NO, wie in Fig. 377, I., durch die gegen- 
itberliegende Ede, oder, wie in Fig. 377, II., durch die Mittelpunfte der 
gegenüberliegenden Seiten geht, 
entweder e=r bre—h— Vr— (!/ 8)? zu feßen. 
Fig. 377. 
I. II. III. 


A ULB 





Daher folgt für den erften Fall: 
F(r? + 2%?) 


pfil= 197 T, und dagegen für den zweiten: 
; ?2+-2h? j 
Pi= — T, während in beiden Fällen: 


—=lIansh=nh Vr Z-mR— Uns Vr— (!ig s)? ift. 

Das Verhältniß a der Tragfräfte ift — . 

Iſt die Anzahl n der Seiten des polygonalen Querſchnittes ungerade, 
wie ig. 377,1IL, fo hat man für e ſtets CA — r einzufegen, und daher 
nur die erftere Yormel in Anwendung zu bringen, vorausgefegt, daß die 
Kraftrihtung Symmetrieare des ganzen Querfchnittes ift. u 

‚ Für den quadratifhen Querjchnitt ift s — 2h =r V2,F=st, 
und daher das re, 


= 75 
BR v3 
6 


Pl —— T—-7- ST — 0,333 r? 7, dagegen 


T = 047177. 





2 en 


Für den jehsjeitigen Duerfhnitt hat man s — — Va 


3V3 





= — s? — 2,598 s?, und daher 
Pil= — s37* — 7 = 0,541 1 7, dagegen 


PIL— et T rt 0,625 r3T. 
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Fir den regelmäßig adhtfeitigen Querſchnitt ift: 


8— rV2 —_y3, h= >V2+V2 und 





een —* — 


Pl= 4aV2+1) „7 V2+ = (ar V2+ )r ’T—= 0,638 r? T, 
3/20 + 14V 2 


27 — t2V2+V 


1 


und 
sm— 2V2+ı1 
3/17 +12Y3 3V2+y3 


Für einen maffiven Cylinder vom Halbmeffer r hat man 


W_x — * 
— daher 


+ 0, 69 FT 


—— T=075rT = "Fr.T, um 


A zr 1 
a ae a a ar = 1 AV. 


ft der Eylinder Hohl, fo hat man dagegen 


b 2 
yi__ rt 1 * — 
r; | Y)m_ ___\r/ Fr T (vergl. $. 231), 


wobei ?, den Äußeren, 7, den inneren jowie — — den mittleren 
Halbmeſſer, ferner F= 7 (r?— r}) den Querſchnitt und — — r, die 

Rig. 378. Fig. 379; Dreite des vingförmigen Cy— 

[inderquerfchnittes bezeichnen. 

_B Für den Balken mit ellip— 
E tifhem Duerfchnitte, wie 
' Fig. 378, deſſen Halbare 04 
Ce — a die Richtung der Kraft 
hat, und Halbaxe OB—b in 
23 |D der neutralen Are liegt, ift -; 


pI="T hen 


Endlidy für den parallelepipedifchen Balken > halbelliptifhen 
Aushöhlungen an den Seiten, wie Fig. 379, hat man, 
Din Uabh’— I,nba, __3bh’— aba) T, 










Uyh u 6h 
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dagegen für einen folcen mit parabolifhen Flantenhöhlungen: 
bh? — ®/ı,ba? 5bh? — 32 b,a? 
as ARE EI u) on ı@ı , 
4 1, 4 30h * 
wobei b die Äußere Breite, A die Äußere Höhe, by die Tiefe einer Höhlung 
und «a, die Höhe derfelben bezeichnen. 





Verschiedenheit der Tragmodel. Die formel $. 237 
WT 
P — — 
für die Tragkraft eines an einem Ende eingemauerten Balkens A, Fig. 380, 
Fig. 380. hat nur dann eine allgemeine Gültig— 
feit, wenn die Ausdehnung 6 und die 
Somprefjion 6, des Körpers bei der 
Elafticitätsgrenze einander gleich find, 
weil nur danı der Tragmodul 





T=0cE 
ji fr die Ausdehnung dem Tragmodul 
T, = 6, E 


für die Comprefjion gleichzufegen ift. Bei dem Schmiedeeifen fcheint diefe 
Gleichheit fo ziemlid), und bei dem Holze wenigftens anmähernd vorzulom- 
men; ganz anders ift aber diefes Verhältniß bei dem Gußeifen; dafelbe 
hat nicht allein einen viel größeren Modul der Feftigfeit für das Zerdrücken 
als für das Zerreißen, jondern es ift auch bei der allerdings nur ungefähr 
anzugebenden Elafticitätsgrenze die Compreffion 6, circa 2 mal fo groß ala 
die Ausdehnung 0, und folglich auch der Tragmodul 7, des Zerdrlidens 
2 mal jo groß al® der Tragmodul 7’ des Zerreißens. 

Um die Tragkraft des Gußeifens oder eines anderen Körpers zu finden, 
bei welchem eine anfehnliche Verſchiedenheit zwifchen 6 und o, oder 7’ und 


’p 


T, statt hat, muß man zuerſt unterſuchen, welcher von den Quotienten = 


und = der fleinere ift, und diefen leßteren ftatt = in die Formel 
e ; e 
— WT 





el 
einſetzen. 


Die andere Balkenhälfte, welcher das größere Verhältniß oder =) 
\€ a 


entfpricht, iſt natürlich dann noch unter der Elafticitätsgrenze gefpannt, und 
hat daher einen unnöthig großen Querſchnitt. Um diefen und folglich aud) 
den Querfchnitt des ganzen Körpers auf das Minimum zuriidzuführen und 
daher fo viel wie möglich an Material zu erſparen, ift nöthig, daß beide 
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Balkenhälften gleichzeitig bis zu der Klafticitätsgrenze ausgedehnt und come 
primirt werden. Deshalb joll man dem —— des Balkens eine ſolche 
Form und eine ſolche Lage geben, daß 
= — oder — — — 

e eı eı T, 6, 
ausfällt, daß aljo das Verhältnig zwifchen den größten Abftänden e und e, 
der Fafern zu beiden Seiten der neutralen Are gleich ift dem Verhältniffe 
zwifchen den Tragmodeln Z’ und 7, des Zerreißens und Zerdrüdens. 


Wenn alſo beim Gußeifen rn — = — 2 ift (f. $ 211), jo müſſen 
wir hiernach den Duerfchnitt eines gußeifernen Balfens jo geftalten und fo 
legen, daß - jo viel wie möglich — 2 ausfällt. Ein dreijeitiger Balken 


aus Gußeifen ift folglich fo zu legen, daß die Hälfte defielben mit dem drei- 
feitigen Querjchnitte comprimirt, und dagegen die mit dem trapezoidalen Quer: 
ſchnitte ausgedehnt wird. Legt man hierbei die eine Seitenfläche des Prismas 
horizontal oder rechtwinfelig gegen die Kraftrichtung, jo hat man ” = Z, 


während bei der umgekehrten Lage, - nur — — iſt. 


Bei einem gußeiſernen Träger, deſſen Querſchnitt beinahe die Form eines 
T hat, wie z. B. Fig. 381 vor Augen führt, läßt ſich unter gewiſſen Vor— 


ausjegungen da8 Verhältniß Fr — 2 ebenfall® vollkommen herſtellen. 


Kia. 381. Es fei die ganze Höhe diefes Baltens, AB = h, 
ü und die Breite feiner Kopfplatte, BB—=2B Ob, 
ferner die Höhe feiner Höhlungen zur Seite: 
AD=n =uh, 
und die Breite derfelben: 
2D Ge — bi =vb; 
endlich fei die Höhe einer Fußplatte: 
HL=h,=h 
und die Ausladung derjelben zu beiden Seiten: 
2IN=b —mb. 
Dann ift der Abftand des Schwerpunftes S des ganzen Querſchnittes von 
der unterften Kante ZH: 
— 1b? —b,h? +b,h} 
MTITTZWIHEnK 
-4(: — mv +W® 
.2\1—wv +9 





) (f. $. 105 und $. 109), 
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er — 
Setzt man nun — 2, fowiee te, —h, fo erhält man ⸗—!/ und 


e, —?/; h, und daher die Beftimmungsgleichung 
2); h= un 2 —— — ur + — ’ 
2 1—uvı + Wr 
welche fic) in folgende umgeftalten läßt: 
urvı (d— 3) — Wr (d— 3m) —l. 

Mit Hilfe diefer Formel fann man aus drei der Dimenfionsverhäftnifie 
KV, Ho und v, das vierte berechnen. Nimmt man u, — 0 an, fo hat man 
ed mit einem Querprofile wie Fig. 382 zu thun, deffen Biegungsmoment ſchon 
oben ($. 228) bejtimmt worden ift, und fiir welches wir 

u, vı (4 — 3u,) = 1 haben. 


Anmerfung. Die Herren Moll und Reuleaur (f. deren Schrift: „Die 
Feftigfeit der Materialien, Braunfchweig 1853*) empfehlen zur Beſtimmung zwed: 
mäßiger Duerfchnittsformen die Anwendung einer Wage, deren Wagbalfen aus 
einer Tafel befteht, auf welche die in Blech ausgefhnittene Duerfchnittsform fo 


gelegt wird, daß ihre, durch das Verhältnif =- beitimmte neutrale Are genau 
1 1 
über die Drehungsfante ver Wage zu liegen fommt. Wenn nun hierbei die Wage 
einfpielt, jo hat diefe Schablone eine zweckentſprechende Form; außerdem iſt diefelbe 
durch Abſchneiden an ven Flanken fo lange umzugeitalten, bis das Ginfpielen bei 
der vorgefchriebenen Lage eintritt. 
Beifpiel 1. Wenn bei einem gußeifernen Balfen, deſſen Querfchnitt die Ge: 
ſtalt Fig. 381 hat, die Höhenverhältnifie 
7 7 —1 
EN. — EEE N 
a Ye Vor ee ak - 
find, jo hat * für — SHE HEN die Bedingung: 


+ (a - a)n—z (4- )n=1, di: 


mv, — 239», — 64. 
Läͤßt man die Fußplatte ganz weg, fo if Yv, = 0, und daher: 
„a8 om, 
alfo die Dicke des eigentlichen Trägers, b — db, — 0,169. 


64, folglich 


Nimmt man hingegen », — I an, ſo if (77 — =) v, 
Fig. 382. 


6 

v, = 0,897 und », — = . 0,8897 — 0,148. Yür 

h=3 Zell nd b=51/, Zoll ift daher A, = 17 Zoll, 

h, = 13ell, db, =5 Zoll und db, = % Zoll; fo daß 

die Dicke der Fuß- und Kopfplatte 1 Zoll, die des 
Mittelftüdes aber nur 1/, Zoll beträgt. 

Beifpiel 2. Für den Balfen mit dem Tförmigen 

Se Big. 382, iſt ($. 228) 

2 (bh—b,h,) 





FI: 


38 
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aefunden worden und 

z _1bh—bh 

ıT2 bh—bh, 
zu jeßen, weraus für den Fall, daß er an einem Ende feftgehalten und am anderen 
belaftet wird, 
(bb — bh —4bb,hh,(kh— h,) 7, 
ee 3° 24 27 une 
Setzen wir nun bierin A, = u, h, und b, =», b ein, fo erhalten wir: 
1— u! —4 eu (l—ır — 


Pi folgt. 


P 
= l— uf», 1; e 
daher, wenn ver Balfen aus Gußeiſen beitebt und 4, —=®, und vr, —=7/% eingeführt wird; 
2 —3(/, ” bh? 13 bA2 
PI — Ar) u 7 — — ——— 
5 6 1. 70% 21. 


14 
Wäre z. Bd A—= 10 um b = 8 Zell, und folglich 
h,=%.10= 0, —Sst/,,h—h,—1%/, Zell, und 
b,='%.8=17, fewie ie —=1 Zell, 
fo hätte man: 


13 8.100 „ 520 , 
eng net 
Führt man nun noch 7, = 18000 Pfund ein, fo ftellt fid das Tragmement 
520 0 
Pfi= 31 - 15000 — 445700 Neupfund 


heraus, wofür zur Sicherheit — 150000 Neupfund zu fegen fein möchte. 
Hat diefer gufeiferne Balfen eine Fänge von 100 Zoll, fo ift hiernach feine 
Tragfraft am freien Ende: 
150000 
= 100 
Liegt der Balfen an beiden Enden auf und trägt er die Kalt in der Mitte, iv 
iſt dagegen: 





— 1500 Pfund. 


P= 4.150 = 6000 Pfund. 
Während im erfteren Kalle die Querrippe oben liegen muß, hat man im zweiten 
Falle diefelbe unten zu legen. 


Verschiedenheit der Festigkeitsmodel. Wenn man den Elafticitäte- 
und den Tragmodul durch Biegungsverfuche, und zwar mittel8 der Formeln 
31. > 

E= — ud 7 —= = 
bejtimmt, jo ſtößt man in dev Kegel auf eine vollfommen geniigende Leber: 
einſtimmung zwiſchen den jo gefundenen Werthen von E und 7 und den 
durch directe Ausdehnungs- und Compreſſionsverſuche mittels der Formeln 

* 
= m 5 
beftinumten Werthen diefer Model (8. 212). 
Anders ift aber das Verhältniß bei den Fejtigfeitsmodeln. Da der 
Elaſticitätsmodul E außerhalb der Elafticitätögrenze nicht mehr als conjtant 
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angejehen werden kann, jondern immer mehr und mehr abnimmt, je weiter 
die Ausdehnung oder Compreffion gefteigert wird, und da ferner aud) dann 
der Klafticitätsmodul fir die Ausdehnung nicht mehr gleich ift dem für die 
Zufanmmendrüdung, fo find die Spannungen der über einander liegenden 
Fafern des Körpers nicht mehr den Abftänden von der neutralen Are propor- 
tional zu ſetzen, und es geht folglich auch die neutrale Are nicht mehr durd) 
den Schwerpunkt des Querſchnittes; es nehmen alfo die Abftände e und e, 
ganz andere Werthe an als bei der Biegung innerhalb der Elafticitätsgrenze. 

Bedeutet W das Maß des Biegungsmomentes fir die ausgedehnte Hälfte 
des Baltens, fowie HE den mittleren Klaftieitätsmodul für diefelbe, und be— 
zeichnet WW, diefes Maß fiir die zuſammengedrückte Hälfte, ſowie Zu, ihren 
mittleren Elaſticitätsmodul, jo Haben wir für größere Biegungen das Moment 
der Biegungskraft: 


pi WEHWB 
2 
; — K ! K ‘ 
alfo wenn wir, wenigftens annähernd, — — — md — — 4 jegen, wo— 
E r Eı r 


bei K und K, die Feitigfeitsinodel für das Zerreißen und für das Zerdrüden 
bezeichnen, das Moment zum Abbrechen: 
K(WE+ WE) Kı(WE+ WE) 
— dt = —— 6⸗ 
ke Eı eı 

Bezeichnen wir ferner das ftatifche Moment des Querſchnittes des ausge— 
dehnten Körperſtückes in Hinficht auf die neutrale Are durch M, und das 
des Querſchnittes des comprimirten Körperftüces in Hinficht auf eben diefe 


Are durd) My, jo haben wir nod) die Spannkraft der einen Hälfte, — = 


Pl entweder — 


ME 7 — 
und die der anderen, — > ", und es ijt, da beide Kräfte ein Paar bil- 





den müſſen, 
ME—=ME, 
zu jegen. Diefe Gleichung dient zur Beftimmung der neutralen Are mittels 
ihrer Abftände e und e,. 
Für einen Balken mit vectangulärem Querſchnitte ift 3. B. 
2 be? 
M= = und M, = —, 
daher 
ke = E, er) 
anzımehnen. 8 ergiebt ſich hiernad): 
VE 
E' 


eb, =E 
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und fegt man diefen Werth in die Gleichung e + e, — A ein, fo folgt: 
Er h AVE — "VE 
VE+VE ' VE+VE 
Die Maße der Biegungsmomente find in biefem Galle: 


folglich) ergiebt ſich 


? /F 1) 1 1 
PI= > (Bei + He= bw FEVE+EEVE 
#\ (VE+VB) 





— 
3r (VE+VE) 
und daher das Moment zum Abbrechen: 


j — 
PT entweder — an — de KB 
3Ece VE+VE)” 3  VEHVE 
2 + 
oder — * — M — 
VE+VE 
Sir E. — PF man natürlich, wie oben: 
Piz er K. 
6 


Bei Holz und Schmiedeeiſen iſt fo ziemlich — E,, und daher an— 
nähernd 
bh? 
Pi & 


wobei man fir X den Heineren der beiden Feſtigkeitsmodel zu fegen hat. 
Beim Gußeifen ift jedenfalls Z, viel größer als E, daher nähert ſich 
2 
hier Pl dem Werthe "TR, wenn K den Feitigfeitsmodul für das Zer- 


reißen ausdrüdt. 

Beim Holz hätte man hiernad) im Mittel den Feſtigkeitsmodul für das 
Zerdrüden (f. Tabelle, ©. 371), aljo K, — 480 Kilogramm — — 6500 
Pfund einzufegen, was mit den Berfuchen von Eytelwein, Gerjtneru.f.w. 
jehr gut übereinftimmt. Ebenſo tft fiir ſchmiedeeiſerne Balken jtatt K, der 
Veftigfeitsmodul für das Zerdritden, d. i. 

K, = 2200 Kilogramm — 30000 Pfund 
einzuführen. Während unter übrigens gleichen Berhältniffen das Holz und 
Scymiedeeifen durch Zerdrüden zerbricht, gelangt das Gußeifen mittel® des 
Zerreißens zum Bruce. Wäre bei demfelben noch K nahe — Kı, jo würde 
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folglich für gußeiſerne Träger in obige Formel der Modul für das Zer⸗ 
reißen, d. i. 

K = 1300 Kilogramm — 17800 Pfund 
einzufegen fein; vielfachen Verſuchen zufolge iſt aber hier 

K — 3200 Kilogramm — 45000 Pfund, 
d. i. ziemlich das Mittel zwifchen dem Modul des Zerreißens und dem des 
Zerdrüdens zu ſetzen. 

Diefe große Abweihung hat jedenfalls nicht allein in der Verſchiedenheit 
zwifchen den Elafticitätsmodeln E& und E,, fondern auch in der körnigen 
Structur des Gußeifens feinen Grund, vermöge deren die Annahme, daß der 
Balken gleihjam aus einem Bindel von Authen befteht, nicht zuläffig ift. 

Uebrigens wirken auf die Elafticität, Tragkraft und Feftigfeit der Körper 
noch vielerlei Umftände ein, welche beträchtliche Abweichungen in den Ergeb: 
niffen der Erfahrungen zur Folge haben. So iſt 5. B. das Holz am Kerne 
und an der Wurzel jtärfer ald am Splint und an dem Gipfel; aud) trägt 
das Holz mehr, wenn die Kraft parallel zu den Yahresringen wirkt als 
winfelrecht darauf; endlic, haben noch der Erdboden und die Yage des Ortes, 
wo das Holz gewachſen ift, Temperatur, Zuſtand der Trodenheit, Alter u. ſ. w. 
Einfluß auf den MWiderftand der Hölzer. Endlich fällt die Biegung, welche 
ein Körper, nachdem er längere Zeit belaftet geweſen ift, erleidet, immer 
etwas größer aus, als die Biegung, welche gleic, anfangs bein Auflegen der 
Laft eintritt. 


Biegungs- und Brechungsversuche Die Verſuche über die $. 239 
Elaſticität und Feftigkeit wurden von Eytelwein und von Gerſtner mit 
einem in Fig. 383 abgebildeten Apparate angeftellt. AB und AB find 
zwei Rüftböde, C und C darauf befeftigte Eifenlager, und DD ift der darliber 
liegende, zur Unterfuchung beftimmte parallelepipedifche Körper. Die Laft P 


Fig. 383. 
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zum Biegen des Körpers liegt auf einer Wagfchale FH, die an einem Bü— 
gel MN hängt, deſſen oberer und abgerundeter Theil in der Mitte M des 
Balfens aufliegt. Um die einer Belaftung P entiprechende Durchbiegung @ zu 
finden, wendete Eytelwein zwei feine Horizontalfäden FF und @ &, jowie 
eine in der Mitte auf dem Balken aufjigende Scala MM an. Gerftner 
hingegen bediente ic eines langen einarmigen Fühlhebels, der nahe bei feinem 
Drehpunfte in M auflag und mit feinem Ende, wie der Zeiger einer Uhr, 
an einer verticalen Scala die Senfung von M verfünfzehnfacht angab. 
Pagerhjelm wendete einen Zeiger an, der mittels eines Fadens und einer 
Rolle in Bewegung gefegt wurde, und die Biegung des Balfens auf einer 
eingetheilten Kreisſcheibe vergrößert angab. 

Andere, wie z. B. Morin, bedienten fid) zur Ausmittelung der Durch— 
biegung («) eines Kathetometers, welches auf eine in der Mitte des Balfens 
angebrachte Spitze gerichtet war; bei den englifchen Verſuchen ift dagegen 
zur Ausmeſſung diefer Größe ein langes Keilmaß artgewendet worden, wel 
ches in der Mitte des Balfens zwiſchen demfelben und einer feiten Stütze 
eingefhoben wurde. Um die Genauigkeit in der Meſſung von a durd) das 
Nachgeben der Stüten nicht zu beeinträchtigen, legt man entweder die Bal- 
fen während des Verſuchs auf harte fteinerne Unterlagen (Morin), oder 
man führt ein langes Lineal in einem gewiffen Abftande iiber dem Balken 
hin, befeftigt dafielbe an feinen Enden mit den Enden des Balfens jo, daß 
es ſich nicht mit dem Balfen biegen kann, und mißt mım bei jedem Verſuche 
den Abftand zwifchen der Mitte des gebogenen Balfens und der unteren 
Kante diefes Lineals (Fairbairn). 

Die Art und Weile, wie Stephenfon u. ſ. w. die Biegung und Feſtigkeit 
der hohlen Träger aus Eifenblec ermittelt hat, ift vorzüglich aus Fig. 384 
zu erjehen. Die 75 Fuß lange Röhre AB, von welcher in der Figur das 
vordere Stück weggelaſſen ift, ruhete an beiden Enden, wie z. B. in C, auf 
Holzböden auf, und wurde in der Mitte durch einen Balfen DD unterftügt, 
welcher auf den Stempeln zweier Winden W, W aufruhete. Durd) 
die Mitte des Nöhrenträgers, und zwar nahe über dem Boden deffelben, ging 
ein eiferner Querarm, wovon im der Figur nur das eine Ende F' zu jehen 
ift, und über diefen waren zwei Gabeln G, & gelegt, an welchen die Schale 
HH zur Aufnahme der Gewichte P hing. Bor dem. Berfuche und während 
de8 Auflegens der Gewichte ruhte die ganze Laſt auf dem Balken DD, 
wurden aber die Stempel der Winden niedergelaffen, jo ſank DD und legte 
jich auf die Unterlage &, E auf, während das nun durd) P belajtete Röh— 
venmittel AF ganz frei wurde, und eine der Laſt P entfprechende und mit 
einem Keilmaß zu mefjende Ducchbiegung annehmen fonnte. 

Um bei Verfuchen mit ftarfen Trägern nicht fehr große Gewichte an— 
hängen zu müſſen, befaftet man aud) wohl den Balfen nidyt unmittelbar mit 
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Gewichten, fondern man läßt auf denfelben den kürzeren Arm einer ungleidy- 
armigen Wage wirfen, deren längerer Arm durch Gewichte niedergezogen 


Fig. 384. 





TE 
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Bi mn 

wird. Zu diefem Zwede lieg endlih Hodgfinjon diefe Hebelkraft nicht 
auf die Mitte des an den Enden unterftügten Balfens wirken, fondern er 
unterftügte den Balken in feiner Mitte, ließ diefe Kraft an dem einen Ende 
des Balfens angreifen und befejtigte das andere Ende defjelben durd) einen 
ftarfen Bolzen mit dem Fundamente, 

Durch die unter ehr verjchiedenen Umständen und Verhältniffen und mit 
verjchiedenen Stoffen, namentlich aber mit jehr verjchtedenen Holz- und Eifen- 
gattungen angeftellten Verſuche ift in der Hauptſache eine Uebereinftinmung 
der im Vorjtehenden entwidelten theoretiichen Negeln mit der Erfahrung 
nachgewiejen worden. Was insbejondere das Zerbrechen parallelepipedifcher 
Balken anlangt, jo hat ſich hierbei herausgeftellt, daß das Holz und das 
Schmiedeeifen unter gleichen Umftänden nur durch das Zerdritden, das 
Gußeiſen hingegen entweder durd) das Zerreißen der äußerſten Faſern be- 
ginnt, oder dadurd) erfolgt, dag an der am ftärfjten gebogenen Stelle (in 
der Mitte) und zwar auf der comprimirten Seite, ein Keil ausbricht. 

Auch Hat man ſich an parallelepipedifchen Holzjtäben mit Hilfe von 
Sägejchnitten, welche auf der comprimirten Seite angebracht und durd) feite 


z 4 


{ 
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Blättchen wieder ausgefüllt wurden, ferner mittelft einer Reihe von Quer— 
linien, welche an den Seitenflächen dieſes Balfens rechtwinfelig zur Längen— 
are deſſelben gezogen waren, und endlich durch ein Paar dünne Stäbchen, 
wovon das eine längs der ausgedehnten und das andere längs der zuſam— 
mengedrücdten Seite dieſes Balkens Hinlief, von der Richtigkeit des in 
$. 214 vorausgejegten Verhaltens der Faſern der gebogenen Körper über— 
zeugen können. 


Trag- und Festigkeitsmodel. In der folgenden Tabelle find die mitt: 
leren Werthe für die Elaſticitäts-, Trage und Feftigfeitsmodel, wie fie aus den 
Biegungs- und Bredjungsverfuchen hervorgegangen find, aufgezeicynet. Die 
erjteren weichen von denjenigen, welche durch Ausdehnungs- und Compreſ— 
jionsverfuchen beſtimmt worden find, nicht anfehnlic ab; anders iſt es aber, 
aus den oben ($. 238) angegebenen Gründen, mit den Feſtigkeitsmodeln. 


Bon den beiden Werthen innerhalb einer Klammer h ( drückt der obere den 


Modul im preußiſchen Maß (Neupfund auf den Quadratzoll) und der untere 
denjelben im franzöfifchen Maß (in Kilogramm pro Quadratcentimeter) aus, 


Tabelle 
der Trag- und Feſtigkeitsmodel verſchiedener Körper in Hinſicht 
auf das Biegen und Brechen. 












Feſtigkeitsmodul 
K(K}). 


Namen der Elaſticitätsmodul Tragmodul 
Körper. E. 


5 1230000 3000 9000 } 
Laubholz. - * t 90000 220 650 | 
$ 2’000000 4100 12000 } 
Nadelholz a — ! 150000 300 %0 $ 
; 16’400000 10260 43800 
Gußeiſen „2... f 1200000 750 3200 [ 
: N 27’3000 17000 31500 
Schmiebeeifen - - - » ' 9000000 1200 2300 | 
j F $. 1700 ı 
Kalle und Sandftein.. . I 124$ 
Thonfhiefer ... = _ j 4800 I 
I 350 $ 


Um mit Hulfe der Werthe in der vorſtehenden Tabelle die Kräfte zu er— 
mitteln, welche die Balken oder Träger mit Sicherheit auf die Dauer tragen 
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fönnen, führt man in den oben gefundenen Formeln fiir die Tragkraft beim 
Holz: 
jtatt 7’, entweder '/, T, oder ftatt X, VYnK, 
ferner beim Gußeiſen: 
ftatt 7, entweder '/, T, oder ftatt X, \/, K, 
und beim Schmiebeeijen : 
ftatt 7, entweder 1’, 7, oder ftatt A, NY, K 
als Sicherheitsmodel ein. 
Hiernad möge in der Folge für Holz: 
T= 73 Rilogramm — 1000 Pfund, 
für Gußeifen: 
— 510 Rilogramm — 7000 Pfund, 
und fir Schmiedeeifen: 
T = 660 Rilogramm — 9000 Pfund 
gejegt werden. 


Dieſe Werthe gelten jedoch nicht für Wellen und andere Maſchinentheile, 
welche wegen ihrer ſteten Bewegung und in Folge ihrer Abnutzung eine noch 
größere Sicherheit und daher die Annahme kleinerer Werthe fiir 7’ fordern. 

Segen wir dieje Werthe in den Formeln 

—— on und Pl= Ir = — zu 
für die parallelepipedijchen Balken und für die cylindriichen Träger ein, fo 
erhalten wir folgende praftifche Formeln. 

Für Holz: 

Pl= 167 bh? — 785 r? — 98d3 Zollpfund. 

Für Gußeifen: 

Pl = 1167 bh?’ —= 5500 r? — 687 d’ Zollpfund, 
und für Schmiedeeifen den größeren Werth: 
Pl = 1500 bh? = 7070 r? — 884 d? Zollpfind. 


Wenn man nach Morin, ımd englifchen Sonftructionen entiprechend, beim 
Gußeiſen 
Sn — 
ſtatt 7), bis — — 750 Kilogramm 
4] 
und beim Schmiedeeifen 


K ’ 
statt 7, „= 600 Kilogramm 


einfegt, jo erhält man für Gußeifen: 

Pl — 1710 bh?;— 8060 r? — 1008 d’ Zollpfund, 
und dagegen für Schmiedeeifen den Hleineren Werth 

Pl = 1370 bh? = 6oo- 310 d? Zollpfund. 


Weisbacd's Lehrbuch der Mechanit. 1. 28 
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Hängt die Laſt Q nicht am Ende des Balfens, jondern ift diefelbe gleich— 
mäßig auf dem Balfen vertheilt, jo it der Hebelarm derjelben nicht Z, jondern 


= und folglich auch das Moment nur halb fo groß, aljo: 


7 ’ 
- ” , oder A DRLE zu ſetzen. 


Ruht ferner der Balken an beiden Enden frei auf (ſ. Fig. 337) und 
wirft die Yaft P in der Mitte zwiſchen beiden Stüten, deren Entfernung von 








einander — 7 ift, jo ift die Seraft an jedem Ende — 2 und der Hebeların 


derjelben — 2 aljo ihr Moment: 
At, mPpI—4 WE. 


Es trägt alfo unter übrigens gleichen Berhältiffen der Balken im zweiten 
Falle doppelt, und im dritten vier Mal fo viel als im erften Falle. 

Iſt endlich) der an den beiden Enden aufliegende Balken auf feiner ganzen 
Länge gleichmäßig belaftet (Fig. 348), fo wird er erſtens von einer Kraft 


l 
x von umten nach oben gebogen, welche den Hebelarm > ‚ aljo das Moment 


Q 


> hat, und zweitens von einer Kraft = von oben nad unten, deren An— 
griffepunft der Schwerpunkt je einer Pafthälfte, deren Hebelarm folglich 
= — und Moment — iſt. Es reſultirt daher das Moment, mit wel- 
em jedes Ende des Balkens von unten nach oben gebogen wird: 
g 
gt gr gl i 


wı 


und es ift folglih — 8 — alſo das Tragvermögen des Balkens 


unter dieſen Umſtänden 8 Mal ſo groß als im erſten Falle. 
Während bei einem —— chen Balken im erſten Falle 





Pl=bHh — * hat man im zweiten Falle: 
CI— 2.bh? = im dritten: 
ri 4.007 und im vierten: 


Y — 
Ql=8.bh? F zu ſetzen, wobei b die Breite und A die Höhe 
} 


des vectangulären Balfenquerfchnittes bezeichnen. 
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Beifpiele 1) Welche Laſt fann ein an feinen Enden unterftüßter Balfen aus 
Fichtenholz tragen, wenn verfelbe die Breite b = 7 und die Höhe A — 9 Zoll 
hat, und wenn der Angriffspunft dieſer Laſt von jeder Stütze 10 Fuß abiteht? Es 
it hier — 20.12 — 240 Zoll, daher nach der obigen Formel: 

Pl = 4.167 bA? = 4.167.7.81, 
und die gejuchte Tragkraft: 
4676 .81 


= — 58.45.27 — 1578 Pfund. 
P= 50 5 Pfund 


2) Ein an einem Ende eingemauerter eylindriſcher Stempel aus Holz fell auf 
feiner ganzen Fänge 2=5 Fuß eine gleichmäßig vertheilte Lat Q — 10000 Pfund 
tragen, welche Stärfe muß derfelbe befigen ? 

Es iſt bier: 

a3 7T 
Qi=2- 7 





= 2.785.r, 


folglich umgefehrt: 


10000. 10000.60 __ * 
= VE = V 130 > 382 — 7,26 Bol, 


alfo die gefuchte Stempelftärfe = 2 r = 14,52 Zoll. 


Relative Durchbiegung. Bei beweglichen Mafchinentheifen, wie 
3. B. bei Wellen, Nadaren u. ſ. w., fünnen Biegungen dadurch nachtheilig 
Fig. 385. auf den Gang der Ma- 
ſchinen wirken, daß fie ent- 
weder zu Schwingungen und 
Erjchüitterungen der Mecha- 
nismen oder zu einem un— 
vollfommenen Eingreifen der 
letzteren in einander Ver— 
anlaſſung geben, und des— 
halb beſtimmt man in ge— 
wiſſen Fällen die Querdi— 
menſionen dieſer Maſchinen⸗ 
theile nicht nad) den Trag- 
modul, fondern nad) der 
Durcpbiegung, indem man 
feftjegt, daß diefe ein be— 
jtimmter fehr Heiner Theil 
der ganzen Länge des Kör- 
pers oder Mafchinentheiles 
fei. 

M Wir haben oben ($. 217) 
fir einen an einem Ende 2 feitgehaltenen und am anderen Ende A befafte- 

ten prismatiichen Körper A SB, Fig. 335, die Durchbiegung 

28” 





g. 241 
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EINER 1 
EUTIFTIWE 
gefunden, und können alfo ihr gegebenes a. zur Pänge AB: 
[7 
ee m 


daher umgefehrt: | 
Pr=39WE 
fegen. 
Für einen parallelepipedifchen Balken Het man hiernad) 


Won E 
PR= 30° E= 2* 





und fir einen a 
prn— 39°C E=°a0rE 
— =7 j 


In der Regel ift das relative Biegungsverhältnig 4 — 5 — Usoo zu⸗ 
läſſig, und daher 


" 1 3x 
2 — — bR’E 
ı) PR=7; bKE=—= 


4 
5000 rt E 





u fegen. 
— man num für Holz den Elaſticitätsmodul — 1’600000 ein, fo 
erhält man fir daſſelbe: 
Pl — 800 bA®? = 7540 rt. 
Fir Gußeifen hat man E — 15’000000 Pfund, und daher 
PR = 7500 bh? = 70700 rt, 
und fir Echmiedecifen, EZ — 22'000000 Pfund, daher 
Pl: — 11000 bh? = 103700 rt. 
Für die Biegung bis zur Elaſticitätsgrenze ift dagegen ($. 235): 





2) Pl= T, oder pr = I, 
jegt man daher beide Ausdrüde für PL? einander gleich), fo erhält man: 
"= 30WE, 


folglich) das Verhältniß der Länge 7 des Balfens zum Marimalabftande e, 
wobei die Durchbiegung und die Spannung die Grenzwerthe 4 und 7’ zu- 
gleich erreichen: 
I __36E _30 
u — 


alfo für parallelepipediſche Körper 
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I 0 
— — 3 — 
h E 6 
und fr cylindrifche er 
3 


en alſo — ebenfalls — = Zr — 


wobei 6 die der Spannung 7 — oder Zuſammen⸗ 
nn bei der Elafticitätsgrenze bezeichnet. 


M— < — ſo — man * die erſte Formel den größeren Werth 


für PT, und iſt hingegen - > = ‚ jo erhält man durch die zweite Formel 


das größere Kraftmoment. Deshalb giebt bei einem gegebenen Kraftmomente 


(Pl) im erfteren Falle, wo alfo der Körper noch nicht die Yänge ! — (= e 


hat, die Formel 


rm 
FT .p 





& 
| BUN 4.06 
und im zweiten Falle, wo 7 > (Z) e ift, die Formel 
30 WE = PU 
die größeren Duerfchnittsdimenfionen. 


N 
Set man in dem u — =, u = * ‚ jo erhält 
3 0, un: 
man für alle — 72555 * wo 6⸗ — 





zu ſetzen iſt, — 0,006.600 = 3,6, und insbeſondere für einen pris— 
matiſchen Balfen aus Holz: 
18 


I ; —J 
7 ſowie auch 717 1,8. 


Nimmt man für Guß- und Schmiedeeifen 6 — 
für diefe Stoffe 


1 
Tsoo v jo ergiebt ſich 








l 3.1500 
—— 9, und daher 
l ER | 9 
7 ſowie ———— 4,5. 
Die Formel 
b.h® 3xr* E 
272 — — = 
=. 2000 — 2000 


gilt natürlich nur für den Normalfall, wo der Körper an einem Ende belaſtet 
und am anderen Ende feſtgeklemmt iſt. Bei einer gleichmäßigen Belaſtung 


$. 242 
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durch 9 hat man (nad) $. 223) ftatt P, 3/, @ einzufegen; ruht ferner der 
Körper an beiden Enden auf, und trägt er die Yaft in feiner Mitte, fo iſt 


P 
ferner ftatt P, 7 und ftatt 7, B ‚ alfo: 


bh’  snrtE 
PI 8.:.— km 8 — — 
2000 u 2000 


zu ſetzen, umd ift bei diefer Auflagerung die Laſt Q gleichmäßig vertheilt, jo 


6 
hat man ftatt P, 2 einzuführen. 


Beifpiele. 1) Welche Lait trägt bei ver Durchbiegung & Yon, ein hölgerner 
Balken in feiner Mitte, wenn er an beiden Enden aufliegt, und wenn feine Breite 
b = 7, feine Höhe A — 9 Zoll und der Abitand feiner Stügen von einander, 
I = 20 Ruß beträgt? Es iſt hier: 

„ 800 5b h3 6100.7.93 e 
P=#3. = — — — 7.9 = 567 Pfund; 

I: (20.12)? en — 
während im vorigen Paragraphen, unter der Vorausſetzung, daß der Balken bie 
zur Glaftieitätögrenze gebogen wird, P — 1573 Pfund gefunden wurde. 

2) Wie hoch und breit ift ein an beiden Enden aufruhender qußeiferner Träger 

— Pr — + - 
zu machen, welcher bei dem Dimenftensverhältnifie z, — 4, auf eine Länge von 
8 Buß eine gleichmäßig vertheilte Laſt @ — 4000 Pfund trägt? Unter der legten 
Vorausfegung iſt bier: 





5%, QRE = 8.7500 b 18, 


vi: 
5/, .4000..8°.12°— 8.7500 = MG 
Ye» gr. 12 8.7500 7 , ode vi = 4.6, 
folalic: 
h=4 V 6 — 1,565.4 — 6,26 Bell 
b= 5 — 1,565 Zoll. 
Nach der Formel des vorigen Paragraphen wäre 
} _ . \ S } 3 
Q1 = 8.1167 DAS, vrer 4000.8.12 = 8.1167: 


daher die erforderliche Höhe: 
af ann 
= ga — 4.137 = 5,48 Zell, 
i 


1167 
und die Breite des Balfens: 
= a — 1,37 Soll, 


Tragmomente, Aus dem Ausdrude 


mn 


1 
— 2 
Pil==bh r 


fir das Tragmoment eines parallelepipedifchen Balkens erjieht man, 
daß dieſes Moment wie die einfache Breite b und wie das Quadrat der 
Höhe h und daß die Tragfraft 
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BE 
überdies noch umgefehrt wie die Fänge () diejes Körpers wächſt, daß alfo 
bei einem jolchen Balken die Höhe einen größeren Einfluß auf die Haltbarkeit 
defielben hat als die Breite. Ein Balfen, welcher doppelt jo breit als ein 
anderer ift, trägt alfo hiernach nur doppelt fo viel als diefer oder auch fo 
viel als zwei ſolche Balfen neben einander zufammen; ein Balfen von der 
doppelten Höhe trägt hingegen (2)? — 4 mal fo viel als ein Balken von 
der einfachen Breite und einfachen Höhe. Deshalb giebt man auch den 
parallelepipedifchen Balken mehr Höhe als Breite, oder legt denfelben ftets 
auf die Schmale Seite, oder giebt vielmehr diefer Seite eine vechtwinkelige und 
der breiten Seite eine parallele Richtung zur Kraft (P). 
Da bh den Querſchnitt F'des Balkens ausdrüdt, fo hat man auch 
T 
Pl=Fh rw 
es iſt hiernad) das Tragmoment eines Körpers bei gleichem Querſchnitte und alfo 
auch bei gleicher Maſſe oder gleichem Gewichte, der Höhe deffelben ein- 
fach proportional. Sind z. B. b und h die Breite und Höhe des einen 


Körpers, und dagegen = und 3h die des anderen Körpers, ift alfo 


F= 23 h — bh der Inhalt ihres Querſchnittes, und haben alſo aud) 


beide Körper bei übrigens gleichen Verhältniſſen einerlei Gewicht, jo trägt 
dennoch der letztere 3 mal jo viel als der erftere, 

Iſt b —= Ah, hat aljo der Balken einen quadratiihen Querſchnitt, 
fo kann man das Tragmoment deijelben noch dadurch herabziehen, daß man 
der Diagonale defjelben eine aufrechte Lage giebte Es bleibt hierbei, wie wir 

. R _bW _ bi 
aus 8.230 willen, W unverändert — 5 = 75° 
gleich der halben Diagonale, d. 1. Y/, b V2—= 25V, wir. Deshalb ift 
dann: 


während dagegen e 


b* Tı/ T 
PlI= —— T=b< Y1,= 0,1078, 
12V Y, 59 6 


während bei Auflagerung mittels der Seiten, pI=w2 ausfällt. ©.$. 236. 
Ganz gleiche Verhältniffe wie beim parallelepipedifchen Balken kommen auch 


bei dem Balken mit elliptifchem Duerfchnittevor. Es iſt hier (nad) $. 231) 


3 — 
W= 7 ‚ und e — a, wobei vorausgefegt wird, daß die Halbare a 





parallel und die Halbare db rechtwinkfelig gegen die Kraftrichtung, alfo, wie 
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gewöhnlich, horizontal zu Liegen kommt. Hiernach hat man alfo für einen 
foldyen Balken: 
Pl u T— Fa 2, 

da der Inhalt des ellipti jchen Querſchnittes, F— nab zu jegen iſt. Er 
wächſt alfo auch bei diefem Ballen unter übrigens gleichen Verhältniſſen, das 
Tragmoment einfach wie der Inhalt und wie die Höhe a des Querſchnittes. 

Hdb—a—r, hat man es alſo mit einem cylindriichen Träger 
vom Halbmeſſer x zu thun, jo geht 





iiber. Es wächſt alſo das Tragmoment diejes Körpers wie das Product aus 
der Duerfchnittsfläche und aus dem Halbmeffer defjelben. , 

Bei gleichem Duerfchnitte oder bei gleichem Gewichte ift das Verhältnif 
des Tragmomentes des Körpers mit elliptifchen Querſchnitte zu dem mit 


freisförmigen, — —. Es ift daher der Balken mit elliptifchem Querſchnitte 


(wo « — r) ſtets dem einfachen cylindrifchen Balken vorzuziehen. 
Dafjelbe gilt auch bei allen anderen Duerjchnittsfornen; die regelmäßige 
Form (dad Quadrat, das regelmäßige Scheed, der Kreis u. ſ. w.) giebt bei 


gleichen Inhalte ſtets ein Kleinere Tragmoment als eine Form von größerer 
Höhe und Fleinerer Breite. 


Regelmäßige Ouerjchnittsformen ſind daher auch nur bei Wellen und 
anderen um ihre Yängenare id) drehenden Körpern anzınvenden, wo während 
der Umdrehung eine Querfchnittsdimenfion ftet8 in die andere übergeht, oder 
nad) je einer Viertelumdrehung die Höhe zur Breite und die Breite zur Höhe 
wird. — 


8. 243 Querschnitt hölzerner Balken. Wenn ein cylindrifcher Balken mit 
einem parallelepipediichen Balfen, deſſen Breite und Höhe — b ift, einen 
gleid) großen Querſchnitt F = ar? — b2 hat, jo ift das Verhältnig: 

- — Var = 1,77245, 
und dagegen das Verhältnig zwijchen den Tragmomenten M und Mı (Ms), 
und zwar erftens, bei Auflagerung des fegteren Körpers auf einer Seitenfläche: 
M r b 3 r 3 
— —_—.,— mu — — — — — 5. as — ‚3462 
RE 77 1,5. 0,564 0,3462, 
dagegen zweitens, bei aufrechter Stellung der Diagonalebene des letzteren 
Körpers: 
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Oo 
DD 


Er — 
Mm; 4 12  V3z 

Es ift alfo das Tragmoment des Cylinders (mit freisförmiger Bafis) im 
erften Falle Kleiner, und im zweiten Falle größer als das eines Parallelepipeds 
mit quadratifcher Baſis. 

Da die hölzernen parallelepipediichen Balken aus runden Baumftämmen 
gehauen oder gefchnitten werden, jo ijt die Frage, welches Dimenjionsverhäft- 
niß ift dem Querſchnitte eines ſolchen Balfens zu geben, damit er nod) das 
möglichft größte Tragvermögen behalte ? 

Es fi 'ABDE, Fig. 386, der Duerjchnitt des Stammes, AD — d 

fig. 386. der Durchmeſſer deflelben, ferner 
AB — DEb 
die Breite und 
AE— BD M 
die Höhe des Balkens. Dann ift: 
b? + h? — d?, oder 
h? — d? — 8, 
und das Tragmoment: 





— 3.0,3989 = 1,1967. 





7 = 
— —ı 21— — 2 — 62 
PI=Zbm—=—b(d — D) 


Es fommt nun darauf aı, 
b (de — 2) —=bd: — d 
fo groß wie möglich zu machen. Segen wir ftatt b, b + x, wo x fehr Hein 
ift, jo befommen wir für den legten Ausdrud: 
(b +x) d — (b + x)? — bad? — dB? + (d? — 3b?) x — 3b, 
infofern wir x? vernadjläffigen, und daher die Differenz beider Ausdrücke 
y= + (d? — 30?) x + 3ba?. 
Damit der erfte Werth bd? — b° in jedem Falle größer ausfällt als der 
legte, muß die Differenz 
y= + (d? — 3b?) x + 3b? 
pofitiv fein, man mag b um x größer oder um x Heiner nehmen. Dies ift 
aber nur möglich, wenn d? — 3b? — 0 wird, denn dann ift diefe Differenz 
— 3bax?, aljo pofitiv, wogegen, wenn d?2 — 3b? ein pofitiver oder negati- 
ver reeller Werth ift, 36x? vernacjläffigt werden kann, und jene Differenz 
— + (d? — 3b?) x, d. i. mit = gleichbezeichnet, alfo bald negativ, bald 
pofitiv ausfällt. Segen wir nun d? — 3b? — 0, fo folgt die gefuchte 
Breite: 
b—=dV!, und die entjprechende Höhe: 


h= Ve— u — aV?),; 


aljo das Verhältnig der Höhe zur Breite: 
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: v2 


= — — — 1,414 oder ungefähr wie ?/,. 


Man joll . den Baumſtamm fo zimmern, daß daraus ein Balfen her: 
Fig. 387. 


vorgeht, deſſen Höhe zur Breite ſich wie 7 zu 5 verhält. 
Um den der größten Feftigkeit entiprechenden Querfchnitt 
zu finden, theilen wir den Durchmeſſer AD, Fig. 387, 
in drei gleiche Theile, errichten in den Theilpunften M 
und N Berpendifel MB und NE, und verbinden die 
fi) ergebenden Durchſchnittspunkte B und E im Kreiſe 
mit den Endpunkten A und D durd) gerade Linien. Es 
iſt dann ABDE der Querſchnitt des größten Wider- 
ftandes, denn da 

AM: AB=AB:ADwWAN:AE=AFE:AD, 


jo ift: AB=b=VAMAD=-VYdd=dV", 
und AE=h—=VAN.AD—=V®2,d.d=dqaV®}y, 
h ae 


» 





aljo: , wie aud) wirklich verlangt wird. 


Anmerfung 1. Der Baumſtamm hat das Tragmoment: 
nT 
Pil= Tr: . rd, 


für den daraus gezimmerten Balfen vom größten Widerſtande ift dagegen das 
Tragmoment: 





sT 
pI= 4 N = ds — r8; 
— Van vB 
es verliert folglich der Stamm durch das Beichlagen um 
8 4 
1—- —.Z—=1-06 = 0,55 
v2 7 


d. i. 35 Procent von feiner Tragfraft. Um diefen Verluft zu mäßigen, bebaut 
man den Stamm oft nicht ganz vierfantig, jondern läßt ihn noch mit — 
ten Kanten. 

Ein aus demſelben Stamme gezimmerter Balken mit quadratiſchem Querſchnitte 
hat das — 





weil hier Breite = — —=d V Y, —0,707 d ift; daher fällt hier jener Berluft gar 
8 4 8 
= — — 4 m — — — 1 — 060 = 0,40 
6.2y2 7 3nV2 j 


d. i. 40 Procent aus. 


(Anmerfung 2.) Um aus einem Baumftamme einen parallelepipediichen Bal— 
fen zu erhalten, deilen Biegungsmoment ein Minimum, für welchen alfo auch 


= 7 (vergl. $. 241) fo Flein wie möglich ift, fommt es darauf an 


$. 244. Die Biegungs-Elaſticität und Feſtigkeit. 445 


3 
— 14 over d as — h3 VA? — 72, oder (bh92 — h6 (d2 — %9) 


— d?2h° — 12 
jo groß wie möglich zu machen. Das Differenzgialverhältni des letzteren Aus— 
druckes in Hinficht auf A ift: 
6 d2hö — 8A”, 
und giebt Null für A? — %,d2, d. i.: 
aVv3 
2 


h=d 77 — 





und 


——— — d 
b=V@— m - Vy@- 5. 
Kür diefe Werthe (I. analyt. Hülfslehren Art 13) iſt das Biegungsmoment des 
Bualfens ein Minimum, 
v3 


- - ’ J * - 2 wo. J 
Es iſt hier = — = 1,7321, alſo nahe = 7/,, während oben für das 


h a s 
Maximum des Tragmomentes F annähernd — 7/, gefunden wurde, 


Diefer Forderung entipricht die Gonftruction in Fig. 387, wenn man AM 
= DN=,,AD madt. 


Ausgehöhlte und gerippte Balken. Für einen hohlen paral- $. 244 
lelepipediſchen Balfen ıft nad) $. 228 





bh? — b, h) 
= _— ‚ und daher das Tragmoment: 
WwT WT bh — bhh?\ T 
e Il, h 6 
— 
Setzen wir noch 3 — u um 1 — v, fo erhalten wir: 
bh? — b, h? 


— 2 — u? 
7 — bn (1 uꝰv), 


und da nun dann der Querſchnitt des Balkens, 
F=bh bh =bh(l — a) iſt, ſo ergiebt ſich: 


— as 
Pi (— .Fh-Z. 


1 — uv 
1—-wv 1—uv buv—uv (1 — ud) ur 
— — 1 — ur Zi 1 — uv 


um fo größer ausfällt, je größer v ift, fo erhält man den Marimalwerth von 
Pl, wenn man » — 1 einfeßt, und zwar: 


1— u? E 
ı) Pil=|1 + ws rz-=ltetm)Fh 
Nimmt man dagegen v — w an, fo erhält man: 


2) PI—=(1 + u) Fh re 


2 
6 
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In beiden Fällen ift uw fo groß wie möglich und daher nahe — Eins zu 
nehmen, find alfo die Wände des Balfens möglichit dünn zu machen, wenn 
der Balken die möglichft große Tragfähigkeit befigen ſoll. 

Hiernad) hat man für u — ], im erfteren Falle: 


PI=3Fh = = 13 7. und im zweiten: 


Pl=2Fh ! = FRA 2, wogegen 


zT 
PI—Fh rn ausfällt, wenn man a — 0 annimmt, 


In allen drei Fällen wählt die Tragfähigfeit des Balfens bei gleichem 
Querſchnitte (F) oder Gewichte mit der Höhe (A) gleihmäßig; fie ijt aber 
im erften Falle, wo der Balfen aus zwei Querrippen befteht, am größten, 
im zweiten Falle, wo er eine parallelepipediiche Röhre bildet, eine mittlere, 
und im dritten Falle, wo er aus einer oder zwei Tragwänden befteht, am kleinſten. 

Denn z. B. ein mafjiver Balken mit den Querfchnittsdimenfionen db, und 
h, denfelben Querfchnitt oder daffelbe Gewicht haben ſoll, wie der gedachte 
hohle Balken, jo ift: 

bi Aı 


F=b, hı —bh — b, hı, d, i. 2 bi h; hi oder TR — v— lin. 


Nimmt man nun nod) a — a an, jo erhält man u —=r — V% und 


daher das Verhältniß zwifchen den Tragen beider Balfen: 

p (1 —u’v) h 1 — 

er = )VF=uV IV men; 
es bejigt alfo dann der hohle Balfen mehr als doppelt fo viel Tragfähigkeit 
als der gleich ſchwere mafjive Balten, welcher genau diefelbe Geftalt und 
Größe hat wie die Höhlung des erfteren. 

Diefelben Berhältnifie finden natürlich) auch ftatt bei den Iförmigen 
Trägern, da fie (nad) $. 228) dafjelbe Maß W des Biegungsmomentes 
befigen. Ebenfo laſſen ſich diefe Formeln auc auf Körper mit mehr als 
zwei Hauptrippen, wie z. B. mit einem Querſchnitte, wie Fig. 388, an- 

Fig. 388, wenden, wo b die Breite der Fuß- und Dedplatten AB 
und CD, und A die ganze Höhe A D— B (, fowie b, die 
Summe der Breiten und A, die Höhe der hohlen Räume 
M, N, O, P, bezeichnen. 

Für eine Röhre oder fiir einen hohlen Eylinder 
hat man diefelben Berhältniffe wie für einen parallele- 
pipediichen Balken. Ift » der äußere und rn, — ur 
der innere Halbmefjer, fo ift das Tragmoment dieſes 
Körpers: 
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a Ze! — jan — (IE zZ 
r 


— (1 + W) Fr. 


Pi= 


Diefer Ausdrud wird um fo größer, je mehr fih u — der Einheit 


nähert, je Heiner aljo die Wandftärfe der Röhre ift. 
Segt man au — 1, fo erhält man das entfprechende größte Tragmoment: 
PI=2Fr Fr 


— 


Vergleicht man die Tragkraft dieſer Röhre mit der eines gleichſchweren 
maſſiven Cylinders vom Halbmeffer r, = ur = r V la, jo hat man, da 
für diefen 


Pl=Fn-2=uFr-Z ift, 


— — — 
„= > (1 E —8 — Vs — 2.12, 
genau wie beim parallelepipedifchen Balfen unter denfelben VBorausfegungen. 
Es ift endlich aus der allgemeinen Gleichung: 
“ 2 i 2 
— — rn Tr 3 + an + 3 T=(F, u +F,u,+ Ne T 
unmittelbar zu erfehen, daß das Tragmoment eines Körpers um fo größer 
ausfällt, je größer die Entfernungen 2, = ke, 2a — We u. ſ. w. ber 
uerjchnittstheile Fy, Fo u.f. w. von der neutralen Are find. Da nun aber 
diefe Entfernungen höchſtens — e fein können, fo wird folglich derjenige Bal- 
fen das größte Tragmoment befigen, deſſen Querjchnittötheile einen und den- 
jelben und zwar möglichſt großen Abftand von der neutralen Are haben. 
Ein folder Körper befteht folglid) nur aus zwei Duerrippen. Da die zur 
Verbindung der Duerrippen dienenden hohen Rippen der Forderung eines 
größten Tragmomentes nicht entfprechen können, jo ift e8 aud) gar nicht mög— 
(ich, mit der Tragkraft eines Balfens ein abjolutes Maximum zu erreichen ; 
und man muß fid) daher nur damit begnügen, die Tragfähigkeit eines Bal- 
fens durch Aushöhlung oder Schwächung defjelben in der Nähe der Are und 
durch Anbringung von Rippen oder Yedern in möglichft großem Abftande von 
der Are zu erhöhen. 

Die Dice, welche die Mittelrippe eines folchen Körpers erhalten muß, um 
der Schubfeftigfeit widerftehen zu können, wird im folgenden Kapitel beftimmt. 


PI 


Anmerkung. Unter der Vorausjegung, daß die Tragmodel mir den Feſtigkeits— 
modeln wachjen und abnehmen, geben die englifhen Ingenieure den Trägern aus 
dem dem Zerbrüden mehr wiverftehenden Gufeifen auf der Zugfeite und dagegen 
den Trägern aus Schmiedeeifen, welches dem Zerreißen mehr wiverfteht, auf ber 


$. 245 
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Druckſeite eine beiondere Veritärfung. Ruhen viefe Träger an ihren Enden auf, 
jo erhalten fie deshalb, 3. B. je nachdem fie aus Guß- oder aud Schmiedeeifen be— 
ftehen, entweder eine breitere und dickere Fuß-, oder eine breitere und dickere Kopf: 
platte, oder jtatt derſelben Doppelplatten mit verticalen Zwifchenwänden, äfnlich 
wie Fig. 383 zeigt. Gußeiferne Träger erhalten in diefer Abficht die fchon aus 
dem Obigen ($. 237) befannten T und T fürmigen Querſchnitte. 


Beifpiel. Gin Tragbalfen aus Eichenholz von 9 Zell Breite und 11 Zoll 
Höhe, welcher feither hinreichende Tragfraft gewährt hat, fell durch einen hohlen 
qußeifernen Balfen von 5 Zoll äußerer Breite und 10 Zoll Höhe erjegt werden, 
von welcher Stärfe wird man denjelben gießen laſſen müflen? Sebt man die top- 
pelte Metallitärfe defielben — x, fo hat man die Breite der Höhlung = 5 — z, 
und die Höhe derjelben — 10 — x, folglich ift für den hohlen Balfen: 
b,h?—b,h?—5. — 2) (10 — 2)? =250 & — 450.2 + 35 2° — at, 


DD (2500% — 450 2? 4 35 #3 — xt). Wenn für den 


= 9.112 Y, . 1089000 


und dag Tragmoment Pl= —— 50 


maſſiven hölzernen Balken das Tragmoment Pl= 


ift, fo hat man zu jeßen: 
709 .(2500 2 — 450 2? + 35 2° — xt) = 1089000 oder: 
25002 — 45022 + 3523 — xt = 1556. 
556 
Zunächſt iſt annähernd = — = — 0,62, wofür aber 2 = 0,65 gejegt wer— 
den foll. Dann folgt 450 2? = 450. 0,4225 = 190,12, 35 &° == 9,61, x! = 0,18; 
daher läßt ſich ſetzen: 
__ 1556 + 190,12 — 7,56 + 0,18 __ 1738,7 
* 2500 2500 
und folglich die geſuchte Metallftärfe: 


— 0,3475 Zoll. 


— 0,695 Zell, 





2 
2 


Excentrische Belastung. Wirft die Kraft eines an feinen Enden 
A und B aufliegenden Balken, Fig. 389, nit in der Mitte, ſon— 
Fig. 389. dern fteht der Angriffspunft D der- 

jelben um die ungleichen Abftände 
DA=!,ud DB= 1, von ben 
Stügpimften ab, fo befigt der Bal- 
fen eine größere Tragkraft, al$ wenn 
diefe Kraft in der Mitte des Balkens 
niederzieht. Bezeichnen wir die Kräfte, 
welche die Stüßen A und B aufneh- 
nen, durch P, und P,, und die ganze 
Fänge des Balkens AB—=I, +1, 
wieder durch 7. Segen wir nun in 
Beziehung auf den Stützpunkt B, das 
Moment von P, gleich dem von P, 
und ebenfo in Beziehung auf den Stüg- 
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punkt A, das Moment von P, gleid) dem von P, alfo PT—= Pl, und 
P;,1 — Pl, fo erhalten wir die Kräfte in den Stützpunkten: 

Pı, -2rwn—4Pr, 
und folglich ihre Momente in Hinficht auf den Angriffepunft D: 


dt 
Pl Pl — Fun. 


Fir irgend einen anderen Punkt I, deifen Entfernung 3 E vom Stüg- 
punfte B, — » iſt hat man diefes Moment: 
P;, . BE — 
kleiner als das gefundene; es iſt folglich auch in D die ſtärkſte Biegung, und 
die Tragkraft nur in Hinſicht auf dieſen Punkt zu finden, alſo: 


Pll WT 
— = — zu ſetzen. 





. l l * 2 I 2 
Führen wir hn = — — 2. wdh —=— + xein, fo erhalten wir das 


Kraftinoment aud): 


NED ED IRLEN 
Pu, N a ER 


— — — — — — — 
— — 


und es fällt alſo hiernach die Tragkraft: 
I! WT IWT 
De Tr — 
I, I, [# 6 2") 
7 e 


— — 
um fo größer oder kleiner aus, je größer oder kleiner = ift. Für x — 3 


d. i. für 4, — 0, wenn alſo P bi8 zur Stüge A hingerückt iſt, hat man: 
SW 
0.e i 
dagegen fir 20, d. i. wenn die Laft P in der Mitte hängt, ift die Trag- 
kraft ein Minimum, und zwar: 
WT 
P=4 77° 
wie wir bereit8 aus $. 240 wiſſen. Es trägt alfo ein an den Enden auf- 
liegender prismaticher Balken in der Mitte am wenigften, und dagegen 
immer mehr und mehr, je näher die Laſt einem Stügpunfte gerückt wird, 
Wenn man den Krümmungshalbmeſſer umkehrt, und folglich die den Kriim- 


mungen felbft direct proportionalen Kraftmomente an den verſchiedenen 
Stellen des Balfens als Ordinaten aufträgt, jo erhält man ein anfchauliches 
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Bild von der Verichiedenheit der Biegungen des Balkens an verjchiedenen 
Stellen deſſelben. Wird in dem foeben behandelten Falle das Kraftmoment 


PR; : — . 
2 in D, durd) die Ordinate DZ, vepräfentirt, und werden vom End- 





punfte Z derjelben aus nad) den Endpunften der Abſeiſſen DA — I, und 
DB= 1, gerade Linien ZA und ZB gezogen, jo begrenzen diejelben die 


fämmtlichen Orxdinaten, wie (4. B. EN), weldje die Biegungsmaße an 








2 EN DL. 
den verfchiedenen Stellen des Körpers angeben, denn ba EBTDR ift, 
jo folgt: Ä 

—zÄr __ EB 2 Tr PI I, — Pi z 

ee Ne 


wie wir oben gefunden haben. 
fig. 390. Ein anderer in ber 


Praris nicht felten vor- 
fommender Fall ift der, 
daß eine Laſt Q — cg 
gleichförmig ver— 
theilt iſt auf einen 
Theil EF = c der 
ganzen Fänge? des Bal- 
tens AB, Fig. 390. 
Bezeichnen wir wieder 
die Entfernungen der 
Mitte D diefer Laft von 
den Stügpunften A und 
B, durch 7, und 7,, ſowie 
die von diefen Punkten 
aufgenommenen Kräfte 
duch P, und P,, fo 
haben wir aud) wieder 





und 


I, eg 
P, = -— — — ⸗ 
— 1 Q ] 


Wäre Q nicht vertheilt, fondern griffe diefe Kraft nır in D an, fo wilrde 


= Fi 
das Moment fir D, — en - 


Ordinate DL vepräjentirt, jo ließen jic) die Momente fir die anderen 





fein, und wenn man daſſelbe durd) eine 
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Punkte von AB durd) die geraden Linien ZA und ZB abjchneiden. Da 
aber für die Punkte innerhalb FF den Kräften P, und P, nod) die darliber 
liegende Laſt entgegenwirkt, jo erleiden die Ordinaten zwifchen EG und FH 
noch eine Verminderung. Für den Mittelpunkt D der belafteten Baſis EF 
fommt 3. B. da8 Moment des halben Gewichtes, d. i.: 


L. _WI 
> 7 ML, 


in Abzug, und es bleibt daher von der Ordinate DL — 
das Stiid: 

ge 
übrig. Fur einen anderen Punkt N, deſſen Abſciſſe AN — x fein möge, 
ift dagegen das Moment: 


— l 2 
.NA— NE.g: A Pe de Bl le — ha, 


— — 1 2 
und wenn nun P, x durch die Ordinate NR und —— + /a.)?q 


durch das Stitd SR vepräfentivt wird, giebt die Ordinate N I das ganze 
Moment: 
(x — I + Yae)?y 
2 
an. Dafielbe fällt natürlich für verjchiedene x, d. i. für verfchiedene Punkte 


ſehr verſchieden ans, ift aber fr u + ıszc—H en Marimum, 
q 


Pız — 


und zwar: 


z pP, k P:’ 
— ——— | — 1 — — 
—VF — n— 40) 
F (1 J gar ( eN\ 
— ı — — — il — — — — 
P( er | LAN: 21 ale een 


Hiernad) — wir für das Tragvermögen dieſes Balkens zu ſetzen: 


Qllz (1-3)- #2. 
2 — — 


Beiſpiel. Welche Laſt trägt ein hohler parallelepipediſcher Träger aus I, Zoll 
dickem Eiſenblech, deſſen äußere Höhe 16 Zoll und äußere Breite 4 Zoll beträgt, 
wenn er auf 5 Fuß Länge gleichförmig belaftet wird und die Mitte diefer Länge 
von den beiden Stüßpunften 8 und 4 Fuß abiteht? Ge ift hier 

DW —bhh? _4.16° — 3.15% _ 
u 391,2, 
ferner: 
Welsbach's Lehrbuch der Mechanik. I. 29 


45% Burter Aber. Jmritet Garitel [$. 246. 








i — 23 18 * 
ee U 4 ER ——— 
IN 2; 3 21 2t 2 
uns naher 172 zeizher Sit: 
3 5,5 
Q - 2.32.21. 22. „m = Bio Fun 
Piz * —8 


Armertana. Beam rm rt Q che Sehe über FF vertbeilt ii, ſen- 
sun ve em Hirte verieium m den Gremium E zur Foangrent, te int die Linie 
— 


G MH ee zuare, umr 008 arise Moment ne Ormzıe GE. alte: 
41, ( J WT 
5 


h--)= — 


%, 7 
ja fegen, xciern |, ven größeren Abranr DA, zu L ven fleraeren Abſtand DB 
“er Mitte D won ven inun A mr B ietme. 


5216 An beiden Enden eingemauerte Balken. it ein in der Mitte 
C belafteter Balten AB, Fig. 391, an beiden Enden eingellemmt, fo 


#3. 391. 





nimmt derfelbe in der Mitte C eine Biegung nad) oben, und in jedem der beiden 
Auflagerungspunfte A und B eine Biegung nad) unten an, und es bilden 
fi) dabei in den Mittelpunften D und E der Balfenhälften CA und CB 
Wendepunfte, wo die Biegung Null oder der Krümmungshalbmeſſer unend- 
fi) groß ift. Das Gewicht P wird zur Hälfte von AD und zur Hälfte 
von B E getragen, und e8 ift daher anzunehmen, daß beide Balfenviertel AD 


und B E an ihren Enden D und E durch z abwärts, und dagegen die Bal- 


fenhäffte D M an jedem ihrer Enden D und E durd) (- £) aufwärts ge= 


bogen wird. Jede diefer Kräfte hat den Hebelarm AD — (Du. ſ. w. — = 
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=-, es ift folglich das Moment derfelben: 








Pı PI 
77-7 daher auch: 
e wu ‚und die Tragfraft 
4 ’T 
-77=17 WE zu fegen. 


Es trägt alſo ein folcher Balfen — ſo viel, als wenn er an beiden 
Enden frei aufliegt. 


5—5—— — — 
Macht man die Ordinaten AH= BK—= CL= L. und zieht man 


die Geraden ZZ und KL, fo fchneiden die letteren die den Kraftmomenten 
und Biegungen proportionalen Ordinaten (MN) fr jede andere Stelle (M) 
des Balfens ab. 

Sett man in der gefundenen Yormel den Yeftigfeitsmodul K ftatt des 
Tragmoduls 7 ein, jo giebt fie natürlich die Kraft zum Zerbrechen des Bal- 
fens, alfo: 

_8WK 
Te 

Da die Krümmungen in A, B und C gleich groß jind, fo erfolgt natür- 
lich auch das Zerbrechen in A, B und C zugleid). 

Wenn bei der vorigen Balfenlage die Laft Q — 1!g gleichmäßig ver- 
theilt ift, jo nimmt der Balfen zwar aud) zwei Biegungen nad) unten und 
zwei Diegungen nad) oben an, nur liegen die Wendepunfte D und E, Fig. 392, 

Fig. 392. 


44 





nicht in der Mitte der Balfenhälften, da die Biegungsfräfte R, R der 
Stüde AD und BE nod) durd) die darauf liegende Yaft unterftügt, und 
29* 
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dagegen die Wirkung der Biegungsfräfte — AR, — R des Mittelftüdes 
DE von dieſer Laſt gejchwächt werden. Segen wir die Lünge AD=BE 
— I, und die finde CDD= CE=—=1,, fo haben wir die ganze Länge 
bes Balkens: 7 — 2 (1 + 1,), ferner die Laſt auf AD oder BE, Qı 
— gli, und dagegen de uf DE,= & —=2R=2gl,. Da nun 
AD durch R und Q, niedergebogen wird, fo ift nad) $. 216 und $. 223 
für den Neigungswinkel EDT—= DET=a be REN: D gegen 
den Horizont: 


RW | Qu 
— 


und da umgekehrt CD von (— R) aufwärts, und von Q, abwärts gebogen 
wird, fo hat man für diefelbe Stelle (D) aud): 

RU Qu 

2 awE— 6WE 

Set man nun beide Werthe für « einander gleich, jo ergiebt fich die 


Beziehung: 


ud = 


3R(G? — 1) — A! + Ql}, ober 
3 dgl’ +), d. i. 


l 5 l 3 
[e-@-leu+@-) 
Durch Auflöfung diefer Gleihung erhält man: 
2⸗Vm und = zu- Vi) 


fo daß ſich nun das Kraftmoment in Hinfiht auf die Mitte C: 
Rl, Rl, gE gu gl 


Fig. 393. 
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— 
M=Rlı + dh + a = al (% r 4) 


- Yy)a+ VW) 


(1 
er 7) ' 1 OR * 
Es iſt hiernach die Tragkraft dieſes Balkens: 
g= 1.77 _ 3 8WT 
le 3 Ie 
d. i. ?/; mal fo groß als im vorigen Falle, wo die Yaft in der Mitte C 
wirft. 
“ 


Trägt man — al& Ordinaten in A und B, fowie 57 * als a in C 


ge 1 
8 
glas 








auf, macht man alfo AH = BK— e ud CL— — 2 fo erhält 


man drei PBunfte 7, K und Z der Cure HDLEK, woburd bie 
Beränderlichfeit der Biegung des Balkens an verfchiedenen Stellen veran- 
ſchaulicht wird. 


Beifpiel. Wie Hoch läßt fi in einem Getreivemagazine das Korn auffchütten, 
wenn der Boden auf Balfen von 25 Fuß Länge, 10 Zoll Breite und 12 Zol 
Höhe ruht, die Entfernung zwifchen den Aren von je zwei Balken, = 3 Fuß be 
trägt und ein Eubiffuß Kornmafle 46,5 Pfund wiegt? Wenden wir bie lepte 
Formel QI = 12.167.bh®? an, fo müflen wir fegen: 

b=0W, kh=123,i= 23.12 = 500, 
folglich: 
12. 167. 10. 144 
= — — * 9619 Pfund. 

Nun wiegt aber ein Parallelepiped Kornmaſſe von 25 Fuß Länge, 3 Fuß Breite 
und z Ruß Höhe = 25.3.2.46,5 Pfund; fegen wir daher diefen Werth — Q, 
fo folgt die fragliche Höhe der Aufichüttung : 


9619 
— — — 
er et 


Ungleich unterstützte Balken. Wenn ein Balfen ABO, Fig. 394 $. 247 


(a.f.S.), an einem Ende A eingemauert ift, und am anderen Ende 
B aufruht, und die Paft P im der Mitte zwifchen A und B wirft, fo ift 
nach $.221 der von der Stüge B aufzunehmende Drud: 

5 





P — ist 
daher das Kraftmoment in Hinficht * ©: 
— > 5 
REN 
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hingegen da8 Moment in Hinficht auf A: 


— | Ds 
ÄAH= PS —Bi=pı( — 


Fig. 394. 








Pl 5 





Nimmt man x —= 


PP, 16—5 2 


I 


— 32 


alſo größer, und hiernach 
die Tragkraft: 


er 
a ra 
zu ſetzen. 
Für einen Zwifchenpunft 


M, weldjer um UM = «x 
von der Mitte C' abjteht, 
ift diefes Moment: 


MN=P — F e) 
N l 

— Pı=P, — 

(A P, > 

— (P— P,) Jr 


25 an, jo erhält man 


denjenigen Punkt D, wo das Moment Null, alfo der Krümmungshalbmeſſer 
unendlich groß if. Die Beränderlichfeit diejes Momentes und die der Bie— 
gung des Balfens wird durch die Drdinaten dev Geraden HL und LB ver: 


anfchaulicht, welche durch die Endpunfte von AH — 2 Pl und von 


5 
(L= 39 PL gehen. 
J 


ft endlich der auf dieſelbe Weiſe unterſtützte und feſtgehaltene Balken AB, 


dig. 395. 





Fig. 395, gleichmäßig, 
und zwar wie wir feither 
gewöhnlich angenommen ha⸗ 
ben, auf den laufenden Fuß 
Balfenlänge mit 4 belaftet, 
jo läßt ſich zunächſt die 
Stüßfraft PR in B wie 
folgt bejtimmen. Bet der 
Balkenlänge AB —= 1 ift 
die ganze Yaft Q— 1y 
und das Kraftmoment in 
Hinficht auf einen Punft 7 
im Abſtande BM—=x 
vom Stißpunfte B: 
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ER N 
RS= Pı x Z 
folglich der entfprechende Neigungswintel: 
„Ay eo 
2 WE 6WE 
und (nad) $. 217 und 8. 223) die zugehörige Durchbiegung : 
y HN Pı (1? x — 1/, 23) — q (13 x — xt) 
Da nun aber A fo hod) wie B liegt, fo ift die Ordinate in A, d. i. für 
x 1, y = 0, und daher zu ſetzen: 
3 .Pı .?/a B — g./ı1t, 
woraus nun der gejuchte Drud in B: 
Pı = "sql =; Q folgt. 


Segt man diefen Werth fir P, in den Ausdrud fir das Moment, fo 
erhält man dieles: 


— 2 
RS = 34, 9x — I = — 2); und daher fir x — 1: 
— — 
AH „_=-7 


Für = BD =’, 1 ift ferner diefes Moment — Null, und für 
x = BE=3/;1ift 8 ein Marimum: 


— gg 9 
FA 8. 128 —— 198 * 
Da \- — — (it das Moment AN in 
= —2 QL iſt, fo fällt da omen 


Hinſicht den feſten Punkt A größer aus als das Moment Xin Hinſicht 
auf die Mitte Kvon BD, und e8 ift daher die Tragfraft dem Momente < 


entfprechend zu beſtimmen, d. i. 





le 
zu jegen, wobei natürlich vorausgejegt wird, daß der Tragmodul für Drud 
und Zug einer und berfelbe ift. 


Diefe Tragkraft ift 8. 3/5 — ?/, mal jo groß, als wenn bei derjelben 
Auflagerung des Balfens die Laft in der Mitte wirkte, 
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$. 248 InZwischenpunkten belastete Balken. Wenn ein an beiden Enden 
mit gleichen Gewichten P, P belafteter Balfen A B, Fig. 396, in zwei Bunften C 
Fig. 396. und D unterftigt ift, welche von 
den Enden A und B um AC 
—=BD=|I, abftehen, fo 
nimmt jeder diefer Punkte die 
Kraft P auf, und es ift für 
einen Punkt M innerhalb CD 
das Biegungsmoment 
CL=DO—=MN 
— Pin —I)— Pn—=Pl, 
conftant, aljo die neutrale 
Are von CD freisförmig 
— gebogen, wogegen für einen 
Punkt U innerhalb AC diefes Moment UV — Px veränderlich, jedoch 
fleiner als PT, ausfällt. 

Der Krümmungshalbmeier von Mittelſtück UD it r — ni folg⸗ 
VPIih 
2r  2WE' 
wenn I die Länge diefes Mittelſtückes bezeichnet. Ferner folgt die Bogenhöhe 

(,p m pe 











ı 


(ich der Neigungswinfel der Balfenare in C und D, a, — 


MS=a=  - m or — die Bogenhöhe von CA 
Pi Pi? * A 
6 — — — — — 
“=ahtgwEaWwE' SWE wagt 
Das Tragvermögen diefes Balfens ift Pl, — I. 


. Iſt derfelbe Balken AB, wie Fig. 397 darftellt, gleiämäßig, und zivar 

auf den laufenden Fuß mit 4 belaftet, jo fällt bei gewiflen Verhältniffen das 

Fig. 397. Biegungsmoment theils po- 

jitiv, theil® negativ, und 

daher in zwei Punkten 77 
und V Null aus, 

Für einen Punkt inner- 
halb AU und BD ift die 
jer Moment 1/,yx?, fiir 
einen Punkt zwoifchen C 
und der Witte DZ oder D 
und M dagegen, da der 
Drud in Cund D,den Werth 


1,9 = (ll +l)qa hat: 
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RBS=y=!h(@+ lg — (ulth)ag= hl Tat 1Ng 
und fällt daher Null aus für «2 — x — — 1}, d. i. für 


! 2 i 
welches natürlich bedingt, daß I, — < 5,81. CA< CMif. Außer— 


dem bleibt das Biegungsmoment ſtets pofitiv, wie 3. B. Fig. 398 darſtellt. 
Das Diegungsmoment ift ein Maxi⸗ 


fig. 398, 


— 
mum oder Minimum für x — 7 
und zwar 


—— 
— 2 2 i 9; 


während das Biegungsmoment in C 
und D, CL=DO—!/,q1} beträgt. 
St hiernach im erften Falle, 


"ig. 397, (>) — 1 > 1, ober 


ı 2 = Fi J — — 
(3) >217,6.1.1>7,V8, fo fält MN > CZ aus und man hat das 





ZTragvermögen des Balfens, da fid) y — er jegen läßt: 
1 
IND, 
Elan = "2", mine 
2 pn 
9 Ben == — zu ſetzen ift, wenn 7 < 1,V8 ausfällt. 
Ungleichförmig belastete Balken. Wenn ein Balfen AB, Fig. 399, 8. 249 
ungleihförmig, jedoch fo befaftet ift, daß die Laft auf den Laufenden Fuß 
Dalfenlänge mit der Entfernung von der Balfenmitte C nad den Enden zu 
Fig. 399. gleichmäßig wächft, jo finden folgende 
ſtatiſchen Verhältniffe ftatt. 
St7=AB=204A=20B, bie 
Länge des Balfens, zwifchen den Stüt- 
punften A und B gemeffen, 4 das Ge- 
wicht der Laſt pro Flächeneinheit Quer— 
Ihnitt, und E der Neigungswinfel 
ACD= BUE der Begrenzungsebenen 
CD und CE der Laft, jo hat man das 
Gewicht eines Laſtprismas ACD 





8. 250 
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— BCE, weldes von einem Stitpunfte getragen wird, 


—⸗ *X 
— (5) tang.g.9— Ysul?tang. 9, 


und folglich das Moment diefer Kraft im Hinficht auf einen Punft N, 
welher um AN = x vom Stügpunfte A abjteht, 
— . Us gl2xtang.o. 


Das Gewicht des Laſtprismas Über AN — x ift y ( ABEND um, 


__2AD+NL AN 
und der Schwerpunkt defjelben jteht von N um N PT GDENT. — 
ab, folglich iſt das Moment dieſes Prismas in Hinſicht auf N: 

2 


— 
Y»=q(24AD+ nn)“ — J tang. 0 + (- — ») tang. F 


— J tang. 0 @al—x), 


und das ganze Diegungsmoment des Balkens in N: 
Nu=y=y, — 14y Ur a — 6/2? + 42°) 


__gxtang._ 


JÄE- 
Br — 61 + 4m) = —90) _ x |tang.e, 


wenn man ON =ı4 — — x jest, alſo die Abſeiſſe x, von C aus mißt. 





2 
13 
Dafielbe ift für x — = ein Marimum, und zwar zn tang.e, daher ift 
aud) das Tragvermögen diefes Balkens: 
ql Qgı _wı 
48 tang.Q, d i. an z 
während bei gleichmäßiger Belaftung das — 
5 PR 200 A LE (+) - | 
Ft ee ll), 
2 -e]ı 
— IN “ iſt, 
21 
und daher das Tragvermögen — Le folgt. 


Zweifach belasteter Balken. Wenn ein an beiden Enden frei auflie: 
gender Balfen AB, Fig. 400 und Fig. 401, in einem Punkte O, welcher von den 
Stüßpunften A und Bum CA I und CB], abfteht, eine Laſt P und 
überdies noch eine gleichmäßig vertheilte Laſt — y7 trägt, jo nehmen die Stitg- 
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punfte A und B die Laſten Ni— -.2 +8 2, re Q 


auf, und es ift das Biegungsmoment in einem Punkte N, * um 
AN=xz vom Stützpunkte A abfteht, 


2 
N/=y=R:x- I == (R-12).=4 = —a)e. 


2 


2 
Fig. 400. 





Diejes Moment it ein Marimum fir — — bi fh =, 
und zwar | 

— Ay 4 —F 9 
—— 2q 2g ar 

Hierbei wird vorausgefeßt, daß CA > CB, d. i. ı >; ift, umd 


»<l, ausfällt. It = 1, fo füllt das Marimum des Biegungsmomentes 
nad) C (ig. 401) und es folgt 


2 2 
y-R=-Rn- Zettpr -7- eat 











2 l 
Wenn man 
n_(i2 4 9)} 
s=—= — I, fett, fo folgt 
q Q ı jest, jo folg 
PP h-Yl 23ıh—I uk 
Te l, 2 — ee 
und es ift das Tragvermögen des Balfens in dem Falle, wenn 
— |! " 
E < —— ausfällt, 
21, 
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a + 


Pau 


— 


(? + 9 





Il, 





zu 28 und dagegen dann, wenn fich 


2 herausftellt, daſſelbe 


LE fegen. 


Diefe Formeln finden insbejondere * Anwendung, wenn man das Gewicht 
G des Trägers mit in Rechnung bringen will, wo dann @ ſtatt Q einzu- 


fegen ift. 


$. 2531 Der Brechungsquerschnitt. In den bisher behandelten Fällen der 
Biegung der Körper AB, Fig. 402, haben wir immer eine prismatifche 
Kia. „402. 





Form derjelben, und folglid) auch ein 
conftantes Biegungsmoment WE vor: 
ausgejegt, weshalb wir mittel® der 
Grundformel (aus $. 215) 
Prer= WE 

ichliegen können, daß der Krümmungs— 
halbmeſſer 

WE 

Px 





r — 


umgefehrt, und daher die Biegung ſelbſt direct dem Momente (Px) der auf 
den Körper von außen wirfenden Kraft P proportional ift und folglich auch 
die Biegung mit Px zugleicd, ein Marimum und Minimum wird. Iſt daher 
die Kraft P conftant, oder wächft diefelbe mit x (wie z. B. Q—gz, in 
dem Fig. 403 abgebildeten Falle), jo nimmt die Biegung mit x ab und zu, 


ig. 403. 





und ift auch mit © zugleic, ein Mari- 
mum und Minimum Wenn hingegen 
der Querjchnitt F des Körpers an ver: 
ichiedenen Stellen feiner Are verfchieden 
ift, fo fällt natitrlih au) W—= & (Fe?) 
veränderlich aus, und dann ift der 
Kriimmungshalbmeffer » dem Quotienten 


*. und alſo die Krümmung ſelbſt dem 


Ausdrucke J proportional. Kommt es 


folglich darauf an, die Stellen der ſtärkſten und ſchwächſten Biegungen zu 
finden, ſo hat man nur — Werthe für die Arenlänge x zu beſtimmen, 


bei welchen der Ausdeud 2 


W * zum 


Maximum und zum Minimum wird. 
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Ebenſo ift der Formel 
— Pxe 
W 
Mr Pxe 
aus $. 235 zufolge die Spannung S eines Körpers dem Ausdruck w 








proportional, und mit demfelben ein Marimum oder Minimum. 

Bei einem prismatifchen Körper ift = eine conftante Zahl, und 
folglich diefe Maximalſpannung S nur dem Kraftmomente Px proportional; 
bei Körpern von veränderlihem Duerfchnitte, wo ” eine veränderliche 


Zahl ift, hängt dagegen diefe Spannung auch noch mit von diefem Quo— 
tienten ab; im erfteren Falle ift diefe Spannung mit Px zugleid), alfo bei 
einer in einem Punkte angreifenden Kraft P und bei einer auf x gleich— 
mäßig vertheilten Laſt Q — gez, für a — 1, ein Marimum; im zweiten 
Falle läßt ſich Hingegen diefes Marimum von S ohne nähere Kenntniß der 
Beränderlichkeit des - Uuerfchnittes im Voraus nicht angeben. Um diefe 


Stelle oder den Querſchnitt des Balfens zu finden, wo die Marimalfpan- 
Pxe 


nung vorkommt, ift e8 nöthig, das Marimum von dem Ausdrude — 
algebraiſch zu beſtimmen. Jedenfalls iſt die Stelle im Körper, wo dieſe 
Maximalſpannung vorkommt, auch diejenige, wo bei hinreichender Belaſtung 
die Spannung S zuerft in 7 oder gar in übergeht, und folglich zunächſt 
die Elaſticitätsgrenze erreicht wird oder das Zerbrechen eintritt. Man nennt 


deshalb auch den diefer Stelle des Marimalwerthes von ( 25) entſpre⸗ 


chenden Querſchnitt des Körpers den Brechungsquerſchnitt (franz. 
section de rupture; engl. section of rupture) oder auch den gefähr- 
lichen (ſchwachen) Querſchnitt. 

Hat der Körper einen rectangulären Querſchnitt mit der veränder- 
lichen Breite u und der veränderlichen Höhe 7, fo ift 








zur 
ei 
und daher der ſchwache Duerjchnitt durd das Marimum von — oder das 
2 
Minimum von Fri beftinmt. Bei einem Körper mit elliptifhem Quer— 
ſchnitte, deiien veränderliche Halbaren « und » jind, hat man: 
W zuv? 
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, RR ur? R 
und daher wieder dag Minimum von DI aufzufuchen, wenn e8 darauf an- 


fommt, die ſchwache Stelle des Körpers zu beſtimmen. 
Bei conftantem Gewichte fommt P ganz außer Betracht, ift aljo blog 


2 
das Minimum von — zu ermitteln, ift dagegen das Gewiht O— 94, alfo 


— — uv? 
gleihmäßig auf den Balken vertheilt, jo muß man das Minimum von — 


beſtimmen, um den Brechungsquerſchnitt zu finden. 


z. 252 Bildet der Körper ACDF, Fig. 404, einen abgeſtumpften Keil, 
oder ein Tiegendes Prisma mit trapezoidaler Seitenflähe ABEF, deſſen 
unveränderliche Breite BC —= DE— b ift, und wirkt die Kraft P an 

Fig. 404. dem Ende DF befjelben, jo 
hat man nur dag Minimum 


v? ’ 
von — zu ermitteln, um den 
T 


ſchwachen Querſchnitt 
deſſelben zu finden. Setzen 
wir die Höhe DG — EF 
jeiner Endflähe — N und die 
Höhe KU des Ergänzungs- 
ſtückes H KU, — c, und neh- 
men wir unferer feitherigen 
Bezeichnung entiprechend an, daß der Brechungsquerſchnitt LMN um 
UV — * von der Endflähe DEF abjtehe, fo haben wir die Höhe 
deſſelben: 


ML=v=h+-ı=h ( =) 





und daher nur das Minimum des Ausdrudes: 
2 h? x\? 1 2 x 
ltr s)m(a +43) 


z 1 ' 
oder, da A und c beftimmt find, nur von * 4 zu ermitteln. 


— 
Nimmt man x = c an, fo ergiebt ſich der letzte Ausdruck — = , madıt 


man aber © wenig (um ©,) größer oder Feiner, fo erhält man: 


1 1 1 — 
ara Timer 
— (143 
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— ea 
folglich 

1 x 2 2) 

ar Be ı, 


alfo jedenfalls größer als 2. Es giebt aljo = c das gefuchte Minimum, 


d. i. der ſchwache Querſchnitt ZMN fteht um die Höhe KT — c, nämlid) 
eben fo viel von der Endfläche DEF ab, als die abgeſchnittene Kante HK 
‚auf der anderen Seite. 


Die Höhe diejes ſchwachen Duerjchnittes ift 
vmh +2.0=2h, 
und folglich die Tragfraft diefes Körpers: 
_ bahn? T Abm T 


Ein parallelepipedifcher Balken hat bei gleicher Länge 7 — c, gleicher 
Breite b’ und gleichem Bolumen V — bh, ! die Höhe: 





USE LEN 
2 
und folglich die Tragkraft: 
pm Tom T 
e 6 4 c 6’ 


trägt aljo nur 9/1, mal fo viel als der behandelte Feilförmige Körper. 

Iſt der Körper eine abgefürzte Byramide, fo fchneiden fich die Ebenen 
AE, BDu. ſ. w. gehörig erweitert, in einer Spige, und wenn man bie 
Höhe der abgefchnittenen oder Ergänzungspyramide wieder mit c bezeichnet, 
jo ift: 


uNn—=a=3 (14) win-e—h(t + 2); 


und man hat daher das Minimum von 
z 2 } 2 3 
uv bh 14 =) 





x x c 
oder von 

1,32, @ 

x + c? c3 


zu ermitteln, um den Brechungsquerſchnitt zu finden. Durch Differenzial- 
rehnung findet man 
z —= Ihe, 
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auch fann man ſich leicht von der Hichtigfeit dieſes Werthes überzeugen, 
wenn man einmal x — !/;c + x; und ein anderes Mal — zı fegt. 
In jedem Falle erhält man einen größeren Werth als 


2 3 1 15 

= a ES + 16 = 10° welchen der Ausdrud: 
1 37 x? 
7 * c? c? 


für 2 — !/,e annimmt. Es ift alfo der Abjtand der Brechungsflähe LAN 
von der Endflähe DF gleich der Hälfte der Höhe c des Ergänzungsftüdes 
der abgeftumpften Pyramide, Die Dimenfionen diefer Fläche find: 
u—=b(l + !i) = %b und v = ®ıh, 
folglich ift die gefinchte Tragkraft des Balfens: 
pm _ am T 
Ic 6 40% 
Für einen Körper in Form eines abgefürzten Kegels hat man bei 
dem Halbmefjer r feiner Endflähe und der Höhe c des abgejchnittenen 
Stüdes, den Halbmeiler der Bredungsfläcde, rı — ?/s r, und daher: 





s. 253 Körper von gleichem Widerstande. Wenn ein Körper fo ge 
bogen wird, daß fowohl die Marimaljpannung S auf der Zugfeite der 
neutralen Are als auch die größte Spannung auf der Drudfeite derjelben 
an allen Stellen eine und diefelbe ift, jo heißt er ein Körper von gleihem 
MWiderftande (frag. corps d’Egale resistance; engl. body of the strongest 
form). Ein ſolcher Körper erreicht bei einer gewiflen Kraft in allen Quer- 
ſchnitten die Grenze der Elafticität zugleich, hat alfo an jeder Stelle den der 
Tragkraft entfprechenden Querſchnitt, umd erfordert deshalb unter allen 
Körpern, bei übrigens gleichen Berhältnifien, die Hleinfte Menge an Stoff. 
Wegen Erjparniß und zur Vermeidung unnöthiger Belaftungen find daher 
in dem Bauweſen vorzugsweife ſolche Körperformen in Anwendung zu 
bringen. Da die ſtäukſte Spannung in einem Duerfchnitte durch den Ausdrud 

S- (j. $. 251) 
beftimmt ift, jo fordert ein Körper von gleihem Widerftande, daß die 


Größe für-alle Querjchnitte des Körpers eine und die— 


felbe jei. 
Iſt die Kraft P conſth und greift dieſelbe am Ende des Körpers an, 
ſo hat man folglich einfacher 
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ex Ww 

Ww oder Fr 

conjtant zu jegen, wogegen dann, wenn die Kraft Q — gr. aljo gleid)- 
mäßig auf den Balken vertheilt ift, 


w 7 
conſtant gefordert werden muß. Bei einem Balken mit rectangulären 
Querſchnitten (ſ. 5. 251), deren Dimenſionen  umd = find, iſt im erſteren 
Falle: 


PL} 


um” . . 
— und im zweiten: 


2 





conftant zu feßen. 


2” 


Iſt an einer anderen Stelle in dem Abftande 7 von der Endfläche die 
Breite b und die Höhe 7, jo hat man folglich im exfteren Falle: 


uv? bh? 
x 1 
und dagegen im leßteren: 
uv® _ bA? 
a RB 
zu fordern. Dei conftanter Breite u — b ift daher im erfteren Falle: 
2 h? 
Pu 
—* ® v x 
al Da al ra 
a v? —A 
Da die Gleichung 75 7 einer Parabel zufommt (f. $. 35, An— 
merkung), jo hat folglid) das Längenprofil ABE, Fig. 405, eines folchen 


Kia. 405. Fig. 406. 





Körpers die Form einer Parabel, und zwar einer Parabel, deren Scheitel F 
mit dem End» oder Aufhängepimft der Laſt P zufammenfällt. 
Ruht der Balfen AB, Fig. 406, von gleicher Breite, mit jeinen Enden 
anf, und trägt er die Laft P in feiner Mitte, oder wird der Balfen AB, 
Weisbach' s Lehrbud der Mechanik, I. 30 
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Fig. 407, in der Mitte U unterftügt und an den Enden A und B durd) 
zwei fi) das Gleichgewicht haltende Kräfte ergriffen, jo erhält das Pängen- 
Kia. 407. profil die Geftalt von zwei in der 
Mitte zufammenftoßenden Parabeln. 
Der letzte Fall kommt bei Balanciers 
und Wagbalfen vor. Da diejelben 
durd) die Zapfenlöcher A, C, B ge 
ihwächt werden, jo verfieht man jie 
noch mit Rippen, oder giebt ihmen 
noch ein Mittelftüf AB. 
Iſt die Höhe » — h conftant, 
jo hat man: 





dann ift aljo die Breite 4 ihrer Entfernung von dem Ende proportional, 
es bildet deshalb die Horizontalprojection de8 Balfens ACE, Fig. 408, 
ein Dreiet BC D, und der ganze Balken einen Keil mit verticaler, in die 
Kraftrichtung fallender Schärfe DE. 


Fig. 408. Fig. 409. 





Man erjegt gewöhnlich, die paraboliſchen Träger in Fig. 405 durd) leben- 
flächige Träger, wie ACB in Fig. 409. Um hierbei jo viel wie möglich 
Material zu erfparen, giebt man diefem Träger in der Mitte M diejelbe 
Höhe MO — hn = hı V 1/,, welche der parabolifche Träger erhalten würde, 
und führt die ebene Begrenzungsflädhe CD tangential an die entiprechende 
Parabelfläche. Nun ift 

3AM _ . AD AM 
= = — — 3/,, und 76 = — — A; 
daher folgt, wenn man die größere Höhe B C des Körpers durch A, umd die 
fleinere Höhe AD defjelben durch A, bezeichnet, 
h— Yan = YahV 1/a — 1,0607 h und 


Ra Yahm — YahV !/; = 0,3536 h, 
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* . * y T ’ ’ 
wobeidie Höhe BN — h mittels der befannten Formel. PT — bh? rel bejtimmen ift. 
) 


bI(h, — hs) 
2 

— 0,7071 b1h, wogegen das des parabolifchen Trägers von gleichem Wider- 
jtande, — ?/;, bIh— 0,667 b!h, d. 1.5,7 Proeent Fleiner ausfällt. 

Fia. 410. Ebenfo fann man den an den 
Enden A und P unterftitkten 
Träger AN A,. Big. 410, aus 
zwei ebenflächigen Stüden zuſam— 
menjegen, welche im Aufhänge- 
punkte die gemeinfchaftliche Höhe 
BC — h, — 1,0607 h und an 
den Enden die Höhe 

AD—A,D = 0,3536 
haben; nur ift hier die Höhe BN — durch die Formel 
Phl, _bMT 
6 


Das Volumen eines ſolchen ebenflächigen Trägers ift 








zu beftimmen. 


Soll der Körper ABD, Fig. 411, lauter ähnlihe Querſchnitte $. 


ILMN, ABC u. |. w. haben, fo ift zu ſetzen: 





Fig. 411. v u 
„=7 daher: 
u.u’h? _bA? 
b?r — — 
d. i 
u? r u ? /x 
u 





dann wachſen aljo die Breiten und 
Höhen wie die ubifwurzeln aus den 
entjprechenden SHebelarmen. In der achtfachen Entfernung vom Ende ift 
3. B. die Höhe und Breite nur doppelt fo groß als in der einfachen Ent- 
fernung. 

Man kann diefen Körper durdy eine abgefürzte Pyramide ACHG, 
Fig. 412 (a. f. ©.), erjegen, welcher in der halben Yänge die Höhe MO=—=h, 


— V 1/,.k— 0,1937 h und die Breite MN—b, — V Y/,.b—0,7937 b 
mit dem gefundenen Körper von genau gleichem Widerftande gemeinfchaftlich 
‚ 


* x h 
hat. Für den Tangentenwinfel der Curve — —V7 oder © Sy" 


iſt nad) analyt. Hülfslehren Art. 10, tang.« — ty daher 


Wir’ 


30 * 


254 


468 Vierter Abſchnitt. Zweites Gapitel. [$. 254. 
folgt für 

13/777 _ — 
— 1%, Yyltang.a — "ah V() — 1,hV4 — z/ 


— 0,2646 h, und ar folgt fir die * 


u 


> ‚tang.B = ar und 





Yaltang.B =z v7 7A 
Hieraus ergeben ſich nun be Dimenfionen der großen Grundfläche ABC. 
AB—h — Ihm + "al tang.a — , V'/.h — 1,0583 h und 
BC —=b =b„ + Yıltang.B = 4, V 1, .b — 1,0583 D, 
jowie die der Heinen Grundflähe EF@: 
Fig. 412. Fig. 413. 





FG —=h — hm — Yaltang.e — 2/; V Ya. h — 0,5291 h und 
EF=b — bm — Yaltang.B = ?/s V/,.b= 0,5291 b. 


Uebrigens ift natürlich PT — == zu jegen. 


Giebt man dem Körper von — Widerſtande freisförmige Quer— 
ſchnitte, fo gilt fir den veränderlichen Querſchnittshalbmeſſer die Gleichung 


u =rV ze 


und wenn man diefen Körper durch; einen abgefürzten Kegel ABE, Fig. 

413, erſetzt, ſo ſind die Halbmeſſer deſſelben: 

=rn= V'r. r — 0,7937 r, CA—r, — 1,0583 r und 
DE= r = 0,5291r, 

und es iſt der Halbmeffer r der Grundfläche des Körpers von gleichem 

Widerftande nach der Formel 


3 
Pl= un T zu berechnen. 


Iſt ein Balken gleihförmig belaftet und die Breite unveränder- 
lid, alfo u — b, fo hat man: 
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v: x? 
n=i aljo auch: 
— 
a 5 


und es erhält deshalb derfelbe die Geftalt eines Keiles mit triangulärem 
Längenprofil ABD, Fig. 414. 
Fig. 414. Fig. 415. 





Bei conftanter Höhe ift in diefem Falle = = und daher der 


Grundriß des Balfens eine von umgekehrten —— BD und CD 
begrenzte Fläche BDO, wie Fig. 415. 


Macht man wieder ähnliche Querfchnitte, jo it > — — m dann 


hat man es aljo ſowohl im Bertical- als aud) im —— mit der 

ceubiſchen Parabel, bei welcher die Cuben der Ordinaten wie die Qua⸗ 
drate der Abſeiſſen wachſen, zu thun. 

Wird ein in beiden Enden aufruhender Körper AEB, Fig. 416, 

Fig, 416 gleihförmig und zwar auf den 

ER laufenden Fuß durch 4, alfo auf die 

ganze Länge AB—=1 dınd O = gl 

belaftet, jo hat man das Kraftmoment 

für einen Punkt O in der Entfernung 

AO=x von einem Stigpunfte A: 


J EU 3 og 
— gs· I0⸗ 22), 


dagegen für die Mitte 0: 





Nehmen wir einen Körper von unveränderlicher Breite b an, fo haben wir 
zu jeßen: 
7 
bv2. =, ln) und 
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ql® 


bh?. 7 u 
wenn / die Höhe CE des Körpers in der Mitte bezeichnet, und es folgt 


nun durch Divifion: 


I 


2 — — oder 


— Ye 


Wäre h— "/,1, jo wide — Ir — »*, und deshalb das Längen: 
profil der mit !/,7 als ee ſer —— Kreis AD,B fein; weil aber 


I! — x? noch durd) =) zu multiplieiren ift, um das Quadrat v” 


der jedesmaligen Höhe M s_ NO zu erhalten, jo geht diefer Kreis in eine 
Ellipfe ADB oder AEB über, deren Halbaren CA — a, — |, ! und 
CD=-CE=b=hfin. 
Man kann diefen Körper durch einen ebenflähigen Träger AABDB, 
Fig. 417. Fig. 417, erfegen, welder in 
dem Abftande AM — !/, 1 
von den Stügpunften B und 
B, die Höhe MO — hy 





— V3.h hat! Der Nei- 
gungswinfel & der Fläche BD 
gegen die Are A C ift durd) die Gleichung 
h ul an, F ah, 

— — h 
11 I Vmm v3 hV3 
beftimmt; daher folgt - tang.& — !/;, V3.h und die Höhe des Körpers in 
der Mitte: 

CD=-MO+-— tung. a — 2, V3.h — 1,1548, 


tang. a = 





dagegen die Höhe deifelben an den Enden: 
AB=MO — tung. a —1, V3.a—= 0,5774 h. 
Die Biegung eines Körpers von gleichem Widerftande ift natür- 


lich unter Übrigens gleichen Umftänden und Berhältniffen eine größere als 
die eines prismatiichen Balfens. Für den Fall, dag der Balfen an einem 
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Ende feftgeflemmt ift und am anderen Ende von einer Kraft P ergriffen 
wird, beftimmt fich die Durchbiegung wie folgt. 

Die befannte Proportion 2 = r führt auf die Formel r — ze wo⸗ 
durch der Krümmungshalbmeſſer als Function des Abſtandes e ausgedrückt 
wird. Iſt nun noch die Abhängigkeit zwijchen e und x befannt, fo erhält 
man auf diefe Weife einen Ausdrud zwifchen r und ©, aus welchem fich auf 
die (aus $. 218) befannte Weiſe die Coordinatengleichung der entfprechenden 
elaftifhen Linie entwideln läßt. Seßen wir eine Heine Biegung voraus, 
fo können wir wieder die Bogenlänge s der Abſeiſſe x, und folglich auch die 
Elemente Os und Cx einander gleichjegen und daher, wie oben, 


6x 
er annehmen. 
Hiernach erhalten wir: 
0 = — — 
T ’ 
und daher durch Integration den em 
— x 2 
-5 
Bei einem Balfen mit a a Duerſchnit ft ⸗ — ! v, und daher 
— 0x 
v 


Wäre nun noc) die Breite = Balkens conftant, alfo vb, fo hätte man: 
2 
= == — Ge $. 253), daher: 


v= Vz und 


IT VI fu... 87V 
Ba Te 3 ee: a wen 
alfo, da fir 1,  — Null und folglih Con. — = 1 2V iſt, 
47V 
—— Ve). 
oy 


Set man nun noch « —= —, fo erhält man: 


0% 
0y— — — (VVA Vx) 0x, 
und daher die Va ——— 
„UVM vi-naV)=ı2 ME lyvi_4,Voe 
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Für x — 7 geht y in a über; es ift alfo für diefen Fall die Größe der 


Durchbiegung: 
u = Ws 4 . 
Eh 
en E 6Ppl 
Noch iſt PI— bh?- 7 Dder I == Im’ daher ergiebt ſich endlich 


die Durchbiegung : 
— sp" =. are ei 
“7 gun " Ebhs’ 
d. i. 2 mal jo groß als bei dem parallelepipedifchen Balken von der Breite 
b und Höhe / (vergl. $. 227). 
Wirkt die Kraft in der Mitte des Körpers, während der Balken an den 


F 2 * —— Bee P ra 
beiden Enden aufliegt, jo iſt natürlich ſtatt , = und ftatt 7, 77 einzufüh⸗ 


ren, und es fällt natürlich 
B38 
HN pet 
d. i. ſechszehn Mal kleiner aus als bei einjeitiger Wirkung dev Kraft. 
Bei einem Körper von gleihen Widerftande mit triangulärer Baſis 


wie Fig. 408 darjtellt, ift die veränderliche Breite u — eb und 


Pre = E 


12.0797 
bh’ E 
ip 
gungscurve ein Kreis, und die entiprechende Bogenhöhe 
2? 6Ppb  , 4pn 
ar bRET 
d. i. 3/, mal jo groß ale bei dem parallelepipediichen Balken. 





daher der Krünmmungshalbmeiler r conftant, alſo die Bie- 


$. 256 DBiegung der Metallfedern. Körper von gleichen Widerjtande, jowie 
auch folche, welche jich nad) einem Kreife biegen, fommen vorzüglich bei den 
Stahl- und anderen Metallfedern in Anwendung. Die Federn, welche zu 
den fogenannten Federdynamometern verwendet werden, beftehen aus dem 
feinsten Stahl, haben bei einer Yänge von bis 1 Meter eine Breite von 4 bie 
5 Gentimeter und in der Mitte eine Dicke von 8 bis 21 Millimeter. Sie bilden 
Körper von gleichem Widerftande, haben alfo ein aus zwei Parabeln zuſam— 
mengefegtes Yängenprofil (jiehe $. 253). Um die Wirkung derfelben zu erhöhen, 
wird jedes Federdynamometer aus zwei foldhen parabolifchen Federn, 
wie 4A, BB, Fig. 418, zufammengefegt, weldje an den Enden durch 
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Gelenke AB, AB verbunden werden. (S. Morin’s Lecons de Meca- 
niques pratique, Resistance des materiaux, No. 198.) Diefe Dynamo: 

Fig. 418, meter mefjen die an der Faſſung D in 
der Mitte der einen Feder angreifende 
Kraft P durd) den Weg s des Punktes 
D, welcher natürlich gleich ift der Größe 
der Durchbiegung beider Federn zufammen. 
Kun tft aber nad) dem Dbigen: 








8Pp"® 
= spp 
daher hat man hier 
— 
— — 7757 
und folglich 
bWE 
= ( 73 )* 


die dem Zeigerwege s entſprechende Spannkraft der Feder. 

Bei einem Verſuche an einem ſolchen Inſtrumente, deſſen Federn folgende 
Dimenſionen hatten: b = 0,05, k —= 0,0211, ! = 1,0 Meter, fiel bei 
der Yaft P —= 1000 Kilogramm der Zeigerweg s — 9,7 Millimeter aus; 
daher ift für diefes Dynamometer der Coefficiert 

bK>E pP 1000 
==, 1009, 
und für andere Fälle 
P = 103,09 s Kilogramm 
zu jegen, wenn 5 in Millimetern angegeben, oder die Zeigerjcala in Milli» 
meter eingetheilt ift. 

Wenn man ftatt der parabolischen Federn trianguläre Federn von 

gleichem Widerftande (1. Fig. 408) anwendet, fo ift 


s 6. PM 
zaım Yes‘ SIsH’ ‚ daher 


‚hh3 
P=4l, (= 


5, 
aljo um ein Drittel größer als bei dem Dynamometer ınit parabolifchen Federn. 


Wagenfedern fjollen mit einer großen Biegſamkeit ein großes Trag- 
vermögen verbinden, wogegen die genaue Kenntniß der Beziehung zwi— 
ihen P und « nicht nöthig ift. Aus diefem Grunde jest man dieſe 
Federn oft aus itber einander liegenden einfachen Federn zufammen. Befteht 
die zuſammengeſetzte Feder aus » über einander liegenden parallelepipe- 
diſchen Einzelfedern, fo ift bei der Breite b, Dide R und Länge I der 
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jelben die Höhe des Bogens, welche der Kraft P am Ende A der ganzen 


spe 
Feder entipridt: u — Eon und die Tragkraft 
P=n 2: ‚ daher auch 
T a 71 
u ge — 
ee 
Beiteht die ganze Feder AUD, Fig. 419, aus n triangulären ein- 
fachen Federn, jo hat man “ 
VD En „_..bM®T 
“= om währen P=n 77 
unverändert bleibt, daher 
EB ri 
ae Be 


Es wächſt alfo in beiden Fällen das Maß 7 der Biegfamfeit mit den 


1 ! — 
Verhältniſſen und 7 und ift daher auch ebenjo groß wie bei einer ein- 
fachen Feder von der n fachen Breite (n b). 

Fig. 419, Big. 420. 





Um an Material zu erfparen, legt man Federn von verfchiedenen Längen 
iiber einander und formt fie fo, daß fie fich bei Einwirkung der Kraft P am 
Ende A der ganzen Feder nach Kreisbögen von ganz oder nahe gleichen 
Halbmeſſern krümmen. Die Kraft P biegt das unterfte trianguläre Stüd 


AA, der ganzen Jeder ABH, Fig. 420, deilen Länge — —ift,nadh einem 


bh® E : 
Kreisbogen vom Halbmelfer r = n — 757 5 und damit das Übrige paralles 


lepipediſche Stüc der unteren Feder ebenfo gebogen werde, ift nöthig, daß die— 
jelbe in A, mit der Kraft P auf die folgende Feder dritde, weil dann dag 
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Biegungsmoment diefer Feder gleich ift dem Momente — eines Kräftepaares 


I l 
(P, — P) mit der Armlänge = Bei der zweiten Weder, welche um z 
t 


fürzer ift als die obere, wiederholt fid) das Biegungsverhältnig der erfteren Feder; 


3 
diefelbe biegt fich ebenfall® nach dem Krimmungshalbmefler nr 5 


wenn das Endftüd A, A, defjelben triangulär, und das übrige Stüd 
parallelepipedifch geformt ift, umd wenn es in A, mit der Kraft 7 auf die 
dritte Feder drüdt. Ebenſo ift e8 mit der dritten Feder A, @ D u. f. w., bis 
zur legten Feder, bei welcher das parallelepipedifce Stück ganz fehlt, und 
welches in Folge der Kraft P am Ende ebenfalls nad) dem obigen Halb: 
meſſer r gefriimmt ift. Die ganze Bogenhöhe diefer zufammengejegten Feder 


2 6PI%s bh? T 
— — — —— I — — — 
ft a — — und die Tragkraft P—n rt daher bleibt 
Er, ee 
a —— 


Es find aljo hier die Biegungsverhältnifie genau diefelben wie bei dem 
Federwerke, welches aus lauter gleichen triangulären Einzelfedern zujammen- 
geſetzt ift; auch läßt fic leicht nachweiſen, daß beide Federverbindungen eine 
gleiche Menge von Material erfordern. 

Es ift übrigens nicht nöthig, die Federenden genau triangulär zu geftalten; 
man kann dafiir aud) jede andere Form von gleicher Krümmung anwenden, 
3. B. denfelben eine conftante Breite b und im Abftande x vom Ende A 


die Höhe 
— 
ymh Vo geben. 


Eine ſolche Doppelfeder ftellt Fig. 421 dar. Hier ift natürlich die ganze 
Fig. 421. 


„:P 





Tragkraft 2 P, Übrigens aber die Yänge 7 nicht von der Mitte, fondern von 
den Enden BD, BD der Faſſung aus zu meflen, 


&. 257 
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Anmerkung. Weber die Wagenfevern ift nachzuleſen: F. Neuleaur, die Con- 
itruction und Berechnung der für den Mafchinenbau wichtigften Federarten. Win: 
terthur 1857; ferner Redtenbacher: vie Gejege des Locomotivenbaues, Mannheim 
1855, und Philips: Memoire sur les ressorts en acier etc. in den Annales 
des Mines, Tome I, 1852. 


Drittes Capitel. 


Die Wirkung der Schub:Elafticität bei der Biegung und 
der Drehung der Körper. 


Die Schubkraft parallel zur neutralen Axe. Bei einem Körper, 
welcher bloß der Zug- oder Drudfraft ausgefett ift, werden die Grundflächen 
AC und BD eines Körperelementes ABUD, Fig. 422, von entgegen- 


Fig. 422. 





geſetzten und ſich das Gleichgewicht haltenden Kräften P, und — P, ergriffen, 
während die Seitenflächen AB und CD defjelben frei von äußeren Kräften 
| bleiben, da die benadjbarten 
.P Körperelemente diefelbe Aren- 
ſpannung erleiden wie das ge= 
dachte Element AB CD ſelbſt. 
Anders ift es aber bei einem 
der Biegung unterworfenen 
Körper, wo auf der einen 
Seite AB des Elementes 
ABCD eine Spannung jtatt- 
hat, welche der auf der an— 
deren Seite CD defjelben ent- 
gegengefegt ift, und in Folge 
der feitlichen Cohäſion in AB 
pP > und CDdas Element ABOD 


Fig. 423. 
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von einem Kräftepaare ergriffen wird. Am ftärfften tritt diefes Kräftepaar 
bei einem in der neutralen Are befindlichen Elemente hervor; da hier das 
Stüd des Körpers auf der Seite AB bloß einer Ausdehnung, und dagegen 
das auf der Seite CD nur einer Compreſſion ausgejegt ift. 

Iſt S die Spannung einer Fafer in der Entfernung e von der neutralen 
Are, bei dem Duerfchnitte Eins, jo find die Spannungen in den Theilen 
F,, F,, F,... des ganzen Körperquerjchnittes, welche um z,, 22, 23... von 
der neutralen Are abjtehen: 


F 21 8. 
und es folgt die ganze Spannung im — FF F. F.. * 


Fy æ F3 æ 
28 8 n. |. w., 


= Ant an + )= TER). 


Iſt nun FR + F, +» -- der Theil des Querſchnittes auf der einen 
Seite der neutralen Are, fo giebt aud) @ die ganze Spannfraft auf diefer 
Seite der neutralen Are an. Die Spannung auf der anderen Seite ift der 
Theorie des Schwerpunftes zufolge (vergl. $. 215), der erjteren der Größe 
nad) zwar gleich, aber der Richtung nach entgegengefegt. 


Pxe 8 Px i 
— alſo —*5 daher folgt 


auch 9 = (Rs That} 


In einem Querſchnitte, welcher um AB — x, vom erſteren abfteht, i 
die Spannung 


Uebrigens hat man nad) $. 235, S— 


P — 
Qı = —— a+tP2sHt-); 
daher ergiebt jich die ganze Kraft, mit welcher das Stück ABE über 
AB fortzugleiten fucht: 


Pr 
Q — —* —50 2, + Fy £; +...) 


Iſt nun bo die Breite des Querſchnittes in dev neutralen Are, jo folgt 
daher die Schubfraft längs einer ne in diefer Are: 

EN Aal. ER PZ(Fe) 

a eg ba 9 — I b, W 

Damit ſich daher der Balfen längs der neutralen Are durch Abjchieben 

nicht trenne, ift X, — dem Feſtigkeitsmodul X zu fegen, und damit er die- 

jelbe Sicherheit gegen dieſes Abjchieben befige, wie gegen das Zerbrechen, ift 
nöthig, daß X, höchſtens den Tragmodul Z' erreiche, daß aljo 
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SEEN = R ER RE 
1 = &(Fz), ver P— Er,’ 


owie 
— 


bo — — 


* —— 2 (Fz) je. 


Uebrigens ift Z(Fz) auch — Fısı — Fr s,, wenn Fi und Fy die 
‚ Inhalte der zu beiden Seiten der neutralen Are liegenden Theile des ganzen 
Querſchnittes F—= F + F,, umd 5), 5, die Abftände der Schwerpunfte 
dieſer Theile von der neutralen Are ua 
Für einen Balken mit vectangulärem Querſchnitte F—bh hatman 
bh — bh? s _ db 





zZ(r)=Fsı er und I, — b, daher 
N ne 
P=2Y.b)i T und vn — h — 546 
4 I ’ !2 Th 


na? 


Für einen Träger mit freisförmigem Querſchnitte F— ut, 





da der Schwerpunkt des Halbfreifes um * d vom Mittelpunkte abſteht, 


742 2 43 
V x Vᷣ — m —— 6 m ner en rg 8 
- S— — d — — ferner nad) $. 232, 
ar d* 
= — und bu — d, daher 
at. d® 
P= 7 — RT 
64 — Th T, und 


Ebenfo it für einen Träger mit — Querſchnitte F=ralb, 








— a®b zab 2 | 
da hier W — — RI 2 — a—!,a!b und u —2b 
4 pP r 
ft, P=?,rzabT, ober 7 — 0,4244 — 


zoaT a 
Endlich hat man einen hohlen parallelepipedijhen Träger mit 
dem Duerfchnitte F — bh — bh, (fig. 354, $. 228) 


bh? — b, h? bh> 
Fa —— w — ze und b, — b — bi, daher 
P—Y, b—b)o®—bh)T 
= bh? — bi Rh? 


Die Schubfraft X nimmt ab, je mehr die Fläche derfelben von der neu— 
tralen Are abfteht, und geht zulegt am Umfang des Körpers in Null über, 
wo der Abftand von der neutralen Are feinen größten Werth e erreicht hat. Die 
Größe der Schubfraft N in einem gegebenen Abftande OB — Ah, von der 
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neutralen Are des Körpers MN, ig. 424, giebt die oben gefundene Formel 


PZ(F ; 
X en ebenfalls an, wenn man ftatt Z(Fz) die Summen der 
0 s 
Rig. 424. Producte F 2; F; 8:2... für 
ie die auf der einen Seite von 


ABCD liegenden Flächen— 
elemente Fy, Fy..., ſowie jtatt 
Io die Breite bi der Fläche bei 
dem gegebenen Abjtande 7, 
einfegt. Die Summe der 
Producte Fi) zu: Farı Znzı 
auf der anderen Seite iſt 
übrigens gleih der Summe 
der Producte Fi} 21, Fr 22. .., 
weil die Producte derjenigen 
Tlächentheile zu beiden Seiten 
der neutralen Are, welche bis 





zu + h, reichen, ſich gegenjeitig aufheben. 
3. 2. für einen Träger mit rectangulärem Querſchnitte ift für die Mitten 


zwifchen der neutralen Are und den Endflächen, alfo im Abjtande . von der 
neutralen Are: | 

PR EEE — —* —E— — — 
daher die Schubfraft : 


während jie in der neutralen Are die Größe X, — 3 hat. 


Die Schubkraft in der Querschnittsfläche. So wie jid) die 
Drud- oder Zugfräfte der Endflächen eines Balfenelementes AB CD, Fig. 
424, das Gleichgewicht halten, ebenſo jind die zwei Sräftepaare bildenden 
Schubkräfte deijelben mit einander im Gleichgewicht. Iſt nun & die Länge 
AB, jowie & die Höhe BC des Elementes, jo hat man die Schubfräfte 
längs AB und CD, EX und — EX, ſowie das Moment des von diefen 
Kräften gebildeten Paares: EX. — EEX; und ebenſo die Schubfräfte 
längs BU und DA, EZ und — 8 Z, jowie das Moment des von denfelben 
Kräften gebildeten Paares — &Z.& — 8EZ; und es ift folglicd) zur Er. 
haltung des Gleichgewichtes nöthig, daß EEX—EEZ, d.i. daß X —Z jei. 


$. 258% 
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Es iſt alfo auch die Formel X — BE, auf die Beltimmung der 


Schubfraft Z längs der ganzen Querfchnittsfläkhe anwendbar. Sie 
ift z. B. flir einen Balken mit rectangulärem Duerjchnitte, bei einem Quer— 


Ichnittselemente in der neutralen Are, — */; nn. und in einem folchen, 
P 
welches + '/; A von der neutralen Are abfteht, — °% The j. w. 


Die Summe der Schubfräfte längs des ganzen Querjchnittes muß natür- 
(ich) gleich fein der Kraft P, oder wenn mehrere Kräfte rechtwinfelig gegen 
die Balfenare wirken, gleich der Summe Z(P) diefer Kräfte. Dies läßt 
ſich auch wie folgt nachweifen. Theilt man den größten Abjtand e der 
Querſchnittselemente von der neutralen Are in n gleiche Theile, jo kann 
man ſich den Querſchnitt auf der entfprechenden Seite der neutralen Are 


hd 
aus den Streifen b, — — * u. ſ. w. beſtehend denken, welche in 


Hinſicht auf die neutrale Axe die Momente 


h\? h \? 'h\? 
b, —) , 2 b, (#) , 3 :(—) u. ſ. w. 


2 
haben, deren Summe — (2) 1b +2, +35, +4b, +...) if. 
In Hinfiht auf die Are, welche um > von der neutralen Are abfteht, ift 
diefe Summe der Momente von den Tlächenelementen außerhalb diefer Are 
3 
=(-) @u +3, +41 +), 
ferner in Hinficht auf die Are im Abftande 2- ift fie 


(2 b, +4b, ++) uf. mw, 


und daher ift die Summe aller diefer Summen, bis zum Abjtande e 
gegangen: 


(m +2 +2), +3 +3+3)b), +] 
-(#) ar.o, + 22.5 + 3%. +++ n2b,). 


Es folgt nun die Summe aller Schubkräfte längs des Querſchnittes auf 
einer Seite der neutralen Are: 
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Ri = X, bi ()+2u(2)+220(2)+- 


— Zt. mal die zulegt gefundene Summe 


(2) (12.5 422.5, +32.b, + ---+n2.b,). 
Aber es ift auch das Maß des Biegungsmomentes für diefe Duerfchnittshälfte: 


nee en 


(+) 12.5 +2. +32.5,+--+n.d,), 
daher folgt die geſuchte Schubfraft längs diefer Fläche: 


PW 
A u 


Ebenſo findet man aud) für die Querſchnittshälfte auf der anderen Seite 
von ber neutralen Age bie Ohuälreft ZB, — au 2, und es folgt fo ſchließ⸗ 
— — 








(id) die Schubkraft des ganzen Querſchnitts, R— 


weil das Biegungsmoment W des ganzen Querſchnittes gleich iſt der 
- Summe W, + W» von den Biegungsmomenten W, und W, der beiden 
Theile deijelben. 


Maximal- und Minimalspannungen. Aus den verjchiedenen 8. 239 
Spannungen in einem Querſchnitte des gebogenen Körpers laſſen ſich nun 
aud) durch gewöhnliche Kraftzerlegung und -Zuſammenſetzung die Spannun- 
gen in jedem andern Schnitte defjelben beftimmen. Um die Spannungen 
eines Flächenelementes A C, Fig. 425, zu finden, defien Ebene um den ver- 

Fig. 425. änderlihen Winlel BAC —= Yu von der 
Pängenare des Körpers abweicht, zerlegen 
wir die Spannungen in den Projectioren 
AB und BC diefes Flächenelementes in je 
zwei Geitenfräfte, wovon die eine in ber 
Ebene von AC und die andere rechtivinfelig 
gegen AC wirkt, und vereinigen dann die 
Seitenfräfte in A C zu einer einzigen Schub- 
fraft, ſowie die Seitenfräfte, welche recht- 
winfelig gegen AC gerichtet find, zu einer 
einzigen Zuge oder Drudkraft. Bei der 
Breite Eins der Flächenelemente AB, BC 
Weilsbach's Lehrbuch der Mechanik. L 31 
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und A C, ift die Schubfraft länge AB, = AB.X zu fegen, und in die 
Seitenträfte AB.X cos. d und AB.Xsin.Y» zu zerlegen; und ebenjo 
die Schubfraft länge BC, — BO.Z=BÜC.X zu fegen, und in bie 
Seitenfräfte — 

— FG. XSin. dv und BG. Xcos. zu zerlegen. 


Dagegen giebt die Zugkraft BU.Q = BO: =, welche rechtwinkelig 


gegen BC gerichtet ift, die Seitenkräfte BC. Qcos. und BO.Qsin.%, 
und es folgt nun die ganze Schubfraft längs A C, bezogen auf die Einheit 
der Fläche: — — — 

U=(AB.X.cos.y + BOC. Xsin. Y +BC.Qc0.%):AC, 
fo wie die Zugkraft vechtwinfelig gegen A C, pro Flächeneinheit: 

V=(AB.Xsin.% + BC.X cos. % +BC.Qsin.Y): AC. 

Nun ift aber 7 — 008.9 und 2 — sin. v, daher folgt auch 

U— X (cos. d)? — X (sin. Y)? + Qsin. % cos. % und 

V—2X sin. cos. + Q (sin. w)?, oder, da 

(cos. 1)? — (sin. Y)? = 008.2 Y umd 2sin. cos. d — sin.2Y iſt, 


U—=X cos.2 u + 1/, Qsin.2 Y — Xoos.20 +2 sin. 2 V., 
und 
VXSin. 4 Q(sin.y)?—=Xsin.2% + — cos.2%). 
Natitrlich geben die Spannungen der Flächen AD und CD, welde in 
Bereinigung mit den Flächen AB und BC das Körperelement AB CD 
völlig begrenzen, gleiche und entgegengejegte Schub- und Zugfräfte. Dagegen 
ift für ein ſolches Körperelement auf der Drudfeite von der neutralen Are, 
Q negativ, und daher 


U—X cos. 2% — 1, Qsin.2y=X cos. 2 u. sin.2 Yy, und 


V— Xsin.2 — Ys Q(1— 008.2 d) = Xsin.2 v — >? (1008.29). 


Um nun diejenigen Werthe des Neigungswinlels I zu finden, bei welchem 
ſowohl die Schubkraft U als aud) die Normalkraft 9 zum Marimum oder 
Minimum wird, fegen wir ftatt 2%, 2% +, wo g einen fehr Heinen 
Zuwachs von 2 % bezeichnet, und machen dann die Bedingung, daß dadurch 
der entfprechende Werth von U oder V nicht geändert werde. Für 

U—Xcos.2% + 1, Qsin.2Y, erhält man fo einen zweiten Werth 

T—Xeos. (2% + u) + !/ Qsin.(2Y +) 

— X (cos. 2 % cos. u — sin. 2 U sin. u) + /s Q (sin. 2 Y cos. & 
+ 008.2 % sin. a), oder, da cos. u — 1 gejegt werden Tann: 
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— X cos. 20 + 1, Qsin.2y — (X sin. 2» — 1/, Qcos. 2%) sin.u 
— man nun U; — U ſetzt, ſo muß Xsin. 2 — 1, Qcos.2y — 0 
und daher 





BR 
sin. 2 — 3x c08.2Y%, d. i 
tang.2 v-;% — 2 Fr fein. 
Auch folgt hiernach 
Q Ss } 
sin. PA) — — —— — —, owie 
v Verraxa! 


— 2X ...2Xe 
IT VQr+aX2 VS +(2Xe® 
und endlich der gejuchte Marimalwerth der Schubfraft U: 
2x2 +1, Q? * Ve) + x. 
Un m — — 1 2 mm — 2 
Ton = VRFFR-V() + ©. 
In der neutralen Are ift O— O, daher U, — X, und tang. 2 y —0, 
d. i. 2 — 0 und 180°, oder » — 0 und 90°; für die entferntefte Yafer 
ift dagegen XX0, und ze, daher U, — x — 
alſo 2% = 900 und Y — 45 Grad. 
Bon der neutralen Are allmälig bis zur äußerften Yafer gegangen, ändern 
ſich folglich die Neigungswinkel für die Marimalfpannungen allmälig von 
0 und 90 Grad in folche von 45 Grad um, und geht die Marimaljpannung all» 


mälig aus X, in > über 


und tang.2y—= w, 


Damit diefe Spannung nicht größer als die nad) der Formel 8 — FE 
zu berechnende und dem Tragmodul 7 gleichzufegende Arenipanunng 8 
ausfalle, muß folglich X, höchſtens — S, oder vielmehr 

P2Z(F;) >= Pxe — 


db, W — d. i. —— ſein. 





Setzt man ebenſo n V= X sin.2Yy + P (1 — cos. 2 w), v + u 


ſtatt ein und nimmt auch wieder cos. u — 1 an, fo erhält man: 
—=X (sin. 2 Y cos. u + 008.2 d sin. u) + 2 — 008.2 % cos. u 
+ sin.2 Yy sin.u) = Xsin.2 U + 20 — 08.2 %) 
+} (x c08.2% + 2 sin. 2 v) sin.Uu, | 


al” 
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und damit nun Y auf ein Marimum oder Minimum von 9 führe, muß 


Y,=I,, aljo X cos. 24 +8 sim. 31 = Kt 
2X 2Xe 





tang.2 y = u = — — ſowie 
Q 
sin. 2v = ; und c08S. 2y — — —— — ein, 
tyarız ver VQ:+4X°? 
Das entjprechende Minimum von F ö 


— vet VG = 
Vorixw KEIL: 2) + 
—_dE_ ⸗ 
—2e + a 
und dagegen das des Marimum: 


er = var | +s(ı 8 — Ve) — 


S2 \/ 
>, =) — 


Es iſt zu — daß V — gleich dem Tragmodul. 7 gleich alſo 
+ V@&)+x + X2<T fe. 


In der neutralen Are ift @ — 0, daher fang. 2 u = — ©, alfo 
2% —= 2709, und d — 135 oder 45 Grad, und 9, — — X, dagegen 
Ya + Xo; in der entfernteften Faſer ift dagegen X— 0, nd Q—S, 
daher tang. 2% — 0, alfo 2% — 0 oder 180%, und dv — 0 oder 90°; 
und V. — 0, dagegen 9. — 8. Dei den gewöhnlichen Balfen oder Trä- 


= — 





gern wächlt alfo die Marimalfpannung V,„, allmälig von X, — en bis 

s= = ‚ während man von der neutralen Are aus allmälig bis zur 
äußerften Safer fortjchreitet. 

n bh3 

Für einen parallelepipedifchen Balken it Z(Fe) = —, W= — 

u, — b und e — — daher ſind die Grenzwerthe X, — Ya; - und 


2 


S= allgemein ift aber 


Ban 
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Bi 
- 82 [®)' — lm 52 12 Pre 
 bhL\2 | — bAs ’ 
daher: 


Im= nz V — a +) jey2 „| 
|’ + Vem+ (( 5) "-e)] 3 B. fürs !/ih, 


=5 ; 55 le + Vx2+ (3/,)?%?], und für x — 0, 





Iſt ein folder Balfen AB, fig. 426, an einem Ende B eingemauert, 
jo Laffen fich die Richtungen der größten und Hleinften Normalfräfte 9, und 
Fig. 426. V, durch zwei Linienfyften,. darftellen, 
„ welche die neutrale Are unter 45 Grab 
und die Endfafern ſowie auch ſich jelbft 
unter 90 Grad fchneiden. Die Curven, 
welche unten concav jind, entjprechen den 
Zuge, dagegen diejenigen, welche oben 
concav find, den Drudfräften. Die 
fteileren Enden einer jeden Curve ent: 
fprehen den Minimal, dagegen die 
flacheren Enden den Marimalfräften. An den Enden bei D und D, find 
diefe Spannfräfte zu Null geworden, wogegen fie an den Enden C und C, 
den allergrößten Werth haben. 


Einfluss der Schubfestigkeit auf die Tragkraft der Balken. $. 260 
Die ah ie eines Balfens fordert nicht allein, daß die Spannung 
Prı 2 
Bi Ww inderäußerften Safer, Sondern auch, daß die Schubfraft 1 

J 
in der neutralen Are den Tragmodul 7 nicht übertreffe. Welche Momente in den 
gewöhnlich vorfommenden Fällen ftatt Px in dem Ausdrude für S einzufegen 
find, ift im vorigen Gapitel vielfac) gezeigt worden; e8 bleibt daher nur noch 
anzugeben itbrig, welche Kraftwerthe man in den gewöhnlich vorkommenden 
Fällen ftatt P im Ausdrude für N, einzufiihren hat. 

Wenn der Balken an einem Ende feftgehalten und am anderen Ende von 
Re PZ 

einer Kraft P ergriffen wird, fo findet P in der Formel X, — 5 — 
0 

feine unmittelbare Anwendung; trägt aber der Balken außerdem eine gleich- 

mäßig vertheilte Laft, welche pro Yängeneinheit die Größe q hat, jo ift in 
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diefem Ausdrude ftatt P, P + q=, und insbefondere P + einzuſetzen, 
wenn es darauf anfommt, den größten Werth von X, zu beftimmen. Yiegt 
dagegen der Balfen an beiden Enden frei auf, und trägt in den Abftänden 7, 
und 7; — 1 — 1, von den Stützpunkten eine Laſt P, fo ift fiir das eine 


Balkenſtlck 2p, und fir das andere ap ftatt P in die Formel für X, 
zu fegen, um die Schubfraft in der neutralen Axe zu finden. Iſt dagegen 
diefer Balken mit y 7 gleichmäßig belaftet, fo trägt jede Stütze — und es iſt 
die Schubkraft P des ganzen Balkenquerſchnittes an einer Stelle, welche um 
x von einem Stützpunkte abweidht, P = q r — x): Diefelbe fällt in 


l 
der Mitte, wo x — = ift, Null aus, wird nad) dem Ende immer größer 


und größer, und ift an den Stügpunften, P— 9 


Trägt der an beiden Enden frei aufliegende Balken nur theilweiſe eine gleich— 
mäßig vertheilte Laſt, welche den Theil c feiner Länge einnimmt, während der zweite 
Theil J —c unbelaftet bleibt, fo trägt der Stützpunkt des erften Theiles von der 


2 
ganzen Laft ge den Theil ge (1 — 9) und der des zweiten den Theil 55. 
und es iſt die verticale Schubkraft in dem Abſtande x vom erſten Stützpunkte 


c c? 
P=gc(1-8)-g.=1(-5-:) 
2 
Diefelbe hat für 2 — c, die Größe — ET ‚ welche fie aud) in den Abftänden 


x > c behält. Bedeckt die Laſt gerade die eine Balkenhälfte, ift alfo c — n jo 
hat man | 


31 l | 
P=4( — 2),apfer—1,r= — U. 


Wenn endlich der Balfen AB, Fig. 427, eine auf die ganze Fänge 7 dej- 
Fig. 427. jelben gleichmäßig vertheilte Laſt 
pl und eine auf die Yänge A C 
— ce gleichmäßig vertheilte Paft 
qe gleicjzeitig trägt, jo find die 
Drüde in den Stüßpunften: 


— (e-5 
R=7 +qgle 9] 





T 2 
und R, = 5 4 55. und es 
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folgt die verticale Schubkraft im Abftande AO — x vom Stügpunfte A: 


pl 44(—5)- -—P+ Ne 


? 
Diefelbe nimmt für 2 — c den Werth p ( 5 — e) — an und fällt in 


Abftänden & > c, 
pi ge? —— pl ge? 
tar el x) = 5 gz + pw aus. 
/ ⸗ 
Die verticale Schubtraft P = p (5 — e)— in o in — Null 


für ce + 2e=2nni 


Man 


Iſt überhaupt an einer Erde des Balfens die Schubkraft P=R— gr 
jo hat man das Biegungsmoment dafelbft: 
qx? qxz (2R ) j 


— 


Daſſelbe iſt aber für x = a — .difrz= 3 ein Maximum, wo⸗ 


bei P= 0 ausfällt; es nimmt alſo das Biegungsmoment eines Trägers an 
derfelben Stelle den Marintalwerth an, wo die verticale Schubfraft — Null ift, 
und e8 giebt daher im er Falle c diejenige Länge der Belaftung ge an, 


bei welcher das Moment 5 + ale — )Ne⸗ —— ud) E zum 
@+Ne 
2 


Marimum, und zwar — wird. 


Diefe Formeln finden ihre Anwendung bei Britdenträgern, wo dann ge 
die Größe der mobilen Laft bezeichnet. 
Die Schubfraft X, — ei, 

bo W 
gleihem Widerftande zur beriicfichtigen, welche nad) dem Obigen ($. 253) 
ohne Rüdficht auf diefe Schubfraft an manchen Stellen einen unendlich, Heinen 
Querſchnitt erhalten könnten. 3. B. bei dem parabolischen Träger in Fig. 406, 


ee PP 2 ich, ‚ und daher der nöthige Querjchnitt an jedem 


Ende: Fo = bh, = 7 ‚wo T’den Tragmoduldes Abfchiebens bezeichnet. 


ift befonders noch bei Köwern don 


Einfluss der Schub-Elastieität auf die Gestalt der elastischen $. 261 
Linie. Es ift nun nod) zu unterfuchen, welchen Einfluß die Schub-Elafti« 
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eität auf die elaftifche Linie oder die Geftalt der neutralen Are eines be- 
lafteten Balfens AB, fig. 428, hat. Nach der Formel P=ıFC, wo 
C den Modul der Schub-Elaſticität und F den Querſchnitt des Balkens be- 
zeichnet, ift die durd; die Schubkraft hervorgebrachte Neigung des Balfens 

dig. 428. 


AD, rl und daher die entjprechende 
B Senkung des Balfenendes A,, bei der Länge 40 B 


— * = 1 des Balfens: 

| _unır  %l _PIZ(Fe) 
Ad Ai — aqi — 1 7 — — 
Hierzu kommt nun noch die Senkung A, A— as, 
welche aus der Biegung des Balfens hervorgeht, und welche nad) $. 217 die Größe 





4, = zn 5 hat; e8 ift daher die ganze Senkung oder Durchbiegung des Bal- 
fens: 
PI/[E(F) , 02 


BOS AA BERITO 37 


Re ' bh° 
Fiir den parallelepipedifchen Balfen ift u = b, Z (Fe) = — und 


W= = n ‚ daher 


— E@)] 


E 
oder — 3 angenommen: 


aPpl 
in el + % (+); 


3, 
3.8. für!= 10%, folgt a = 1,01125 - — wenn alfo der Bal⸗ 


DR’E’ 

fen nur_10 mal fo lang als did ift, So ift feine Senkung am bela- 
fteten Ende in Folge der Schubkraft im Vergleich zur Senkung durch die 
Biegung fo Flein, daß fie in gewöhnlichen Fällen außer Acht gelafien werden 
fann. 

Um die Glaftieitätsmobel eines Balkens AB zu ermitteln, belaftet man 
denfelben ein; Mal durch ein Fleineres Gewicht P im größeren Abftande 7, 
und ein anderes Mal durch ein größeres Gewicht Pr im fleineren Abjtande 
I, vom Stüutzpunkte B, und beobachtet die entfprechenden Bogenhöhen a und 
a, der Länge J des Balkens. Es ift dann 

_PIZ(Fe) , Pu% 
—wc 





und 
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_PiZ(Fz) Ph P!’d— 1) 
“= „we T3wE*t awE 

Um C zu eliminiven, dividiren wir die erfte Gleichung durch P und die zweite 


durch P, , und fubtrahiren dann beide Gleichungen von einander. E8 folgt 
auf diefe Weife 


ER DVEREE RER - Lane! 2), 
PD WE\N3 2 wE\ 2 
und daher der Elafticitätsmodul der Zug- und a 

je BR a SE 

"(aß —<apw\3 2 6, 


Mit Hilfe dieies Ausdrudes und der Formel fiir a beftimmt fich mım der 
Elaſticitätsmodul der Schubfraft durd; die Formel: 


Pl 3E(Fz)E 


bb 3WEa— PR 


Drehungselastieität. Bei der Theorie der Drehung oder Torfion $. 262 
eines Körpers (f. $. 202), können wir wieder den Fall, daß ein Körper 
HCDL, ig. 429, an einem Ende feftgeffemmt ift, zu Grunde legen, 

Fig. 429. müfjen aber, um feine zuſam— 
mengefegte Formveränderung zu 
erhalten, annehmen, dag eram 
freien Ende von einem Kräfte: 
paare (P, — P) ergriffen werde, 
defien Ebene AH B mit ber 
Umdrehungsebene der Are CD 
zufammenfält. Denken wir 
ung den Körper wieder aus 
(auter Pängenfafern, wie z. B. 
HK zufammengefegt, und neh: 
men wir an, daß in Folge der 
Torſion diefe Fafern eine ſchrau— 
benfürmige Page annehmen, 
wobei z. B. HK in die Lage 
LK tommt, ımd die ganze Endfläcde eine Drehung um den Winfel HCL 
— « erleidet. Wenn hierbei die Faſerſtlicke A, K,, HK, u. ſ. w. 
von der Länge Eins und den Querfchnitten Fi, Fr u. ſ. w., Die 
feitlihen Verſchiebungen H, Li —= 61, H, I — 6, u. ſ. w. erleiden, jo 
laſſen fich bei dem flafticitätsmodul U, die entiprechenden Schubfräfte 
Ss =6FRF(C,S—=%F Cu. w. fegen. Iſt nun noch der ent 





$. 263 
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Iprechende Torfionswinfel 7, OL, —= HgOL,. — pP, und find die Ent- 
fernungen diefer Fafern von der Are ÜD des Körpers, OH, = z, 
OH; — z,, jo hat man 6, — 92, % — P2..., daher die Kräfte 
SS =9PCF2,9% = YpÜR2..., und deren Momente 

Sa =ypCHe), S,2 = pPCR2}... 

Die fünmtlihen Kräfte S,, 2... eine® Duerfchnittes A, OL, halten 
jedenfalls dem Kräftepaare (P, — P) das Gleichgewicht; ift folglich 
a der Hebelarm AB diefes Paares, alfo Pa das Moment deſſelben, fo 
hat man zu ſetzen: 

Pa=$, 2 + S, £3 + ‚.—90FRa’ En 9CR2+ ... 

= pC(F,z’ 4 Fy 2; — .). 

Bezeichnet man noch das geometriſche Maß FL? + Fre} + des 
Torfionsmomentes durch W, jo hat man folgid Pa=pCW. 

Nun ift aber der Torfionswinfel fiir die ganze Körperlänge CD — 1, 
« — PT!» daher läßt ſich auch jegen: 

aCW 


1) Pa= ; 





‚der Pal=«aCW, 


und der Torjionswinfel 


Pal 
cw 

Man kann in Uebereinftimmung mit dem Früheren ($. 215), W C das 
Drehungsmoment, und folglich, W das Maß des Drehungsmomen- 
tes nennen, und hiernad) behaupten, daß das Kraftmoment Pa direct 
wie der Torfionswintel und wie das Torfions- oder Drehungs— 
moment und umgefehrt wie die Länge des Körpers wächſt. 


Das Arbeitsguantum, weldes die Torfion um den Winkel & erfordert, 
läßt fich, da der Weg der entfprechenden Kraft P, «a ift, 


P a? WC P?2 a?l 
L= — — 


9 »»— 


T 2wC 
ſetzen. Dieſe Formeln gelten zunächſt nur für prismatiſche Körper, bei 





— 12 
Körpern von anderen Formeln muß man ſtatt 7 einen mittleren Werth in 


dieſelben einſetzen. 


Torsionsmomente. Das Maß W = Fi 2? -Fæ? + + des Dre- 
hungsmomentes läßt fich nach einer in $.225 entwidelten Regel aus dem Maße 
des Biegungsmomentes für denfelben Querfchnitt leicht ermitteln. Iſt nämlich 
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W,-das Biegungsmaß einer Fläche ABD, Fig. 430, in Hinficht auf eine Are 

X X, und W, das Biegungsmaß in Hinficht auf eine Are YY, welche winkelrecht 
Fig. 430. gegen die erfte fteht, jo hat man 

das Maß des Drehungsmomentes 

in Hinficht auf den Durchſchnitt 

zwifchen beiden Aren: 

W= Wı, + W:. 

Fir einen quadratifchen 
Schaft oder eine Welle mit qua— 
dratifchem Querſchnitte ABDE, 
Fig. 431, ift, wenn d die Geite 

AB=DE 
defjelben bezeichnet, nach $. 226, 
das Maß des Biegungsmomentes 
in Hinfiht auf jede der Aren 
xXXım YY: 
I bb’ bt 
Ww=W= gr 12° 


folglich das Ma des Torfionsmomentes: 





und das Kraftmonent: 
We abtC a Cbt 
Pı = — — 0,1667 — 
Für einen Schaft mit rectangulärem Querſchnitt (bh) wäre dagegen 








2 2 2 2 
— «bh (b? + h?) C—0,0833 abh(b? + 4?) GC 
121 I 
Fig. 431. p Fig. 432. __Q 





P Q 
Fir eine cylindrifche Welle mit Freisförmigem Duerfchnitte AB, 
Fig. 432, ift, wenn der Halbmeffer CA deſſelben — r mißt, das Maß 
des Biegungsmomentes in Hinficht auf eine Are X X oder YY (nad) 
$. 231): 
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4 
W, = W,, — . 
daher das Maß des Drehungsmomentes in Hinſicht auf den Axpunkt C: 
Ä — 2 — ar . 
W 2W, 2 


Wirkt folglih das Umdrehungsfräftepaar (P, — P) an einem Arme 
HK -— a, oder jeder der beiden Gontponenten deffelben an einem Arme 


CH:-=CK= ee ſo ift: 


9 il! 4 
Pa — — a. C — 1,5708 — C 
Iſt die Welle hohl, und jind ihre Halbmeffer r, und r,, fo gilt natür— 
(tch die Formel: 











(rt — r}) c 
I 


In der Regel wird die Torfion einer Welle ABM, Fig. 432, durch zwei 
fich das Gleichgewicht haltende Kräftepaare (P, — P), (Q, — Q) hewor:- 
gebracht, und deshalb ift ftatt 7 nicht die ganze Länge der Welle, fondern nur 
der Abjtand CM zwischen den Ebenen, in welchen beide Paare wirfen, in die 
Formel einzuführen; e8 kann übrigens aber gleichgültig fein, ob man das 
Torfionsmoment dem Momente des Kräftepaares (P, — P) oder dem Mo— 
mente des Kräftepaares (Q, — Q) gleichlegt. Bezeichnet man den Hebelarım 
HK des Baares (P, — P) durd) a, und den Hebelarm N O des Paares 
(9, — Q durch b, fo hat man aljo 

Pa — Qb = - — 





zu jegen. 

Die vorftehende Theorie giebt uns bei Körpern, welche von ebenen Flächen 
begrenzt werden, von der Wahrheit etwas abweichende Torfionsmomente, weil 
bei ihrer Entwickelung vorausgefegt worden tft, daß die Endflächen des Pris- 
mas, welches eine Torjion erleidet, bei der Torſion eben bleiben, wogegen 
diefelben in Wirklichkeit windfchief ausfallen. Nach den Unterfuchungen von 
Saint-Penant, Wertheim u. f. w. (fiehe Comptes rendus des séances 
de l’acad&mie des sciences à Paris, T. 24 und T.27, fowie I’Ingenieur, 
Nro. 1 und 2, 1858, deutſch im Civilingenieur, 4. Bd. 1858) ift für einen 
quadratiihen Schaft: 





Pa — 0,841 


abtÜ abtÜ 
— 2 — 
61. 0,140 ] 


wobei b die Geitenlänge des quadratifchen Querſchnittes bezeichnet. 
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Bei Körpern, deren Querfchnittsdimenfionen jehr von einander abweichen, 
fallen die Abweichungen größer aus. 3. B. für ein Parallelepiped, deſſen 
Höhe A von feiner Breite b vielfach übertroffen wird, find die Abweichungen 
noch weit größer. 

Fir einen prismatischen Körper mit rectangulärem Querſchnitte von der 
Breite b und Höhe h hat man 


bh’ hb° bh(b? + R) daher 


el EEE Teuer 
WC _«bh(b? +M) C 
a 121 


— ausfällt, ſchon 





Wenn nun dieſe Formel für 4 — b, wo Pa = 2 - 
einen Correctionscoefjicienten erfordert, jo ift zu erwarten, daß dann, wenn 
h bedeutend von b abweicht, wo jedenfalls die Seitenflähen eine noch grö- 
ßere windfchiefe Verdrehung erleiden, diefelbe nicht mehr die erforderliche 
Genauigkeit gewährt. In der That findet man durd) die höhere Analyfis bei 
Berüdfichtigung der windſchiefen Berdrehung : 
Pa a h?b?C 
5 rar 

und e8 ijt nad) dem neueren Verſuchen von Werthheim, der erforderliche 
Sorrectionscoefficient im Mittel = 0,903, alfo 





ah? b3 GC ah?b3C 
zu ſetzen. 
Iſt d jehr Hein gegen A, jo folgt dann 
Pa — 0,301 ar 2 
1) 
Giebt man den Torfionswinkel in Graden an, fegt man alſo « — 55 


— 0,017453 40 fo erhält man 


1) fir prismatifche Balfen oder Wellen mit freisförmigem Duer- 


Ihnitte vom Durchmeſſer d — 2r, 

* — and — — = Lo nu? dt 
32 180%. 2 180° 32 
— — art C —= 0,0982 a di C — 0,02742 art C 
— 0,001714 ad dt C, und 

2) für prismatiſche Balken, Wellen oder Schäfte mit quadratifchem 


Querſchnitte von der Seitenlänge b, ohne Rüdficht * den Corrections⸗ 
coefficienten: 


Pal — 





C 
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abt abi C 











Pıl= — 0,1667 a bi C — 70800° = 0,00291 a0 b4 ©. 
Umgekehrt ift 
Pal Pal Pal j 
a — .0,637 — 5* 10,18 0” 6 no’ ſowie 
Pal Pal Pal 
D — — — — — —. 
ar 3 = 5 


Die Werthe für C find aus der Tabelle III. in $. 213 zu entnehmen. 
Hiernad) ift 3. B.: 

1) Für Gußeifen: C — 2’700000 Pfund, daher 
Pal = 74000 «® rt — 4630 «a! dt — 7860 40 bt und 








| 
«0 — 0,000013489 ZE — 0,00021610 ZU 
; r di 
— 0,0001274° 4. 


2) Für Schmiedeeiſen: C — 8600000 Pfund, daher 
Pal = 2358300 «’ rt — 14740 40 d+ — 25000 «® bt und 




















Pal -Pal Pal 
& — 0,00000424 — 0,0000678 a = 0,00004 — 
3) Für Holz: C = 570000 Pfund, daher 
Pal — 15630 «rt — 977 ad — 1654 «® bt und 
Pal Pal Pal 
«' — 0,0000639° — 0,001023° a = 0,000604 — 


Beiſpiele. 1) Welches Umdrehungsmoment kann ein quadratiſcher Schaft aus 
Schmiedeeiſen von 10 Fuß Länge und 5 Zoll Stärfe aufnehmen, ohne eine Torfion 
über Grad zu erleiden ? Es ift nad) diefer Tabelle: 

4 ® 
Pa = 2500 . Yy- 775 = 250. = 32550 Zellyfund =,2718 Fußpfunt. 

2) Welche Torfion erleidet eine hohle qufeiferne Welle von der Länge Z = 100 
Zoll und den Halbmeflern r, = 6 Zoll und vr, — 4 Zoll, durch ein Kraftmoment 
Pa = 10000 Fußpfund? Ge ift hier: 


o REN 
Pa = 74000 Ur Me), 





folglich : 


«d EHRBEN. =... ——— 10000 . 12. 100 
74000 (rn — 7) 74000 (6° £ 49) (6° — 49) 

_ 1200 _ 7 = De ae 

= 78.0” 31 Grad — 9,35 Min. — 9 Min. 21 Ser. 


$. 264 Drehungsfestigkeit. Iſt bei einem durd) ein Kräftepaar (P, — P) 
verdrehten Prisma OK L, Fig. 433, die Schubfraft pro Flächneinheit kin 
einem beftimmten Abftande e von der Are CD, — S, fo hat man die 
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Schubfraft in einem anderen Abftande z,, = S, fowie deren Moment 


. 2 
Big. 438. — Is, und bei dem Quer⸗ 
| ſchnitte ur 
= Lei S= Sm 2 


und ak find die Momente 
der Schubfräfte für andere 
Querſchnittselemente F3, F3..., 
welche um z,, 25 ... von der 


Are CD abjtehen, —* — 


ne u. f. w., und es folgt 





das ganze Drehungsmoment 


des Körpers: 
Pa -n% 4 On + Rz} +... 
— +AR+..)di 
1) Pa= X, oder Pae — SW, fonie I — IE. 


Führt man nun für S den Tragmodul 7 der Schubfeftigfeit und für 
e den größten Abftand der Querjchnittselemente von der neutralen Are ein, 
jo erhält man in der Formel 

2) Pae= TW eine Gleihung zur Beftimmung der Querſchnitts— 
dimenfionen, bei welchen der Körper nirgends bis tiber die Elafticitätsgrenze 
hinaus gefpannt oder verfchoben wird. Und ebenfo erhält durch diefe Formel 
das Kraftmoment P, a, bei welchem der Körper abgewirgt wird, wenn man 
ftatt S den Feftigfeitsmodul K der Schubfraft einfegt; es ift 


W scrı ar? 








aa ae 
— - ET. - ; 
Pa= _ = > 0,1963 d? T, fowie 
a 3 
Dee ER ae 
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Iſt eine Hohle cylindrifche Welle von den Durchmeflern d, — 2 rı 
und d, — 2r,, wo 





W_at — nr). 
za Teen ift, hat man dagegen 
Pa= Au SE r,) 7— 7 — zus d;) — F(d? + d}) 7. 
ar 16 d, 4d, 


2 (d? — dd 
4 


wobei F' — ‚ den Querſchnitt des Körpers bezeichnet. 


Für einen prismatischen Körper mit quadratifhem Querſchnitte, 
deilen Seitenlänge — b ift, hat man 


bt rm 
W= re und e — !',bV2 — bV'/,, daher 
Ww b> b3 BT 





— — — — , und Pa = — — 0,2357 b2T. 
e 6YY, 3V2 3V2 


ie : z Ö 
Wenn man in der Grundfornel Pa —PCW aus $. 262, $ — = 


ung. . a 
— * einſetzt, wobei e die Entfernung der entfernteſten Faſer von der 
Umdrehungsare CD, fo wie d den Winkel 7 KL bezeichnet, um welchen 
diefe Safer bei der Torſion aus ihrer urfprünglichen Yage verrüicdt wird, fo 
erhält man 





Pae — O Wtang.d; nun ift aber aud) 
Pae — SW, daher folgt 
S — Ctang.d, und e8 ergiebt ſich 


T 
T — Ctang. d, fowie tang.d — 6’ 


wenn Ö den Verſchiebungswinkel bezeichnet, wobei die Spannung des 
Körpers die Grenze der Elafticität erreicht hat. 


Die mehanijche Arbeit, welche erfordert wird, um die Welle nad) und 
nad) bi8 um den Winfel « zu verdrehen, ift nach $. 262, 








P? a2] SW 
= aWwo und läßt ſich baber, wenn man Pa — — einführt, auch 
s wb a a | 
—— 5 7 ſetzen, wobei natürlich S die Maximalſpannung bezeichnet. 


Bei der Elafticitätsgrenge ift S — Z, und es folgt daher aud) die Arbeit, 
welche aufzumwenden ift, um den Körper bi8 zur Grenze der Elaſticität zu 
ſpannen: 

72 Wi 
— C’2e 
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Für einen prismatifchen Körper mit freisrundem Querſchnitt ift 
4 
W= — und e = r, daher: 


7 ar I 





Argon ac 
dagegen für einen folchen mit quadratijchem een 
w= Br und e? — — , daher: 
72 del * T? 
en nn I — V. 
a er ra 
— 7 607 sT 
Nun iſt aber Se 7 ae der Arbeitsmodul A der 


Elafticitätsgrenze, daher hat man für den Eylinder: 47 = 1/,A V, und 
für das Parallelepiped: Z —= '/; AV. 

Es ift alfo in beiden Fällen diefer Arbeitsaufwand nur dem Volumen 
V des Körpers proportional (vergl. $. 206 und $, 235). 

Jedenfalls läßt fid) auch die Arbeit zum Abdrehen oder Abwürgen 

— 1, BV und 1/,BV fegen, wenn B den Arbeitsmodul des 
Abmwirgens bezeichnet. 

Nimmt man mit Herrn General Morin fir alle Stofje 


— — tang.d = 0,000667, 


4’ 


alfo den Berfhiebungswinte d — 2 Min. 18 Sec. an, fo erhält man für 
Gußeifen: 
T = 200000 . 0,000667 — 134 Kilogr. — 1833 Pfund, 
daher bei Anwendung des franzöfifchen Maßes: 
Pa = 26,3 d’ — 31,6 b3 Rilogr.-Gentimeter, 
dagegen bei Anwendung des preuß. Maßes: 
Pa — 360d3 — 4325? Zollpfund. 
Unter derfelben Bedingung erhält man fir Schmiedeeijen: 
T — 630000. 0,000667 — 420 Kilogr. — 5746 Pfund; 
daher bei Anwendung des franzöjifchen Maßes: 
Pa = 82,4 d® — 99,2 b? Rilogr.-Eentimeter, 
und bei Anwendung des preuß. Maßes: 
Pa —= 1128 d3 — 1357 b? Zollpfund. 
Fur Holz erhält man unter denfelben Bedingungen im Mittel: 
T — 41650 .0,000667 — 27,8 Kilogr. — 380 Pfund, 
daher bei Anwendung des franz. Maßes: 
Pa = 5,46 d? — 6,55 b? Kilogr. Centimeter, 
und beim Gebrauch des preuß. Maßes: 
Pa — 74,6. d3 — 89,6 bs Zollpfund. 
Weisbach's Lehrbuch der Medanit. 1. 32 
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Die Coefficienten diefer Formeln gelten nur für ruhende Körper und ganz 
langſam und janft umlaufende Wellen; bei gewöhnlichen Wellen giebt man 
doppelte Sicherheit, nimmt alfo die Coefficienten nur halb jo groß an; für 
Schnell umlaufende Wellen nimmt man wohl vierfadhe, und bei jehr raſchen 
und mit Stößen verbundenen Bewegungen ijt man fogar genöthigt, eine acht- 
mal größere Sicherheit zu geben. 


Beifpiele. 1) Die gußeiferne Welle einer Turbine übt am Umfange eines 
auf ihr figenden Zahnrades von 6 Zoll Halbmefler eine Kraft von 4000 Pfund 
aus, welche Die muß man berjelben geben? Es it bier das Kraftmoment Pa 
— 4000.6 — 24000 Zollpfund, und folglich der Durchmeſſer der Welle, wenn 


361 
wrPa= Da ſetzen, 


— — — 


8% « 4000 — — 
d= V 2 — VY 10, — 5,11 3oll. 


Iſt der Nbitand des gedachten Zahnrades von dem Waflerrade, 7 — 48 Zoll, fe 
hat man nach dem vorigen Paragraphen, ven Torjionswinfel: 

0,0002161° - — 0,3650 — 21,9 Minuten 
’ 5,1 —\ D . 

2) Bei einer vierfantigen Welle aus Fichtenholz wirft die Kraft P—= 600 
Pfund an einem Hebelarme a —= 15 Ruß — 180 Zoll, während die Laſt Q an 
einem Hebelarme von 2 Fuß in einer nach der Arenrichtung gemeflenen Entfernung 
I = 6 Fuß — 72 Zoll zieht, wie die ift diefe Welle zu machen und wie groß tt 
die Verdrehung derjelben ? 

Es ift, wenn man 4facdhe Sicherheit giebt, 





3 
Pa = 600.180 — 108000 — en, 
daher die gefuchte Seite: 
FE ee 
*/4 . 108000 
b= J —I = 16,9 Zell, 


und die Verdrehung: 


«® — 0,000604 . 108000 . 72 


CH LEE — 0,0576 Grad — 31%, Min. 


Biertes Capitel. 


Die Tragfraft langer Säulen oder die Feftigfeit des 
Zerknickens. 


$. 265 Tragkraft einer an einem Ende festgehaltenen Säule. Wird 
ein prismatiſcher Körper A B(I.), Fig. 434, an einem Ende B feftgehalten, undaım 
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anderen Ende A von einer Kraft P ergriffen, welche in der Richtung der 
Längenare des Körpers wirft, jo ftellen fich die Biegungsverhältnifie ganz 


Fig. 434. 
T II 





anders herans, als wenn diefe Kraft, wie wir im Obigen ($. 214 u. ſ. w.) 
gefunden haben, winfelvecht zu dieſer Are wirft. Die neutrale Are 
AB (11.) nimmt in diefem Falle eine andere Geftalt an, weil der Hebelarm 
der Kraft P nicht durch die Abſciſſe AM — r, fondern durch die Ordinate 
MO — y gebildet wird, aljo das Moment M derfelben nicht Pr, fondern 
Py ift. Dan hat folglich hier den KPriimmungshalbmeflr OK — r, durch 
den Ausdruck 
WE 
Py 
zu beftimmen, während er nad) 8.215, für eine rechtwinfelige Biegungstraft : 

en zu ſetzen ift 

Px j 


Im Befeftigungspunfte B geht y in die Bogenhöhe BC — a iiber, und 


= 








ift der Kriimmungshalbmefler r — Le am Kleinften, alfo die Krimmung 


Pa 
jelbft am größten, wogegen im Angriffspunkte A, wo y = 0 ift, ber 
Krimmungshalbmeffer unendlich groß, alſo die Krümmung Null ausfällt. 

Bezeichnet man das Bogenmaß des Krümmungswinfels O KO, vom Bo- 


geneleniente OO, — 6, durch Ö, fo hat man für daffelbe r — Fund das 


her Pyo = WEÖ; und ift 40 der Neigungswinfel OO, N beffelben 
gegen die Are AC, jo läßt fid das Drdinatenelement NO = v —6ß, 
daher 
Pyv = WEBÖ, und ebenfo 
PZ(yv) = WE2Z(Bd) jegen. 
32* 
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Um fir den Bogen AO die Summe Z(yv) zu beftimmen, jege man 
für y nad) und nad) v, 2v, 3v... nv in derfelben ein. Es folgt dann 
n? v n?v? 
Z(yv)—=v&(ly)=v(v +20 +30 + EERUTUTT = 
oder danv = MO —=y il, 
Z(yv) -!, und PZ(fv) — 1, Py2. 
Um ebenfo S(6 6) zu finden, jegen wir fir 4 nad) und nad) die Werthe 
BB+8,B+25...B+nd, und vollziehen die Summation wie folgt: 
ZB) - = HB HÖR +2 +  - +ß+ md) 
aß HU FE +EH + wi] 
2 Ö 
— "B+7)=nd(ß+ | 
Iſt der Neigungswinfel in A, — «, fo läßt fih au) B+Hnd— u 
fegen, und e8 folgt: 
269=(«@— 9) (B + FF) =ra-M + Vie) 


fowie 





WEZ(ßö)—=!/, WE (a? — ß?), und endlic) 
Py? = WE(a? — ß?). 
Für den Endpunft B ift y = a und 6 — 0, daher 
Pa? — W Ea?, und 
P (a? — y?) = W EBP?, woraus der Tangentenwinfel 


)B= Veen folgt. 


Aus 6 und dem Ordinatenelemente NO — v folgt das Abfcifjenelement 
6 V me „RE; 
Br za m VazpV zii“ 


Ve == 
WE a y? 


Wenn man mit der Hypotenuſe CB — a de rechtwinkeligen Dreiedes 





Fig. 435. BCD, dig. 435, deſſen Katheten BD—=y 
B und CD —Va? — y? find, den Bogen AB 
bejchreibt, jo gilt fiir das Element BO — Y 
defjelben die ‘Proportion: 
BO _ CB ni; v_ a 
BN 0D° "u Va?— y?' 





es folgt daher 
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® % 


Ya, Pr und 
P %%.. 
iv — ſowie auch 


VEz0=!rw. 


Kun ift aber Z(E), d.i. die Summe aller Elemente von der Abfciffe AM, 
— —, und Z(y), d. i. die Summe aller Elemente des Bogens AB, der 
Bogen AB felbft; daher hat man aud) 


2 Dog. AB AD ne 
— * =. art, (sin. = 35 


Es iſt alfo die Abfeiffe der elaftifchen Linie AB, in Fig. 434, II., 


WE y 
92 ar a «(I ri .— — 
) x V P are.(sin =) : 


fowie die Ordinate derfelben 


a VE): 


Ste — AB= ACGC, die Pänge der Säule, fo hat mıan y — ber 
Durchbiegung BU = a, daher 


— — 
z — ‚N. Ya) 3 in. ((V E) = 
7 a sin | WB d. 1. sin. (Il WE 1, 


3 
j wETy und die Biegungsfraft 
i),P= 2) WE folgt. 

Da diefe Formel die Bogenhöhe a nicht enthält, fo ift anzunehmen, daß 
die durch fie beſtimmte Kraft P bei jeder Biegung den Körper im Gleich— 
gewicht zu halten vermag. Dieſes eigenthimliche Berhältnig hat feinen 
Grund darin, dag mit der Zunahme der Biegung nicht allein ein Wachſen 
des Widerftandes, jondern auch ein Wachſen des Hebelarmes a und folglich) 
aud) des Kraftmomentes Pa verbunden ift. Hiernach ift alfo auch die Kraft 
zum Abbrechen oder Zerfniden: 


2 
— (=) WE — 2,4674 une zu ſetzen. 








wonad) 


Anmerfung. Führt man in der Formel y=asin.(« ei P=(#) WE 
. = Vwn)?=G 


ein, fo erhält man folgende Gleichung der elaftifchen Linie für diefen Fall ver 
Kraftwirkung: 


Sept man hierin x = 


fo erhält man y = | 0 
l 
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z nz 
yz uasın. (57) 


0 4l | 5l 67 uf. w., 




















a | 0 u.f.w. 











Wenn man alfo die Säule von der einfachen Yänge I beliebig verlängert, fe wird 
2 
fie von der Kraft P—= (5) WE nadı einer Ranfenlinie ABA, Bı A, .-., 


Fig. 436, gebogen, welche aus einer vielfahen Zufammenfegung eines und deſſelben 


Fig. 436. 





Bogens AB befteht, in den Abftänden AA, AAz ... die 
Are AX durchſchneidet, und in den Abftänden AC;AC,, 
AC, ... die größten Abftände CB=—+a, C,B, 4, 
CB = — a... von derſelben hat. 


Parallelepipedische und cylindrische Säu- 
len. Für eine parallelepipedifche Säule, wo b die 
größere und A die Heinere Querfchnittsdimenfion ift, hat 
man W — zu (1. $. 226), daher ift die Kraft zum 


Zerfniden — 
IE ar. DRE 
P.= (=) — 0,2056 — 

Es wächſt alſo die Feſtigkeit des Zerknickens 
eines Parallelepipedes direct wie die Breite b 
oder größere, und wie der Cubus (h3) der Dide 
oder kleinere Querfchnittsdimenfion A, ſowie 
umgefehrt wie das Quadrat (/?) der Fänge deſ— 
ſelben. 








Für eine cylindriſche Säule vom Halbmeffer oder Durchmeſſer d ift 


P= 


ri * 


v= —=7 aA) $. 231), daher hat man hier 
2 rt ai rE a3 BE_ rt E 
2) na Een 
4 W 
— 0,1211 . 


Es wächſt alſo die (rückwirkende) Feſtigkeit des Zerknickens 
einer eylindriſchen Säule direct wie das Biquadrat ihres Durch— 
meſſers, und umgefehrt wie das Quadrat ihrer Ränge. 

Für eine hohle Säule mit den Halbmeffern r und r,, oder den Durch— 
mefjern d und d, — ud hat man 
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_m®(rt—r)E n?® (dt — d!) E 








al u 17 ee - 
3 d!'E d! F 
= — — uf — 211 — 4 


Wird die Säule ABA, Fig. 437, am unteren Ende A, nicht feftgehal- 
ten, jondern num aufgeftämmt, fo biegt ſich ihre Are nach einer ſymmetriſchen 
Gurve, wovon jede Hälfte BA und BA, die Öeftalt der Are einer an einem 
Ende feitgehaltenen Säule (Fig. 434) hat. Es findet deshalb auch hier die 

j 1 
oben gefundene Formel ihre unmittelbare Anwendung, wenn man darin 3 
ftatt 7 einführt, wofern natitrlich 7 die ganze Yänge A A, der Säule bezeich— 
net. Es ift folglich hier die Tragkraft vier Mal jo groß als im erjten Yalle, 


und zwar 
E a? bh? a’ d! 
— ) en 122 is 64 5 * 
Dieſer Fall der Biegung tritt vorzüglich ein, wenn, wie Fig. 437 1. und 
Big. 437 Fig. 438. 





Ill. darftellt, die Säule an den Enden abgerundet oder um Bolzen drehbar 
ift. In dem letzteren Zuftande der Biegung befindet fich z.B. die Kurbel— 
ftange einer Dampfmafdjine u. |. w. 

Wird ferner eine Säule an beiden Enden feftgehalten, wie z.B. BA Bi, 
Fig. 438 I. und III. darftellt, jo wird die Are derjelben nad) einer Curve 
BACA, B,, ig. 438 I., mit zwei Wendepunften A und A, gebogen, 
worin die Biegung des erften oder Normalfalles vier Mal wiederholt ift. 


Set man deshalb in der Formel für den Normalfall 2 ftatt 7, jo erhält 
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man die Tragkraft einer folchen an beiden Enden feftgehaltenen Säule, d. 1. 
2m\: a: bh’ md! , 
r=(*}) „E57 #= ss rE# 

Verſuchen von Hodgkinſon zufolge ift die Tragkraft der Säule in dieſem 
Falle nur zwölfmal fo groß als im Normalfalle (Fig. 434), während fie 
den legten Formeln zufolge ſechszehnmal jo groß wäre. 

Diefer Fall der Biegung kommt vorzüglich auch noch bei der Kolben- 
ftange einer Dampfmafchine u. |. w. vor. 

Wenn endlich eine Säule ABC, Fig. 439, an einem Ende B feitgehal- 
ten und am Ende verhindert wird, auszugleiten, To 
ift die Tragkraft P achtmal jo groß als im Normals 
falle, —— 


Fig. 439. 


612 7 32 12 
Die — welche nöthig iſt, um eine Säule vom 
Querſchnitte FO und dem Feſtigkeitsmodul K zu 
zerdritcden, giebt nach $. 205 die einfache Formel 
P=FKıan. 
Setzt man diefe Kraft gleich der Kraft 


für das Zerknicken beim Normalfall, jo erhält man 
die Gleichung 


—=(%)% od wre see 
wre" ” 2V/K 


Für eine cylindrifche Säule von der Dide d, wo — 


nad 
_al/E _ 2 v2 
8 ve — 0,3927 7 
Fir Gußeiſen iſt 2 = 16’400000 und K — 100000 Pfund, daher 
\/E — I 
ya = Vı164 — 12,8, und 77 5. 


Für Schmiedeeiſen ift dagegen Z — 27’800000 und K —= 30000, 
daher 





16, u 
— = ift, folgt hier- 


1/E — m 
ne — V927 — 30,5 und 7 = 12 


Endlich ift für Holz im Mittel 
E = 1’600000 und K — 6500, daher 


$. 267.] Die Tragkraft langer Säulen ıc. 505 


E 1 
#7 V246 — 15,7 und — 6. 


l 
ft die Säule an beiden Enden frei, fo fallen die Werthe von 7 doppelt 


fo groß aus, als im Borftehenden gefunden worden ift. 

Bei diefen Pängenverhältniffen ift alfo, wenn man in beiden Fällen einerlei 
Sicherheitsmaß vorausfegt, die Tragkraft des Zerknickens gleid) der des 
Zerdrüdens, und nur erjt bei längeren Säulen wird der Widerftand des 
Zerknickens von dem des Zerdrückens übertroffen, find alfo die Querſchnitts— 
dimenfionen nad) den im Dbigen gefundenen Formeln für die Zerfnidungs- 
feftigfeit zu berechnen. 


Beifpiele. 1) Für eine 12 Fuß lange und 11 Zoll vide cylindrifhe Säule 
aus Fichtenhelz, welche an beiden Enden frei auffteht, ift bei 10facher Sicherheit, 
die Tragfraft . 

— * 5 — 0,4845 (2). 160000 — 77520 . 0,7061 — 54800 Pfund. 

2) Welche Stärke muß eine ſolche Säule aus Gußeifen erhalten, damit fie bei 
einer Länge von 20 Fuß eine Lat von 100 Gentner tragen könne? Hier ift, wenn 


man ftatt Z, = — 1640000 Pfund in Nechnung bringt, 


/ 6 P®  1'/640000.240? _ 7'/240? 
n3, 17640000 "" Y 31.1’640000 ” Y 79,5 


240 
= 1 = 5,20 Zoll. 


Nach ver Zerbrüdungsformel ift 


d= 








ı- VB 
= nK’ 
alfo, wenn man ſtatt 2 — 10000 Pfund in Rechnung bringt, 
/ 4 . 10000 4 2 
d= ' 7.1000 7 „ = 177 7 118 Soll. 


Wäre die Länge der Säule noch nicht 10.1,13 — 11,3 Zoll, jo würde die er: 
forderliche Stärfe verfelben auch nur 1,13 Zoll betragen. 


Körper von gleicher Zerknickungsfestigkeit. Wenn eine Säule ($. 26° 
AB, Fig. 440 (a. f. ©.), weldhe an einem Ende B feftgehalten wird, fo 
geformt ift, daß fie in allen Duerfchnitten eine und diefelbe Spannung erlei- 
det, fo bildet fie einen Körper von gleihem Widerftande, wobei fie die 
möglich kleinſte Menge an Material in Anſpruch nimmt (ſ. $. 208 und 
8.253). Jedenfalls ift der Querſchnitt einer folchen Säule an der Befefti- 
gungsftelle B anı größten und nimmt nad) dem Ende A zu allmälig ab. 

Das Geſetz diefer Abnahme wird aus Folgendem hervorgehen. Bezeichnen 
wieder x und y die Coordinaten eines Punktes O in der Are der Säule, 
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ferner jei « der Tangentenwintel MA O für diefen Punkt, W das Maß bes 
Biegungsmomentes, z der Halbmefier OO, der Säule an dieler Stelle, 
fig. 440, endlich dritde S die conftante Spannung an dem 
äußerften Umfang A O, B,, alfo auch im Punkte Oı 











Y des Querſchnittes durch O aus, Es ift 
—— = == — (1. 8. 235), und 
weit. Ze - 
(j. $. 218), daher higt 
8 — — Ez — ‚oder da tuny.a — Lip, 
Soy= — Eztang.« Otany.«. 


— | 
Da man aber für einen freisförmigen Querfchnitt = — hat (1.8.236), 


fo folgt 
Se — * . oder = Sz? — Py, daher 


n 32 8 an 8° 
- TB 2) — — —.? — z 2°0%, 
oy S ale) 7 505 und Boy 75 2 


ſo daß ſich nun 
3n 8 


4 PER’? 02 — — tang. a Otang. « ergiebt. 
Durch Integration erhält man nun 
S? ‚ 
21 BE 2? — Const. — tang. œ, 


und daher, wenn man den Querſchnittshalbmeſſer in 3, wo « — 0 ift, mit 
r bezeichnet, 





g2 
3 — — 
IE; DE (r? 2?) = tang.«?, oder 
tang.a —= 8 Vers 1 ? r Vr —; 
Sept man nun fang. « — =— - — !ı u Fr a fo folgt 


3xE 2?02 
; — 2 
T "dx 5 
3nE 2208 3rE u?ou 
0x: = — — gr} — — ⸗ — —, 
— Vr — 22 4P Yı — w 


wenn man z mit «u bezeichnet. 


— gg, und 
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Nun ift aber 


u? 1 — 2 


1 
Vvıi-u — Vi u 
= — vı — — — daher folgt 


wou __ — ou 
— a der 
=  ,aVıi— uw + nf er — 
1— u 
= — !,u Vı— u + I, are. (sin. = u) 
(f. analyt. Hülfslehren, Art. 27 und 26). 
Hiernach ergiebt ſich 


— 3nE »urc. (sin. — £) 2 | 
= WERE [jour —— — Ve 


Für z — lift z—= r, der Halbmeſſer des Querſchnittes an der Baſis, 








A . 2 ; a 
wobei urc, (sin. = 2) = are (ein, = I. 2’ und 


ze Vr? — 2 — 0, ausfällt. Daher folgt 





x „\/32zE j Be 
l= 5 r? \V und es ergiebt ſich die Tragkraft 





16 P 
a \? 3nurt a 
— — 7 — 8 Be ee 
— =) 16 2 I =) 4 B 


d. i. drei Viertel der Tragkraft einer cylindriſchen Säule vom Halbmejfer r 
(vergl. $. 265). E8 ift folglich der Baſishalbmeſſer der Säule von gleichem 
MWiderftande — V */; = 1,075mal fo groß als der Halbmefjer einer cylin- 
drifchen Säule von gleicher Länge und gleicher Tragkraft. 

Bergleiht man die Abſciſſe F mit der ganzen Gäulenlänge 7, fo 
erhält man 


2 cl Pr EN R 
nz —tarc.(sın.=r) — — 1 — [— — U 
7 9 jere (sin. —r) > V (#) 5 mol 
Zuhalt eines Kreisfegmentes vom Halbmefler — 1 und der Sehne — 22 
r 


2 
als den Inhalt eines Kreisſegmentes anſieht, ſo 
kann man mittels dev Segmententafel (f. den Ingenieur, Seite 152) den ent— 
ſprechenden Gentriwinfel ꝙ beftimmen, und hiernach den einer gegebenen 


Abfcifie x entfprechenden Ouerfchnittshalbmeffer e—r sin. 3 berechnen, 2.8. 


Wenn man daher 


$. 268 
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ın 2% 1 : 
fir 2 — AT, ift =; 7 0,3183, wonad) mittel dev Segmenten- 


tafel, 9 — 93% 49° folgt, und ſich der Querfchnittshalbmefler in der Mitte 
der Säule: 
2 — r sin. 46° 50° — 0,729 r ergiebt. 
Wegen der Drudfeftigfeit ift der Halbmeſſer des Querfchnitts am Säulen- 


P ET 
fopfe, 1, = \ zz machen; auch ift diefer Halbmeſſer noch an den— 


jenigen Stellen beizubehalten, wo die Zerfnidungsfornel noch kleinere Werthe 
für z giebt. 
Steht die Säule am Fuße wie Fig. 437 darftellt, frei auf, jo ift natürs 


lich diefe Berechnung für eine Hälfte ( 5) derjelben durchzuführen. Der 
größte Querſchnittshalbmeſſer r fällt dann in die Mitte und entjpricht der 


z\2 mr E 


2 
Formel P = ®/, (#) —— 





Hodgkinson’s Versuche. — Die Verſuche, welche in neueren Zeiten 
Hodgfinfon über die (rückwirkende) Feſtigkeit des Zerknickens angeftellt Hat 
(f. Barlow's Bericht in den Philosophical Transactions, 1840) beftätigen 
wenigfteng eine angenäherte Richtigkeit der im Vorſtehenden entwidelten 
Formeln. Nach diefem Erperimentator ift die Formel 

(N gp_ (EN zÜE_(z\ ME 
— — rer -(7 2 
für prismatifche Säulen mit freisförmigen und quadratifchen Querjchnitten, 
wenn man darin fir Z einen befonderen Erfahrungswerth einfegt, für Holz 
unbedingt richtig. dagegen fir Schmiedeeifen nur dann genügend, wenn man 
ftatt d*, die Potenz d**, und für Gußeifen ausreichend genau, wenn man 
ftatt d* und 12 die Potenzen d3’° und 747 einführt. 

Die Hauptergebniffe der Hodgkinſon'ſchen Verſuche mit prismatischen 
Säulen an freisförmigen und quadratifhen Querſchnitten enthält 
folgende Tabelle. Die in derjelben angegebenen Coefficienten beziehen ſich 
auf den Fall, dag die Säulen an beiden Enden rechtwinfelig gegen 
ihre Aren abgejchnitten find, und mit diefen Endflächen platt aufliegen. Bei 
abgerundeten Endflächen, wo ſich Säulenenden ungehindert neigen fünnen, 
find diefe Coefficienten nahe drei Mal fo Hein ausgefallen. Wenn dagegen 
die Säule an einem Ende feftgehalten wird, und am anderen Ende drehbar 
ift, jo hat ſich diefer Goefficient halb fo groß herausgeftellt als im erften 
Falle. Wenn endlic) das eine Ende der Säule feftgehalten wird, und das 
andere dreh⸗ und verichiebbar ift, jo beträgt die Tragkraft ein Zehntel von 
der im erften Yalle, wo beide Enden fefigehalten werden. 
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Zabelle 
der Kräfte zum Zerfniden a Säulen. 






Rraft ; zum n Zerfniden. 
Sn engl. Maße | In franz. Maße 
(Tonnen) | (Kilogramm) 


Namen 
der 


prismatifchen Säulen In Neupfund, 











Sußeiferne Säulen mit freisför- d3.55 d3,55 d3.55 





migen Querfehnitten . . . . - “Tr RE ART 
emigen Ouerfänitten | 188767 | 461057 | 294400 T ” 
Samt Same | aa | nu0dt | aut 
—— | zu | ımb | mol 


In der Columne fir das englifhe Maß find d umd b in Zollen, 7 in 
Fußen“ und P in Tonnen zu je 20.112 — 2240 engl. Pfund; in der für 
das franzöfiiche Maß find dagegen d und b in Gentimetern, 7 in Decimetern 
und P in Kilogramm, und in der legten Columne hat man d und b in 
Zollen, 7 in Fußen und P in Neupfunden zu geben. 

Noch hat Hodgkinfon gefunden, daß gußeiferne Säulen eher zerdrüct 
als zerfnict werden, bei abgerundeten Enden, wenn 1 < 15d, und bei 
flachen Enden, wenn 7 < 30d ift. Auch foll das trodene Holz doppelt jo 
viel Tragkraft befigen als das friſch gefällte. 

In Fällen der Anwendung diefer Formeln bei Berechnung der Tragkraft 
von Säulen, giebt man 4= bis 12fache Sicherheit, nimmt alſo die Coeffi- 
cienten diefer Formeln 4 bi8 12 Mal Heiner an. 

Bei ſechsfacher Sicherheit ift hiernach fiir gußeiferne Säulen, wenn 
d und ! in Zollen gegeben wird, 


94700 1217 Br 947 d3,55 35 
— 68,3 — ir >= 10800 Gr Gentne, 


und d — 0,0731 (PNM)28317 Zoll zu fegen. 
Fir Shmiedeeiferne Säulen hat man bei derfelben Sicherheit 


P= 





d3.55 ._ 
P= 68300 —- Gentner, und 
d— 0,0435 (Pl2yp2s17 Zoll, 
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Fir Säulen aus Eichenholz, bei zehnfacher Sicherheit ift ferner 
P — 3394 (FF = 3394 — 5762 5 Gentner, und 
b —= 0,131 (PT?)", fowie d — 0,115 (PR)% Zoll. 
Endlich; ift für Säulen aus Fichtenholz: 
P— 2425 za x Gentner, und 
b — 0,1425 (P1?)":, fowie d —= 0,125 (PR) Zoll. 
Beifpiel. Kür eine cnlindrifhe Säule aus Fichtenholg, von 11 Zell Stärfe 
und 12.12 — 144 Zoll Länge, welche an beiden (Inden fetgehalten wird, ift die 


3 
Tragkraft P = 411700 - ( ) — 290700 Pfund. Wenn die Enden einer ſol⸗ 
- hen Säule frei drehbar find, fo ift dagegen die Tragfraft PR = 1% P = 96900 


Pfund, während nach der theeretiichen Kormel, PR = 54800 % fund if (1. Bei⸗ 
fpiel 1 zu $. 266). 


xg. 269  Einfachere Bestimmung der Tragkraft der Säulen. Die vor- 
ftehenden Formeln für das Biegen und Zerfniden der Säulen find unter 
der Vorausfegung entwidelt worden, daß die Kraft ? genau im Endpunkte 
A der Yängenare der Säule angreift; da aber diefer Forderung in der Praris 
nie genau Genüge gefchehen kann, und dieſes centrifche Augreifen aulth auf 
hört, fowie die Biegung des Körpers eintritt, fo ift e& vathfam, bei Beftim- 
mung der Tragkraft einer Säule gleich von vornherein mit auf den ercen- 
trifchen Angriff Rüdficht zu nehmen. 
Seßen wir bei diefer Beitimmung voraus, daß der Angriffspunft D der 
Kraft P, um DA — ce von dem Ende A der Are der Säule AB, Fig. 
441, abftehe, und nehmen wir an, daß die Durcbiegung BC — a ber 
Fig. 44. Säule Hein fei gegen e. Dann fünnen wir die von ber 
Süulenare gebildete elaftifche Yinie als einen Kreis vom 


12 
Halbmefir r — 2a anjehen. Nun ift aber 


P(a+ c)r = WE, daher folgt 
P(a+c)®?=2WEa, jowie 





Bezeichnet nun F den Querſchnitt der Säule, und e 
die halbe Dicke derjelben, gemeffen in der Ebene ABD, 
jo ift die durd) den Drud P hervorgebrachte — Spannung in 
jedem Querſchnitte der Säule: 


— 
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L 

F 7 

und die durch das Kraftmoment Pa + c) hervorgebrachte Spannung, am 
äußern Umfang derjelben: 


I, = 


„—tetd9: _ 2 PEce 
WW 7.2 WE —- P® 
und e& folgt daher die Maximalſpannung der Säule: 
P 2PEce P 2EFCce 
S=s+s= + wem Hl t wen) 
Segt man nun S — dem Tragmodul 7, jo folgt 
; 2EFce 
P(1 + zwE— pm) = Fre 


P(2 WE— PR L2 EFce) = (2 WE— PR)FT. 
Iſt nun PT? gegen (W + Fee) E Hlein, fo läßt fich jegen 


 2E(W+Fe)+FTR |, Fee x FT 
* W 2WE 
P= — 5. wenn 9 und v beſondere Erfahrungszahlen bezeichnen. 
pp+Y% 7 


Der Civilingenieur Love (f. M&moire sur la Resistance du fer et de 
la fonte etc., Paris 1852) folgert aus den Verſuchen von Hodgkinſon 
die Werthe $ — 0,45 und — 0,00337;, e8 ift alfo hiernad; : 

P=4 FT — — 
1,45 + 0,00337 (=) 
woraus jich dann folgende Tabelle fiir den Coefficienten 


. berechnen läßt. 


— — 
1,45 + 0,00337 (2) 





on nın|m 

















| 
0,0347 0,0285 


0,0735 0,0556 |0,0435 














0,146 | 0,101 














Diefe Werthe fir x find alfo mit dem oben ($. 211 und 212) angege- 
benen Tragmodul T des Zerdrüdens zu multiplieiven, um bei einen geges 
benen Längenverhältniffe die Tragmodel langer Säulen zu beftinnmen. 
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Der General Morin theilt nach Rondelet folgende Tabelle mit, welche 
jedoch) fir Säulen von mittlerer Yänge zu große Werthe flir x giebt. 








Beifpiele 1) Welche Lait kann eine Säule aus Fichtenholz tragen, deren 
Yänge 15 Ruß und Stärfe 12 Zoll beträgt? Kür eine kurze Säule wäre nad 
Tabelle auf Seite 370, der Tragmodul 7’ — 2500 Pfund, da aber hier das Ber: 
hältniß der Länge zur Stärfe, = 16/, it, fo hat man: 

1 1 


2 = 145 7 0,00837 . 153 = 3508 — 0458, 


daher den Tragmodul nur y 7 — 0,453.2500 — 1132 Pfund und endlich die 
geiuchte Tragkraft: 


pP=19"7 — 1132 .0,7854.144 — 123000 Pfund zu jegen. 


Der Sicherheit wegen ift jedoch nur ein Drittel dieſes Werthes als Belaftung 
anzunehmen, alfo 
123000 


P=73 


— 42700 Pfund 


zu ſetzen. 

2) Wie ftarf ift eine frei aufftehende hohle cylindriiche Säule aus Gufeifen zu 
machen , welche bei einer Ränge I von 25 Ruß eine kalt P = 100000 Pfund zu 
tragen vermag ? 

Nehmen wir an, daß der Durchmeiler d, der Höhlung gleich drei Fünftel des 
äußeren Durchmeflers (d) der Säule fei, fo können wir in der theoretifchen 
Kormel: 


3 4 
P— n TE ($. 266) ftatt 


- 


4 __ 4 4 

y4 = — — nz 1 — GL = 0,0544 dt ſetzen, jo daß num 
— ape 

d= Y Gosaansz !elst. 


Segen wir in dieſem Ausdrucke P = 100000, 1? = (25.12)? —= 90000, 
n® — 3], und flatt E nur 


E __13/68000 __ 
n=707 > 1’363000 Pfund 
ein, fo erhalten wir die gefuchte äußere Stärfe der Säule: 
*/ 400000 .90 '/ 1000000 
=| 6,0541. 31.1868 — V iosor.ag — 1117 Soll. 


Nehmen wir d = 11,25 Zoll an, jo erhalten wir d, — 0,6.11,25 — 6,75 
Zoll. 
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Unfere lebte Formel giebt, wenn wir 











l 25 
—— 
annehmen, den geſuchten Querſchnitt ver Säule: 
= ı\®| P __ 3,556.100000 __ 355600 
F = [145 + 0,00337 (2)] 7= 07 =: 
und ſetzen wir nun noch nach $. 212, 
ga En — 6000 Pfund, 
fo erhalten wir 
355 600 
F= 55 * 59,3 und hiernach, da auch 


® 
F=7(@—- = [1 - 91T = 016na 
ift, die gefuchte Äußere Stärke der Säule: 


| [FE 593 _ 
= 0,16 — — 10,86 Zoll, 


Nimmt man d —= 11 Zoll an, fo erhält man: 
d, = 06 d = 06.11 = 6,6 Zoll. 





Fünftes Capitel. 
Die zufammengefegte Claftieität und Feftigkeit. 


Zusammengesetzte Festigkeit. Nicht felten wird ein Körper von 8. 270 
zwei Kräften, z. B. von einer Zug- und einer Biegungsfraft u. |. w., zugleich) 
ergriffen, wodurch er natürlich auch zweierlei Formveränderungen, 3. B. eine 
Ausdehnung und eine Biegung, zugleich erleidet. Wir haben die Kraft, mit 
welcher der Körper diefer zweifachen Geftaltsveränderung widerſteht, die 
zufammtengejegte Elafticität und Feftigfeit genannt, und werden in 
der Folge die vorzüglichiten Fälle diefer Art näher unterfuchen. 

Streng genommen hatten wir es jchon in dem bei der Biegung eines 
Körpers AK B O, Fig. 442 (a. f.©.), zu Grunde gelegten Falle ($. 214) mit der 
zufammengefegten Feftigfeit zu thun, da fich eine am Ende A diefes Körpers 
angreifende Kraft AP — P auf ein Kräftepaar (P, — P) und auf eine 
Kraft SP— P zurüdführen läßt, wovon das erftere, welches wir zeither 
nur in Betracht gezogen haben, das Körperftid A S biegt, und die andere 

Weisbach's Lehrbud der Mechanik. I. 33 
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ein Abreißen diefes Stüdes von dem übrigen Theile SB zu bewirken ſucht. 
Die legtere Kraft befteht wieder aus zwei Seitenfräften: 
| Rig. 412. P, = Pos. « 

und 

Ps == Psin.a 
($. 215), wovon die 
eine winfelredht ge: 
gen die Faſern und 
die andere in der 
Arenrichtung der Fa⸗ 
fern wirft. Die leg- 
tere vereinigt ſich 
mit den Spannun— 
gen der Fafern in 
Folge der Biegung, 
vergrößert folglich 
die Ausdehnungen 
auf der Zugſeite der 
neutralen Are und 
3 vermindert dagegen 
\ \ die Zuſammendrü— 
x \ dungen auf der 

Drurdjeite. Die Grö- 
\ \ Be der Ausdehnung, 
% welche jede Safer 

\ RS— KN 
\ u. ſ. w. von der Länge 
M — Eins durch die 

Zugkraft P sin. c 





erleidet, ift (nach $. 204) 


_ Psin.« 
— FB 


wenn F den Querſchnitt NO des Körpers bezeichnet. Ziehen wir in die— 
ſem Abftande mit der Pinie N, O,, Fig. 443, welche die Enden der durch 
die Biegung ausgedehnten Faſern KN,, RS, LO, beftinmt, eine Paral- 
lele N, O;, fo deutet diefelbe die Begrenzung der beiden Pängenveränderum- 
gen unterworfenen Fafern an, und fehneidet die ursprüngliche Begrenzung in 
einem Punkte Sy, welcher dem Ende der unausgedehnten Yafer entipricht, 
und folglich die neue oder wahre Lage der neutralen Are angiebt. Der 
Abjtand SS, = ec, diefer neutralen Are von der urjprünglichen neutralen 


6, 
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Are, weldhe nur dem Biegungsmomente entfpricht, beftimmt fid) durch die 
- Broportion: 

Fig. 448. SS 8 fi 


6 


SS NN’ "7 
wonach alio e, — - 6, folgt. 


Nun ift aber noch = - (8. 235) 


daher ergiebt ſich einfad): 
Prsin.« 

FE 

Um diefe Größe (e,) ift auch der 
Krümmungshalbmeſſer 7, der auf 
diefe Weiſe ſchärfer beftimmten neu— 
tralen Axe größer als der Krümmungshalbmeſſer der ſeither in Betracht ge— 
zogenen neutralen Are; es iſt alſo: 


sr = 





n=r+ta=r(l + ri + . 
Anlangend den Winkel «, um welchen der veränderliche Duerfchnitt N, O, 
oder N, O, von der Richtung der Kraft P abweicht, jo ift diefer auch gleich 
dem (in $. 216) bejtimmten Tangentenwinkel &; es ift alfo wegen der ge- 
wöhnlichen Kleinheit diejes Winkels: 
P(? — 2?) 
2WE 


zu jegen, und da num r —= ur ($. 215) ift, fo folgt: 


12 — 2? 


sin. « — 





n.co=—rs= ‚ und daher: 


— Fr) 
17 QFE«x 
Hiernach fällt alfo 3. B. im Anfangspunfte B, wo r —=1ift,e = 0 
2 

aus, und am Endpunfte A, wo x — 0 ift, a — = — ©; dagegen ift 
P (le — 2?) 

2FEe 
mit der erften zufammeen, entfernt fid), von B nad) A fortichreitend, immer 
mehr und mehr von derfelben, erreicht ſpäter die concave Seite de8 Körpers, 


und iſt endlich, wenn man fie aud) außerhalb des Körpers fortjegend an- 
nimmt, am Ende A unendlich von diefer Are entfernt. 


für x = ‚4 =e; es fällt folglich die neutrale Are in B 


33° 
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Da die größte Ausdehnung in Folge der Biegung, 








— Pex 
"WE 
und die in Folge der Zugkraft Psin.«, 
__Psin.a 
ı FE 
ift, fo folgt die Gefammtdehnung : 
P /ex sin. 
NN—=-NN + NN =7z +), 
und wenn diefelbe die Elafticitätögrenze 5 erreicht, jo können wir 
ex sin. 
P\wt * ) = 
und daher die Tragkraft 
7 w7 
Paz Ww 
ex + F sin. — 5 


Bei den mäßigen Biegungen, welchen die Balken gewöhnlich ausgeſetzt ſind, 
iſt dieſer Werth ein Minimum für = — 1, und zwar, wie wir ſchon oben 
gefunden haben: 

wT 


= el 





Fig. 444. Anmerkung. Wird ver Balken, wie 3.8, 

| AA,B, fig. 4441, II. und III., von zwei 
Kräften ergriffen, fo kommen zwei- und nad 
Befinden dreifache Verrückungen der neutralen 
Are aus dem Schwerpunkte vor. Wirfen die 
beiden Kräfte P und P, in derfelben Richtung, 
wie Fig. 444, J., fperiell vor Augen führt, fo 
ift diefe Verrückung auf der einen Seite vom 
Duerfchnitt A, durch die Formel 


und dagegen die auf der anderen Seite durch 
die Formel 
_(P+P,)rsın.a 

— — 
beſtimmt. An der Aufhängeftelle A, ändert 
ſich diefe Verrückung 

P 
In =u=( * )e 


um, wenn man von der einen Seite auf die 
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andere übergeht, wogegen im feften Punkte B, wo « — 0 ift, wieder &; — Null 
ausfällt, 
Wenn die beiden Kräfte einander entgegengefeßt wirken, und hierbei das Moment 
P:AB=PL 
der negativen Kraft größer ift als das Moment 
P.AB=P(h+D 
der pofitiven Kraft, wobei der Balken zwei entgegengefegte Biegungen annimmt, 
welche in einem Wendepunkte F an einander anftoßen, fo befteht die neutrale Are 
aus drei discontinuirlihen Zweigen UV,, Va W, und W,B (wie Fig. 444, II), 
wovon bie beiden legteren die Normale durch den Wendepunft F zu Afymptoten 
haben; denn es ift hier r = © und folglich aud 
— Prsin.a _ z 
— —— —— 
Sind zwar die Kräfte einander entgegengeſetzt, iſt aber P(l! + 11) > P,lı, wie 
Fig. 444, III. vor Augen führt, fo ift einerfeits von A, die Verrüdung der neu: 
tralen Are 





Prsin.a 
AI, =a= TE 


und andererfeits 
I. 1. zu = ——l/ 
ı Ya=6 —* u ’ 
und es bilden daher die beiden Zweige UV, und 9, B der neutralen Are im 
Duerfchnitte durch A, einen Sprung von ber Größe 


1»= Arme FE 
Excentrischer Zug und Druck. Wenn ein Balfen oder eine Säule $. 271 

AB, Fig. 445 und Fig. 446, von einer Zug- oder Drudfraft ergriffen wird, 
welche zwar parallel zur Are dieſes Körpers, nicht aber in diefer Are felbft wirkt, 
jo wird ebenfalls die zuſammengeſetzte Elafticität und Feftigfeit in Anfpruch ge- 
nommen. Diefe ercentrifche Kraft P läßt fich, wie befannt, in eine Arenfraft P, 
Fig. 448. Fig. 446. und inein Kräftepaar (P, — P) 

zerlegen, deſſen Armlänge c der 

Abftand CA des Angriffs- 
punktes C der Kraft P von 
der Are des Körpers, und 
deſſen Moment folglid — Pc 
zu jegen ift. Die refultivende 
Arenfraft AP— P Ipannt 
alle Fafern mit der conftanten 


Kraft S, = E wenn F' den 


ß 
E 


en En A Querſchnitt des Körpers be- 


Kahl ll 
— 
en] 





ST RT ren: 
ul] Jı ji” gi 
= w 


Hash 


zeichnet; das Kräftepaar hin⸗ 
gegen biegt den Körper nad) 
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einem Salbmeffer, welcher fi) aus der befannten Grundformel Perr— WE 
($. 215) beftimmt, wenn man darin fir das Kraftmoment Px das Moment 
Pc bes Paares einführt. Es ift folglich r — — 
tem W oder Querichnitt F, und daher die von der neutralen Are des Körpers 
gebildete Curve ein Kreisbogen. 

Iſt wieder e der größte Abftand der Faſern von der durch den Quer— 
fchnitt des Körpers gehenden neutralen Are, fo hat man die Marimalfpan- 
nung, welche durch das Kräftepaar hervorgebracht wird: 

— Pce 
3 — Ww : 


‚ constant bei conjtan- 


daher die Gefanmtjpannung: 
sSs-s+%= * en 


und folglich, wenn man diefelbe dem Tragmodul 7 — alſo einen bis 
zur ee der äußerften Faſern gehenden Zug annimmt: 
— ne e -( Fce\P 


. 








Es iſt alſo — die — der Säule: 


z. B. für einen vectanguilären Querſchnitt mit den Dimenfionen b 
und h: 





P— — 
14 7 
und für einen freisrunden Querſchnitt mit dem Halbmeſſer r: 
— — 
14* 


Es läßt ſich hiernach ermeſſen, daß durch den excentriſchen Angriff einer 
Zug- oder Druckkraft die Feſtigkeit des Körpers weit mehr in Anſpruch ges 
nommen wird als durch eine gleiche Kraft in der Are des Körpers. 

Wird die Birgung der Säule durd) eine Stüge zur Seite verhindert, wie 
3. B. BAC, Fig. 447, darftellt, fo bleibt natürlich P—= FT. 

Wirkt die Kraft am Umfange einer parallelepipedifchen Säule AB, 


Fig. 448, und zwar im Abjtande ce — - von der Are, jo hat man: 
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FT 
1+3 
es ift alſo dann die Tragkraft nur ein Viertel von der Tragkraft beim cen- 

trifchen Angriff (Fig. 449). 
Big. 447. Fig. 448. Fig. 449. Für eine cylindrifce Säule 
— mit einer am Umfang angreifen- 
RN den Kraft ift ce — r, und daher: 
FT 
?P= r17> I,FT, 
d. i. ein Fünftel von der Trag- 
fraft, welche ihren Angriffspunft 
in der Are des Körpers hat. 
Diefe Formeln laſſen ſich auch 
auf das Zerreißen, Zerdrücken 
und Abbrechen der Körper ans 
wenden; es ift jedod) dann nöthig 
P fir jede Art der Zertheilung einen 
befonderen Feſtigkeitscoefficienten 


P= — FT; 





WW KR" WR 
zu fegen, wobei K, den Feſtigkeitscoefficienten für das Zerreißen (oder Zer- 
drücken) und K, den für das Zerbrechen bezeichnet. 


Schiefe Zug- und Druckkraft. Die Theorie der zufammengefegten 8. 272 

Elafticität und Feſtigkeit kommt vorzüglich) aud, dann zur Anwendung, wenn 
eine Kraft P unter einem fchiefen Winfel RAP =.Ö gegen die Are 
eines Balfens AB, Fig. 450 wirft. Bon den beiden Componenten R== Pcos.Ö 

Fig. 450. und N —= Psin. 6 wirkt der eine zie- 
hend und der andere biegend auf den 
Körper, und e8 vereinigt ſich auch hier 
die durch die erjtere Seitenfraft bewirkte 
Spannung über den ganzen Quer: 


ſchnitt F' 
__ Peos. ö 


1 = j 


mit der durch das Moment Plsin.Ö des zweiten Componenten bewirkten 
Spannung: 








ö Psin.d.Te 
8 — ww 
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der äußerften Faſern, fo daß ſich auch wieder 
dee Pcos.ö Plesin.ö 








F W 
oder vereinfacht, 
ö 
T—p 2 — ſetzen laßt. 
Hiernach iſt das geſuchte RR 
PR FT 


Fle e 
.ö + —— sin.Ö 
c08.0 + W sin. Ö 
und umgekehrt, der en Querſchnitt: 
F—=- © (000.8 + ZE sin 6), 


oder wenn man für bie — einen anderen Tragmodul 7, einführt als 
für den einfachen Zug (M): 
cos. Ö 04 
F=r( — sind). 
Für einen parallelepipedijchen Balken ift 


ae = m und — 


—— + 77 5), 


und für einen cylindrifchen Balken hat man 


Fe 4 
W — —, daher: 
cos. Ö 


41 
—P — im. . 
| F T +77, sin.6) 


Diefelben Formeln gelten auch fir den in Fig. 451 abgebildeten Fall, 
wo der erfte Component R dur) Drud auf den Balken wirft. Iſt Bier 
wieder d der Winkel PAR, um welden die Kraft P von der Balfenare 

Fig. 451. AB abweicht, fo behalten die Sei- 
tenfräfte die Werthe: 
R — Pcos.d und 
N = Psin.®. 

Um die Tragkraft des Balfens zu 
I finden, hat man natürlich hier die 
| — durch R: 

— P cos. o 
— 

















mit der größten Spannung 
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Plesin.Ö 
Sa = — 
durch Biegung zu vereinigen, und daher in der oben gefundenen Formel: 
cos. , lesin.ö 
T=P — + 7 ww oder: 
F= c08.6 + 


File . 6) 
. wm 
für T nicht den Tragmodul des Zerreißens, fondern den des Zerdrückens zu 
fubftituiven. 
In jedem der im Borftehenden behandelten Fälle wird natürlich die 
neutrale Fafernfchicht aus dem Schwerpunkte verrückt, und zwar um die 
Größe: 








i -i, _ı, W eotg.Ö 
: 5° Tex ’ 
z. B. für den —— Balken um 
__ heotg. o 
— —— 


Uebrigens iſt leicht zu ermeſſen, daß aus der Vereinigung der durch die 
Biegung bewirkten größten Ausdehnung und Compreſſion mit der über den 
ganzen Querſchnitt des Körpers gleichmäßig verbreiteten Ausdehnung oder 
Compreſſion der Faſern, die Ausdehnung oder Yale 

Sı + 8 = S _ _P /cos. Lesin. — 
6; gr = — — 7 — * 
hervorgeht. 

Durch Einführung der Tragmodeln erhalten wir, wenn wir noch ber 
Sicherheit wegen, bei Holz und Gußeifen nur = in Rechnung bringen, 

1) für Holz in beiden Fällen: 

750F 750F 
ee 
cos.6 + % sin. Ö cos.d + v7 sin. Ö 
2) für Gußeifen, im erften Falle (Fig. 450): 
Sen 3500 F 3500 F 
ee 
c0s.ö + * sin.d cos.õ + — sin. o 
und in dem zweiten Falle (Fig. 451): 
9000 F 9000 F 
P — RE TE — BEE — 
cos.o + 5 sin.d cos.o + — sin. o 


8. 273 


— 
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Der im Borftehenden behandelte Fall kommt in vielen Fällen der Anwen- 
dung vor. Hängt z. B. ein Gewicht P an einer gegen den Horizont geneig- 
ten Säule AB, Fig. 452, fo ift, wenn deren Are um den Winkel PAR— 6 
von der Berticalen abweicht, die Zugkraft R = Pos. d, und’die Biegungs⸗ 
fraft N —= Psin.d, und daher . 

Fr 


Dis en 
31 
cus. õh4 sin.d 


zu feßen. 
ig. 452. Fig. 458. 





Wenn, wie Fig. 453 vor Augen führt, bei der fchiefen Wirkung der 
Kraft P aud) noch der Angriffspunft C derfelben ercentrifch Tiegt, fo muß 
man zur Beurtheilung der Tragkraft defielben diefen Angriffspunft erft nad) 
D in die Verlängerung der Are AB des Balfens legen, aljo ftatt der Fänge 
BA, Nefüne BD=BA+AD=I+ — 
bringen, wobei vorausgefegt wird, daß der Horizontalabftand CA durch c 
und die Abweichung C DA der Balfenare von der Berticalen durd) Ö 
bezeichnet wird. 

Ebenfo ift für die fchiefe Sänle AB, Fig. 454, wenn diefelbe um den 
Winkel d von der Verticalen abweicht, die mit Sicherheit zu tragende Lat: 

— FT = ET 





in Rechnung 


61 = en 
cos. + — sin.d cos. Ö + sin. ö 


worin für 7 der Modul für die Compreffion einzufegen ift, während in den 
erften Fällen der fiir die Ausdehnung zu nehmen war. 

Wenn ein belafteter Balfen AA, Fig. 455, nicht frei aufliegt, fondern 
zwifchen zwei Wänden eingezwängt ift, fo kommt ebenfalls eine Kraftzerle- 
gung vor, aug welcher eine Compreffion und eine Biegung defjelben hervorgeht. 
Weichen die Endflächen A, A diefes Balfens um den Winkel ö von dem 
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Duerjchnitt deffelben ab, und wirft die Laſt P in der Mitte B des Balfens, 
fo reagiren die Seitenwände mit zwei Kräften Q und Q auf die Enden des 


dig. 454. Big. 455. 











Balkens, welche unter dem Winfel 8 gegen den Horizont geneigt find und 
eine Mittelfvaft CP — — P geben, wodurch die Kraft P aufgehoben wird, 
Es ift hiernad): 
P=20c0.8CP = 20sin, 
folglic) umgekehrt: 


u 2sin.d 
Ferner refultirt aus der Reaction S die Axen- oder Drudkraft: 
P cos. 6 
— — — ——— — "ota. 
R= cos. Ö 3 nd ’a P cotg.6, 





und die Normal- oder Biegungsfraft: 
N=0Qsnd — 5 
und es iſt folglich): 


R N.!ale 
T= = B ++, 
dv. i.: 
m — Peotg. d Ple 
— 27 4W’ 
und daher die Tragkraft: 
P— 2FT — 
cotg Ö -m lg r 
zu ſetzen. 


Derfelbe Fall tritt auch ein, wenn ein geneigt liegender Stempel AB, 
Fig. 456 (a. f. ©.), eine über ihm aufgeſchüttete Laſt Q trägt. Nur ift 
hier Q erft in eine Normalfraft Q, vechtwinfelig zur Are des Stempels und 
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in eine Geitenfraft N, rechtwintelig gegen die Seitenwand (in der bergmän- 
nifchen Sprache: da8 Liegende) zu zerlegen. Sehen wir der Sicherheit wegen 
Fig. 456. von der Reibung der lockeren 
Maffe (Gefteinsftiide) auf dem 
liegenden ab; bezeichnen die Ab- 
weichung der Endfläche des Stem- 
pel8 von dem Duerjchnitte deſſel— 
ben durch Ö, und die Neigung des 
liegenden BC gegen den Hori— 
zont durch 6, fo erhalten wir: 
Qı == Q sin. B und 
2FT 


ot. + I 
(i. $. 240), und En 
2FT j 
Fle\ . 
(cot. ö+1/, =) sin.ß 


Beifpiele. 1) Welche Duerdimenfionen muß man einem fhiefliegenden Bal- 
fen AB, fig. 452, aus Fichtenholz geben, welcher eine Länge von 9 Fuß, eine 
Neigung von 60 Grad gegen den Horizont hat und am Ende A eine Laft P—= 6000 
Pfund trägt? Die Formel 


P= 





FT 
cos.d + FL sin.d 
giebt, wenn man P = 600, T — 750 Pfund, d = MP — 60° = 30°, 


i=9.12 — 108 Zoll einführt, und — — 5/, annimmt: 





F= bh = Yym = 750 (cos 300 + &: —* sin. 30°), d. i.: 
648 . 0,500 "2000 
n=11,2. (0866 + =) = 9,70 + 


Es ift annähernd: 


h = V 3629 = 15,37, 
hiernach fchärfer: —— 

h — V 3629 + 9,70. 15,37 — V 3778 = 15,6 Soll 
und folglich 

b=5%,h—= 11,1 Zoll. ' 

2) In welcher Entfernung von einander find die 12 Zoll ftarfen Tragftempel 
AB eines fogenannten Förftenbaues ABC, Fig. 456, zu legen, wenn berfelbe 
4 Fuß weit ift und fi 60 Fuß hoch auf einem 70 Grad fallenden Gange in die 
Höhe zieht, und vorausgefegt wird, daß das Gewicht eines Eubiffußes Berge 
(Gefteinsftüden) 65 Pfund beträgt? Wird die gefuchte Entfernung mit = bezeich- 
net, fo hat man das auf je einem Stempel ruhende Gewicht: 
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Q = 4.60.65x = 15600 «, 
und folglih den Drud auf den Stempel: 
Q, = Qsin.700 = 15600 x sin. 700 — 15600 . 0,9397 x —= 14659 x Pf. 
Sind die Endflähen A A eines Stempels unter einem Winkel von F — 20 Grad 
abgejchrägt, jo hat man: 


141659 FT __ _ 2:1131.750  _ 169650 
— I 2.8 1074’ 
eotg. 0 + A + 
und daher: 
u _ RR _ — 1,077 Buß = 19,9 Boll; 


10,747 .14659 
alfo der nöthige Zwifchenraum zwifchen je zwei Stempeln: 
z— d= 0,9 Boll, 


Biegung der gespannten Balken. Die normale Tragfraft P ($. 274) 
eines Balfens AB, Fig. 457, wird nur bei einem kurzen Balken und durch Hinzu= 
tritt einer Heinen Arentraft Q vermindert; wenn hingegen die Länge des 
Balfens und die Zugkraft eine gewiffe Grenze überſchreiten, jo wirft die letztere durch 

Fig. 457. ihr Moment dem Momente 
der Normalfraft in dem 
Maße entgegen, daß dadurd) 
die Biegung des Körpers 
herabgezogen und das Trag- 
vermögen des Balfens ver⸗ 
größert wird. 

Segen wir wieder die 
Eoordinaten der von ber 
neutralen Are des Balkens gebildeten elaftifchen Linie ASB, Fig. 457, 
AK=zund KS= y, fo haben wir das Moment der Kräfte in Hin- 
fiht auf einen Punkt S in diefer Are: 

P - QY, 
und können daher (nach $. 215) 
(Pxe—- Qy))r= WE 





jegen. 
Führen wir wieder 


ve — 


& 
ein, wo & den Zangentenwinfel STK bedeutet, und bezeichnen wir noch, zur 
Vereinfachung, 


/ pP 5 WEN j 
WE durch p, ſowie — durch q, fo erhalten wir die Gleichung: 
da= — —— — — — — — (np? — g’y) O8. 
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Setzen wir nun 


27 
)y= — — (ma + ne), 
q 


Fig. 458. worin m md n noch zu 
beitimmende Conftanten und 
& die Örundzahl der natür- 
lichen Logarithmen (ſ. ana= 
Iyt. Hülfslehren, Art. 19) 
bezeichnen, fo erhalten wir: 





"ae q? 
— (mE — ne) gq, 
und da num das Differenzial des legten Ausdruckes, nämlid): 


0a — (mer nee) g’or, 
durch Subftitution der Gleichung 1) wieder auf die obige Grundformel: 
oa -(v- =) qor—= — (px — d’y) dr 


führt, fo ift auch hiermit die Nichtigkeit des Ausdrucdes unter 1) für % 
dargethan. 


Da für z—=0 auf y — 0 if, fo erhalten wir durch Subftitution 
diefer Werthe in 1) folgende Gleichung: 
0=0 — (ms! + ne), d. i. 
mt-n=0(, 
und da für * — I, « — 0 ift, fo ergiebt ſich durch Subftitution diejer 
Werthe in 2) die Gleichung: 


„2 
0= 5 — (m — net) g, 


oder, wenn man aus der vorigen Öleihung a — — m einfegt: 
2 
0= 7 — mal Le, 
fo daß fid) nun: 
m = — N = BREI: RER 
NT tem 
beftimmt, und das Kraftmoment: 
Px — Qy = Qm (er — E70) 
P [ee — Oo" ER 
2 Par) ausfällt. 
Iedenfalls ift das legtere ein Marimum für den feten Punkt B bes 
Körpers, welcher ih und — AC—= I md y= BC — a beftimmt, 
und zwar: 
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— — — 
a (I 7 az 
Iſt die Arenfraft ql ein — Bruch, hat man es alſo mit einem kurzen 
Balken und mit einer Heinen Arenfraft Q zu thun, fo läßt ſich 





g?? 313 
e—1 ii 
€ +4 5 + r 
jomwie 
2 373 
=1-g+2-—- te.., 


und hiernad) das Kraftmoment: 
PI(L + 021) 
Pl— da = ———— — PR 


1? 
ee 219) pı(ı — SU 
(1 19?) —9 


—PG +, PP) — ag?) 





ſetzen. 
Iſt dagegen die Axenkraft Q fo groß, daß g! mindeſtens die Zahl 2 
erreicht, jo läßt ſich 


gegen 7 vernachläffigen, daher: 
er! — Fk, gal 
Fe Ber Bu? u 
fegen, jo daß dann einfach, das Kraftmoment: 
P WE 
Pl—- 09a = — — P — 
— q Q 


ausfällt. 


Tragkraft eines gespannten Balkens. Mit Hülfe des im vor- ($. 275) 
ftehenden Paragraphen gefundenen Miomentes der äußeren Kräfte P und Q 
läßt fich nun die Tragkraft des Balfens auf dem in dem Dbigen mehrfad) 
betretenen Wege wie folgt beſtimmen. 

Die Kraft Q zieht den Körper in feiner Arenrichtung mit der Kraft 
Q 


Ss, = — 


F 
pr. Flächeneinheit, und durd) da8 Moment PI — Qa beider Kräfte P und 
Q erleidet die Safer im größten Abſtande e, von der neutralen Are die 
Spannung 
(Pl — Qa)e 


5 = W r 
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und es ift folglich die ganze — 
Pl— 
— +4 = 4, EIN: 


Wenn diefelbe die — erreicht, ſo iſt natürlich S= daher 
läßt ſich 
0. (Pl — Qa) e 
N ie F + — — ſetzen. 
Uebrigens iſt auch noch dann, wenn der Tragmodul 7, der Druckelaſticität 
von dem Tragmodul 7 der Zugelafticität abweicht, 
— Q (Pl — Qa)e 
u Aue 


zu fegen, wobei aber e den größten Abftand der zuſammengedrückten Faſern 
vor der neutralen Are bezeichnet. In beiden Fällen hat man ftatt 








Pfr — 
PlI— Qa = : ee) 
einzuführen, fo daß ſich nun die gefuchte — entweder: 
az ltes Erz 
a — i 
oder: ) 
—X = 2 5) ( 1455 — Mr I ergiebt. 


Da flir eine — Spannkraft — 
PI—- Qa—=Pl \ — 


geſetzt werden kann, ſo hat man hier, wenn man nur die Ausdehnung in Be— 
tracht zieht, 


PS 7 =(: Em le - Hr 





or 
(1- zw) Pie 
Ohne die Spannung Q wäre die Tragkraft: 
p WT 
ı A 7 e ’ 


es ift daher das Verhältniß: 


2 gr 2) ( 2 
7 - (1 + 3w5) \!- Fr) 
und hiernach leicht zu ermeſſen, daß diefelbe durch Q entweder vermindert oder 


nn wird, je nahdem 7 EB a oder Heiner ald ———, d. i. je nad)= 


gn 
3WE' 


dem em 72 W scher oder Heiner ald — if 
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Für eine große Spannfraft, wo ſich 


WE 
Pl—- 0a = — 
ẽ 
ſetzen läßt, hat man dagegen die Tragkraft: 


2 —— 


— 03 
Diefer Ausdruck wird mit 127 „re zum Marimum, und zwar, wie 


ſich durch einfaches Differenziiren und Nullſetzen des erhaltenen Differenzials 
quotienten leicht ergiebt, für 








z FT 
g= — 
Es iſt die Größe dieſes — 
FWTT 
— 2 — 
en 3E e’ 


und das Verhältniß deffelben zur Tragkraft P, des ungefpannten Balfens: 


Zei ler, 
P, 3WE 3W 
Für einen parallelepipedifchen Balken von der Breite b und der Höhe h 
3 
hat man F=bh, W — = und e — 1/,h, daher: 


pP _4l uyz_ 41 
PL 3ıV/E 3h Vs. 
Befteht diefer Balken aus Holz, fo ift 





e T 1 
| en — 
E 600’ 
und daher: 
BR EI ——— 
— — — .— 0.0544 — 
0005 Mn, 


2. für - = 30, P= 1,632 Bj; 


ed trägt alſo dann der Balfen faft um zwei Drittel mehr, als wenn er 
nicht gefpannt ift. 
Für = en — 184 ıft PL — P, und für Werthe von 2 
welche Kleiner als 18,4 find, fällt fogar P, Heiner als P aus, wird alfo die 
Tragkraft P des Balfens durch die Spannung Q vermindert, 
Weisbad's Lehrbuch der Mechanik. I. 34 
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$. 276 Torsion in Verbindung mit Zug- oder Druckkraft. Wird 
eine Säule AB, Fig. 459, von einer Arenfraft Q und einem Umdre— 
hungsträftepaare (P, — P) zugleich ergriffen, fo findet eine Zufammen- 
jegung von Torſions- und Zug- oder Drud-Elafticität ftatt, deren Reſultat 


fi) wie folgt beurtheilen läßt. Iſt 5, — id die von der Kraft Q hervor- 


F 
gebrachte Arenfpannung pro Einheit der Querfcnittsfläche, und S, — = 
die dem Torſionsmomente entiprechende Spannung pro Flächeneinheit, im 


Fig. 459. 


— 
— 2 








Fiq. 460, 





Abſtande e von der Längenaxe des Körpers, jo können wir anneh— 
men, daß ein parallelepipedifches Körperelement ABCD, Fig. 460, von 


den Normalfräften AB.Sı und — CD.S, auf AB und CD, fowie von 
dem Kräftepaare (AB.S, — CD.S,) längs AB und CD, und von 
dem Gegenkräftepaare (BC.Z, —AD.Z) längs BC und AD ergriffen 
wird. Wenn nun die Diagonalebene A C den Winkel Y mit der Are des 
Körpers oder der Richtung der Kraft S, einichließt, fo find die Componen— 
ten der Kräfte S,, S, und Z auf der einen Seite von A C, 
AB.S, sin.d, AB.S, cos. und BO.Z sin. v, 

und e8 folgt daher die ganze Normalfraft auf AC: 

AC.S—=AB. S, sin.y + AB. S,cos.vw + BU.Z sin. v, 
oder da das Moment von (BC.Z, — AD.Z) gleich ift dem Momente 
von (AB.S,, — CD.S). d. i.: 

AB.BC.Z=BC.AB.S,, alo Z = S; iſt, 

 AC:S—= AB.S, sin.» + (ABcos.y + BCsin. v) S,, 
jo dag jchlieglic, die Normalfpannung A C pro Fläcjeneinheit: 
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nee 4 = S81 sin.d + (42 G 608. Ü +3 27 sin v) S, folgt. 


AB BC 

Nun ift aber — Ac 1078 d, — folgt: 

5 = Sı (sin. d)? + 2 8, sin. cos. y — Sı (sin. d)? + S, sin. 2 y 
— 9 (—E + 5sin.2Y. (Bergl. $. 259). 


2 8 


— sin.d md 


Diefer Werth ijt ein Marimum von S für tung. 2 — — — oder 
l 
a Sı 
sin. 2U — und cos.2 dp — — und zwar 
V 625 Vsg + (2 8,)? ’ 


28? 


ul WE: vera) + V5?+@5) 


Segen wir die obigen Werthe von S, und S, bier ein, fo erhalten wir 
die gefuchte Marimalfpannung 


und damit der Körper den Wirkungen diefer Kräfte P und Q mit Sicher- 
heit widerftehe, * 5; dem Tragmodul 7, alfo 


Pae 
T 
3 + V'+(@e) F 5) + Ww = 
zu jegen, woraus die Bedingungsgleihung ' 
ar) — 7 — Q T 





W pr Tolgt. 
Es ift daher das — — 
1) Pu — — —— 72 — ——— die zuläſſige Arenfraft 


F Bi 
2) —=FTl-, ir 


Um die gegebenen Kräften P und Q entjprechenden Querfchnittsdimen- 
fionen zu finden, fegen wir, je nachdem die Torſions- oder die Arenkraft - 
überwiegend ift, entweder 


34” 
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— 
Fur eine parallelepipediſche Säule mit den Querdimenſionen b 
und A ift 
F=bh, W= (b? +9 ud e—=!h Vb®? + 72, folglich 


W - Baur Pa =( Q — 
— —— 2* —— — 
6 Vbe+h Vr OT T 1 5AT ſowie 


Q Q ( 6Pa \rı 
—hh— — —— {11 (| 777 
— 836 Pa® T E Verenm | ' 
? +R)T 
Kennt man noch das Dimenfionsverhältnig v — 3. fo kann man mit- 


tels diefer Formeln die Dimenfionen b und A jelbft berechnen. 


F= 








Für eine Säufe mit quadratifcher Bafis ift b — Äh, daher 
ay3 _ Fa — * und 


α— 85)", ini 
vl 


— Q ‚(6Pa\?] * 
= 1—!i, 


Fir eine eylindriſche Säule oder Welle hat man: 








art 
F=ar, W= = und e — r, daher 


cr? Pa 27 
— und — — un ( u I) 
2 "Ve — ſowie 
ır? 
—— 2Pa \?|- * 
— 77 72 Pa\?’ Re v£ 1 arayı u 
rg 


er) 
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Wirkt die Arenfraft Q zufammendrüdend, fo behalten die im Vor— 


Fig. 461. ftehenden gefundenen Formeln ihre Anwen⸗ 
dung, da hier nicht bloß die Richtung der Kraft 
A SB S, (Fig. 461) die entgegengefeßte wird, fondern 


auch die Kräfte S, und Zentgegengefegt angenom- 
zZ men werden fünnen, wenn e8 darauf ankommt, 


7 eine möglichft große Mittelfraft S,, zu erhalten. 
i C Beifpiel. Wenn eine ftehende Holzwelle von 
— 10000 Pfund Gewicht das Umdrehungsmoment 


Pa = 72000 3ollpfund aufzunehmen hat, fo ift 
bei dem Tragmodul 7 — 400 Pfund, der erforderliche Halbmefler derfelben: 


»9Paf hy — 72000 10000 
ar (1 - 57T) - VE (1 - 


400 nr 
a 7958 
— Vo636.10 (1 - ) "- 
Annähernd iſt 
— V 114,6 — 4,85, daher 




















7,958 _ 7,98 __ 
*28 0,3888, 
und 
— 
—E 7 * — — 1,071, 
Yo 17 


fo daß nun fchärfer ver gefuchte Wellenhalbmefler 
r = 4,85.1,071 — 5,194 3oll, 


und folglich der Durchmefler der Welle, ; 
d — 10,39 Zoll folgt. u 


Torsion in Verbindung mit Biegung. Nicht jelten fommen auch $. 277 
Fälle vor, daß ein Balfen oder eine Welle von einer Torfiond- und einer 
Biegungskraft zugleich ergriffen wird, namentlich find die liegenden Rad— 
wellen in der Negel einer Torfion und Biegung zugleich ausgefegt. Denken 
wir uns, um die Verhältniffe des Zuſam— 
menwirkens diefer zwei Kräfte zu erforfchen, 
wieder einen prismatifchen Körper ABCD, 
dig. 462, welcher an einem Ende BD 
fejtgehalten und am anderen Ende A von 
einer Normal» oder Biegungsfraft Q, zus 
gleich) aber noch an einer Stelle C von 
einem Umdrehungs- Kräftepaare (P, — P) 
ergriffen wird. Iſt Z, die Länge A C der 
Welle, W, das Maß des Biegungsmomen, 
tes derfelben und e, die größte Entfernung 


Fig. 462, 
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eines Uuerfchnittselementes von der neutralen Are, fo hat man die von der 
Kraft Q erzeugte größte Arenfpannung 

Sı = Bas Bi (vergl. $. 235); 
bezeichnet dagegegen 4 die — K des Kräftepaares (P, — P), W 
das Maß des Torfionsmomentes, und e den größten Abftand eined Quer— 


fchnittselementes von der Are CD diefes Körpers, fo läßt fich die von dem 
Paare (P, — P) erzeugte größte ee 


u egen. 





_ he eı 


Nun vertritt aber, wie leicht zu ermellen ift, die Spannung S, = —— 
l 


die Stelle der abſoluten Spannung S; — 8 im vorigen Paragraphen, da— 


F 
her läßt fich aud hier die Marimalfpannung im ganzen Körper 
ABUD, Fig. 462, 


e Apr 
=, + V(@) ) +85, ode 


I == gı he ei * V (aha I; a) Te, 





2 2Ww 2 — J 
ſetzen, woraus dann die ee: 
Puae\? * 
rule Te 

( WW 1 folgt. 

Es iſt daher das zuläffige NN 
yRu=#\Yn_ har la T — Hy, he 
M e wWT' 


fowie die Arenkraft 
nu i P 
2 = —5 BE e& * 1: wonach entweder 


ıeı T W 
— = — oder 
e m hal €) T' 
T? — 
Ve 
Mi a 


— — (Bey zu ſetzen iſt. 
T\W 
Fir den quadratiihen Schaft ift 
W_WV2 „Wi _W 
€ == 6 & 6 ’ 
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6V !j, Pa ( 6 er Ya 
Zu use: una 1l— — , und 


h3 
h®’T 
—7 — 
eV apa (| _ SQU\% ſowie 
7: h®’T i 
TERRA LN * J — DZ — und 
37 


_\Y6gQı 6 Pa\?]-% 
= YRfı- Gm] 


wogegen für die cylindrifche Welle 





w ar’ M zr? 
De 
2 Pa 4qı, * 
r — — — — 

x T (1 zT) 


/2 Pa 4)" 
8 T (1-4 ‚ jomte 
4 QI, ee) 
EZ — — 

r — 1 (= ,‚ und 


y4 T 2 Pa \?]-% 
r— : &lı - (222 | zu fegen ift. 


Schr gewöhnlich ift es nicht ein Kräftepaar (P, — P), fondern eine 
exrcentrifch wirfende Kraft P, welche die Torfion eines Körper BCD, 
Big. 163. Fig. 463, hervorbringt. Da fich eine folche 
Kraft in eine gleiche Centralkraft CP—=+ P, 
und in ein Kräftepaar (P, — P) zerlegen 
läßt, deffen Armlänge a der Normalabitand 
CA zwifchen der Are CD des Körpers und 
der Angriffslinie der Kraft P ift, jo hat man 
es in diefem Falle, felbft ohme Hinzutritt einer 
anderen Kraft Q, mit der zufammengefegten 
Feftigkeit zu thun, indem fi) die aus (P, — P) 
hervorgehende Torfion mit der durd) die Aren- 
fraft + P bewirften Biegung vereinigt. Es 
finden daher bei Beſtimmung der Stärke eines foldhen Körpers die legten 
Formeln ihre unmittelbare Anwendung, wenn man darin Pl = Qlı ſetzt. 
Tritt zu der excentriſchen Kraft P noch eine beſondere Biegungskraft Q 
mit dem Momente Q7, hinzu, jo muß man natirlid, in den legten Formeln 
Pl + Qu ftatt PL fegen. 
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8. 278 Biegungskräfte in verschiedenen Ebenen. Wenn ein Balken _ 
oder eine Welle BC, Fig. 464, von zwei Biegungsfräften Q, und Q, er- 
Fig. 464. griffen wird, deren Richtungen C, Q, 
_Q und C,Q, zwar rechtwinfelig auf der 
Are C, B des Körpers ftehen, aber unter 
ſich ſelbſt nicht parallel find, jo wird 
das Stud C, B deilelben von zwei 
Kträftepaaren (Q,,— Qı) und (Q2,— C2) 
gebogen, welche daher zu einem einzigen 
Kräftepaare zu vereinigen find, um die 
— Art und Größe der Biegung beurtheilen 
zu können. Bezeichnen Z, und /, die 
Hebelarme der Kräfte 9, und Q, in 
x Hinficht auf den feften Punkt 2, find aljo 
49T und 1, die Momente derjelben, 
und ift « der Winkel, weldyen die Kraftrichtungen zwifchen fich einschließen, 
wenn man fie durd) einen einzigen Punkt legt, fo hat man nad) $. 95 das 
Moment des refultirenden Kräftepaares: 


Re = V(Q 1)? + (1)? + 2 (Qılı) (Qa la) cos. , 
und es ift für den Winfel 8, welchen die Ebene diefes Kräftepaares mit der 
des Paares (Qı, — Qı) einichlieft, R 





Ch 


Um die Größe diefes Kräftepaares (R, — R) und die Ebene deſſelben zu 
finden, kann man die Kraft Q, von Cy nad) C, veduciren und die reducirte 


Kraft 9 = — ? mit der Kraft Q, durch das Kräfteparallelogramm zu 


einer — R, vereinigen; das Product Rılı — Re ift dann die 
Größe des vefultivenden Kräftepaares, und der Winkel Q, Ch Rı , der Wintel 
ß, welchen die Ebene diejes Paares mit der des Paares (Q,, — Qı) ein: 
ſchließt. Diefe Ebene ift natürlich auch diejenige, nach welcher dev Körper 
gebogen wird, auch ergiebt ſich mit Hülfe des gefundenen Momente® Rc 
= Rılı die größte Spannung des Körpers: 

Ree 

Ww' 

aljo wenn man diefe dem Tragmodul 7’ gleichjegt: 


* = V(Q + 2 (Qı 1) (92%) cos. c. 


Wirft nun auf diefen Körper AB noch ein Umdrehungsträftepaar 
(P, — P) mit dem Momente Pa, fo ift die Marimalfpannung 


— 8— 








8. 278.] Die zufammengefegte &lafticität und N 537 


Rce; Rea ER ) 

2 M + 2 2W 

zu fegen, wobei natürlich W, das Maß des ARLANN W das des 
Drehungsmomentes, und e, den größten Abftand des Körperumfanges von ber 
neutralen Are, dagegen e den von der Pängenare des Körpers in D be 





Sn - T’= 





zeichnet. 

Hiernad) ift 

Pae — Rce, 3 
— w, 


— 7? — (91)? + (Q, 13)? + 2(Qı 1) (Q 12) cos. 9 Ä 


Mit Hülfe der Formeln des vorigen Paragraphen laſſen fich auch die 
erforderlichen Duerjchnittsdimenfionen des Körpers finden, wenn man in den- 
jelben ftatt Q!, die Summe Q, 7, + einſetzt. 

Wenn nur eine Biegungskraft Q, auf den Körper wirft, und berfelbe 
anftatt des Kräftepaares (P, — P) von einer einzigen Umdrehungsfraft P 
ergriffen wird, welche fi) in eine Arenfraft P und in ein Umdrehungsfräfte- 
paar (P, — P) zerlegen läßt, jo hat man ftatt Cꝛl2 dad Moment Pl in 
den legten Formeln einzufegen. 


Schlufanmerfung. Obgleih über feinen Gegenftand der Mechanik bis jebt 
fo viele Verſuche angeitellt worden find, als über vie Glafticität und Feſtigkeit der 
Körper, fo bleibt doch noch vieles zu unterfuhen und manche Unficherheit zu befeis 
tigen übrig. Wir haben Verſuche hierüber von Ardant, Banfs, Barlow, 
Bevan, Brir, Buffen, Burg, Duleau, Gbbels, Eytelwein, Fin: 
‘han, Gerftner, Girard, Gauthey, Kairbairn und Hodgfinfen, 
Lagerjhelm, Muſſchenbroek, Morveau, Navier, Rennie, NRondelet, 
Tredgold, Wertheim u. ſ. w. Die älteren Verſuche werden fehr ausführ: 
lih abgehandelt in Entelwein’s Handbuch der Statik feiter Körper, Bd. IL, 
nächſtdem in von Gerfiner’s Handbuch der Mecanif, Bd. I. Eine umfäng- 
lichere Abhandlung uber dieſen Gegenftand liefert au v. Burg im 19ten und 
20ſten Bande der Jahrbücher des polytechn. Initituts zu Mien. Man findet in 
diefen Schriften zum Theil auch abweichende Theorien abgehandelt. Der Ber: 
fuche von Brir umd Lagerjbelm iſt fchen oben (S. 360) gedacht werben. 
Neue und fehr umfängliche Verfuche über die rückwirkende Feitigfeit der Stein- 
arten, von Brir, rapportirt der 32fte Jahrgang (1853) der Verhandlungen des 
Vereins zur Beförderung des Gewerbefleißes in Preußen. ine einfache Theorie 
der Biegung von Brir findet man in der Abhandlung „elementare Berechnung des 
Widerſtandes prismatifcher Körper gegen die Biegung“, welche aus den Verhand— 
lungen des preußischen &ewerbevereins befonders abgedrudt if. Die neueften 
Unterfuhungen über die Glafticität von Wertheim find ebenfalls ſchon oben 
(S. 362) befprodhen worden. Weber Hodgfinfon’s Verſuche findet man einen 
Auszug in Mofeley’s Mechanical Principles of Engineering and Architec- 
ture. Das Hauptwerf von Hodgfinfon ift unter dem Titel „Experimental 
Researches on the strength and other properties of cast iron etc., bei 
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John Weale, 1846, erjchienen. Eine franzöftiche Ueberfegung von Pirel enthält 
Tome IX, 1855, ver Annales des ponts et chaussees, auch wird hiervon in 
einem Auflage von Couche, Tome XX, 1855, der Annales des Mines ge: 
handelt. Tredgold handelt in einer beiondern Abhandlung „über die Stärfe 
des Gußeiſens und anderer Metalle”, welde in Leipzig 1826 auch deutſch 
erfchienen ift. Mebrigens it zum Studium zu empfehlen: PBoncelet’s Intro- 
duction a la Mecanique industrielle, ferner Navier’s Resume des lecons 
sur l’application de la Mecanique, Part. I., deutſch von Weſtphal, unter 
dem Titel „Mechanik der Baukunſt“, zu welcher Schrift Boncelet in feiner 
Theorie von dem Widerftande feiter Körper (f. deſſen Lehrbuch der Anwendung 
der Mechanik, Band II., deutihb von Schnufe) Ergänzungen liefert. Bor: 
züglihb und auch im vorliegenden Werfe mehrfach benugt ift: Resistance des 
materiaux (Lecons de Mecanique pratique) par A. Morin, ferner Theorie 
der Holzes und Gifenconftructionen mit befonverer Rückſicht auf das Baumwefen 
von Georg Nebban. Wien 1856. Auch iſt zu empfehlen: bie ſchon oben 
(SE. 425) citirte Schrift, die Feftigfeit der Materialien, von Moll und Reu: 
leaur, ferner Memoire sur la Resistance du Fer et de la Fonte etc. par 
G. H. Love, Paris 1852; jewie Tate, die Feitigfeit eiferner Balfen und Trä: 
ger, nach dem Gnglifchen von ven Weber, Dresden 1851. Die Theorie der zu: 
fammengeiegten Keitigfeit ift zuerfi von dem Verfaſſer in ver Zeitfehrift für das 
gefammte ngenieurweien (dem Ingenieur) von Bornemann u. f. w. Br. I. 
abgehandelt werden. In dem eriten Bande der neuen Folge dieſer Zeitichrift 
(„Givilingenieur” 1854) wird vom Herrn Kunftmeilter Bornemann die grapbifche 
Darftellung der relativen Feſtigkeit abgehandelt; auch werden in demjelben die 
Ergebniſſe der Biegungsverfuche von Bornemann fowie von Lamarle mitgetheilt. 

Weitere Ausführungen der Lehre von der Glaiticität und Feitigfeit fommen in 
der Folge bei der Theorie der Schwingungen und der des Stefes vor. 

W. Rairbairn’s Useful Information for Engineers I. and II. Series, 
berichten mehrfache Verſuche über die Keitigfeit des Schmiedeeiſens in verfchiedenen 
Formen, fowie auch über die ven Steinen, Glas u. f. w. In thecretiicher Bezie- 
hung it vorzüglich zu empfehlen: Legons sur la theorie mathematique de 
V’elastieite des corps solides par Lam €, jfowieAManual of applied Mechanics 
by W. J. M. Rankine, näditvem aud Cours de Mecanique appliquee, I, 
Partie, par Bresse, jowie Theorie de la Resistance et de la flexion plane 
des solides par Belanger. Die Schrift von Laiffle und Shüblen: „Ueber den 
Bau der Brüdenträger“ iſt dem dermaligen Stand der Wiſſenſchaft entfprechend 
bearbeitet, und daher fehr zu empfehlen; auch enthalten Rühlmann's Grundzüge 
der Mechanik, 3. Auflage (1860),. einen leſenswerthen Abriß der Feſtigkeitslehre. 

Der Civilingenieur und die Zeitfchrift des deutjchen Ingenieurvereins enthalten 
mehrere werthvolle Abhandlungen über Glafticitätse: und Feitigfeitslehre, namentlich 
von Grashof, Schwepler, Winkler u. f. w , fowie auch mehrere quite Ueber: 
feßungen von franzöftfchen und englifhen Abhandlungen von Barlow, Bouni: 
ceau, Kairbairn, Eove u. ſ. w.; auch findet man in diefen Zeitfchriften die 
Grgebniffe vielfacher Verſuche über die Feitigfeit, 3. B. von Bairbairn, Kar: 
marſch, Schönemann, Völfers u. ſ. w. 
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